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PRÉFACE. 

A  PRÈS  avoir  exposé  dans  les  deux  livres  précédens  , 
les  théories  des  planètes  et  de  la  lune;  il  reste  à  présenter 
celles  des  autres  satellites  et  des  comètes  :  c'est  le  principal 
objet  de  ce  volume.  De  tous  les  satellites,  les  plus  inté- 
ressans  après  celui  de  la  terre ,  sont  les  satellites  de  Jupiter. 
Les  observations  de  ces  astres  les  premiers  que  le  téles- 
cope a  fait  découvrir  dans  les  cieux,  ne  remontent  pas  à 
deux  siècles  :  on  ne  doit  même  compter  qu'un  siècle  et  demi 
d'observatious  de  leurs  éclipses.  Mais  dans  ce  court  inter- 
valle ,  ils  nous  ont  offert  par  la  promptitude  de  leurs  révo- 
lutions, tous  les  grands  changemens  que  le  temps  ne  déve- 
loppe qu'avec  une  extrême  lenteur ,  dans  le  système  planétaire 
dont  celui  des  satellites  est  l'image.  Leurs  fréquentes  éclipses 
ont  fait  connaître  leurs  inégalités  principales,  avec  une  pré- 
cision que  l'on  n'eût  jamais  obtenue  des  élongations  obser- 
vées de  ces  astres  à  Jupiter.  Pour  en  donner  la  théorie, 
je  développe  d'abord  les  équations  différentielles  de  leurs 
mouvemens  :  en  intégrant  ensuite  ces  équations,  je  parviens  à 
leurs  diverses  inégalités.  Elles  sont  peu  différentes  de  celles 
des  planètes  et  de  la  lune  :  cependant  les  rapports  qu'ont  entre 
eux  les  moyens  mouvemens  des  trois  premiers  satellites  de 
Jupiter,  donnent  à  quelques-unes  de  ces  inégalités,  des  va- 
leurs considérables  qui  ont  une  grande  influence  sur  toute 
jeur  théorie.  Ces  mouvemens  sont  à  très-peu-près  en  pro- 
gression sous-double.  De  là  résultent  plusieurs  inégalités  très- 
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sensibles,  dont  les  périodes  différentes  entre  elles,  se  trans- 
forment dans  les  éclipses,  en  une  seule  de  43<ji°ats,65g.  Bradley 
remarqua  le  premier  cette  période,  dans  le  retour  des  éclipses 
du  premier  et  du  second  satellite.  Wargen tin  exposa  ensuite 
dans  un  grand  jour,  la  loi  des  inégalités  dont  elle  dépend, 
et  dont  il  attribua  la  cause  à  l'action  mutuelle  des  trois  pre- 
miers satellites,  mais  sans  la  soumettre  à  l'analyse  qui  n'était 
pas  alors  assez  avancée  pour  cet  objet.  Les  géomètres  l'ayant 
perfectionnée  depuis,  et  l'ayant  appliquée  aux  perturbations 
des  satellites  de  Jupiter;  ces  inégalités  se  sont  présentées 
les  premières  à  leurs  recherches,  comme  elles  s'étaient  les 
premières,  offertes  aux  observateurs.  Je  les  développe  ici 
avec  l'étendue  qu'exige  leur  importance. 

Leur  combinaison  donne  naissance  à  une  singularité  jusqu'à 
présent  unique  dans  la  théorie  des  mouvemens  célestes.  Le 
mouvement  moyen  du  premier  satellite,  plus  deux  fois  celui 
du  troisième,  serait  égal  à  trois  fois  le  mouvement  du  se- 
cond; si  ces  mouvemens  étaient  exactement  en  progression 
sous-double:  mais  cette  égalité  est  incomparablement  plus 
approchée  que  la  progression  elle-même,  et  ses  petits  écarts 
sont  dans  les  limites  des  erreurs  des  observations.  Un  résul- 
tat non  moins  singulier  est,  que  depuis  la  découverte  des 
satellites  de  Jupiter,  la  longitude  moyenne  du  premier  , 
moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du 
troisième,  n'a  jamais  différé  de  deux  angles  droits,  que  de 
quaatités  presque  insensibles.  On  ne  peut  admettre  sans  in- 
vraisemblance, que  les  mouvemens  primitifs  de  ces  trois 
corps  ont  satisfait  exactement  à  ces  égalités  :  il  est  beaucoup 
plus  naturel  de  penser  qu'ils  en  ont  fort  approché  ,  et  qu'en- 
suite l'action  mutuelle  des  satellites  a  rendu  ces  égalités  rigou- 
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reuses. C'est  ce  que  j'ai  reconnu  par  l'analyse ,  comme  on  l'a 
déjà  vu  dans  le  huitième  chapitre  du  second  livre.  Je  re- 
prends ici  cet  objet  intéressant  que  je  traite  par  une  autre 
méthode  dont  les  résultats  d'accord  avec  ceux  du  livre  cité, 
les  confirment.  On  peut,  dans  les  égalités  précédentes,  subs- 
tituer aux  moyens  mouvemens  et  aux  longitudes  moyennes 
sydérales,  les  moyens  mouvemens  et  les  longitudes  moyennes 
synodiques,  et  généralement  rapporter  à  un  axe  mobile 
suivant  une  loi  quelconque ,  les  mouvemens  et  les  longi- 
tudes des  trois  satellites;  d'où  il  suit  qu'ils  ne  peuvent  jamais 
être  à-la-fois  éclipsés.  Mais  dans  les  éclipses  simultanées  du 
second  et  du  troisième,  le  premier  est  toujours  en  conjonc- 
tion avec  Jupiter  :  il  est  toujours  en  opposition,  dans  les 
éclipses  simultanées  du  soleil,  produites  sur  Jupiter  par  les 
deux  autres  satellites. 

lies  moyens  mouvemens  et  les  époques  forment  six  des 
vingt-quatre  arbitraires  que  doivent  renfermer  les  intégrales 
des  douze  équations  différentielles  du  mouvement  des 
quatre  satellites.  Les  rapports  précédens  établissent  entre 
ces  constantes,  deux  équations  de  condition  qui  les  réduisent 
à  vingt-deux;  mais  les  arbitraires  que  ces  équations  font 
disparaître ,  sont  remplacées  par  les  constantes  d'une  iné- 
galité que  je  désigne  sous  le  nom  de  libration  des  satellites , 
et  dont  la  période  est  d'un  peu  plus  de  six  années.  Cette 
inégalité  est  répartie  entre  les  trois  premiers  satellites,  sui- 
vant un  rapport  dépendant  de  leurs  masses  et  de  leurs  dis- 
tances. Toutes  les  recherches  que  Delambre  a  faites  pour 
la  démêler  dans  les  observations }  ayant  été  infructueuses; 
elle  doit  être  fort  petite.  Ainsi  à  l'origine,  les  mouvemens 
des  trois  premiers  satellites  et  leurs  époques  ont  fort  ap- 
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proche  de  satisfaire  aux  deux  égalités  précédentes.  Les  équa- 
tions séculaires  des  moyens  mouvemens  des  satellites  n'al- 
tèrent, point  ces  égalités.  En  vertu  de  l'action  mutuelle 
de  ces  astres,  ces  équations  se  coordonnent  de  manière  que 
l'équation  séculaire  du  premier ,  plus  deux  fois  celle  du  troi- 
sième ,  est  égale  à  trois  fois  l'équation  séculaire  du  second: 
leurs  inégalités  mêmes  qui  croissent  avec  lenteur,  approchent 
d'autant  plus  de  se  coordonner  ainsi,  que  leurs  périodes 
sont  plus  longues.  Cette  libration ,  par  laquelle  les  mou- 
vemens des  trois  premiers  satellites  se  balancent  dans 
l'espace,  suivant  les  lois  que  nous  venons  d'énoncer,  s'étend 
à  leurs  mouvemens  de  rotation,  si  comme  les  observations 
l'indiquent,  ces  mouvemens  sont  égaux  à  ceux  de  révolu- 
tion. L'attraction  de  Jupiter,  en  faisant  alors  participer  les 
mouvemens  de  rotation  des  satellites,  à  leurs  équations  sé- 
culaires ,  coordonne  ces  mouvemens  de  manière  que  la  ro- 
tation du  premier,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est 
constamment  égale  à  trois  fois  la.  rotation  du  second  satel- 
lite. On  peut  observer  ici  une  grande  analogie  entre  la  li- 
bration des  satellites  et  la  libration  réelle  de  la  lune,  donc 
la  théorie  a  été  exposée  dans  le  cinquième  livre.  On  y  a  vu 
que  l'attraction  de  la  terre  sur  le  sphéroïde  lunaire,  établit 
entre  ses  moyens  mouvemens  de  rotation  et  de  révolution 
une  égalité  rigoureuse,  et  que  les  deux  arbitraires  que  cette 
égalité  fait  disparaître ,  sont  remplacées  par  celles  d'une  iné- 
galité qui  forme  la  libration  réelle.  On  a  vu  encore  que 
l'équation  séculaire  du  moyen  mouvement  de  révolution , 
n'altère  point  cette  égalité;  l'action  terrestre  faisant  parti- 
ciper à  cette  équation,  le  mouvement  de  rotation  de  la  lune. 
Les  orbes  des  satellites  éprouvent  des  changemens  ana- 
logues 
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logues  aux  grandes  variations  des  orbes  planétaires  :  leurs 
mouvemens  sont  pareillement  assujétis  à  des  équations  sé- 
culaires semblables  à  celles  de  la  lune.  J'expose  avec  étendue, 
la  théorie  de  toutes  ces  inégalités  dont  le  développement 
observé  fournit  les  données  les  plus  avantageuses  pour  la 
détermination  des  masses  des  satellites  et  de  l'applatissement 
de  Jupiter.  L'influence  considérable  de  ce  dernier  élément 
sur  les  mouvemens  des  nœuds ,  fixe  sa  valeur  avec  plus  de 
précision  que  les  mesures  directes.  On  trouve  par  ce  moyen, 
le  petit  axe  de  Jupiter  égal  au  diamètre  de  son  équateur , 
multiplié  par  0,9287;  ce  qui  diffère  très-peu  du  rapport  de 
treize  à  quatorze,  que  donnent  par  un  milieu,  les  mesures 
les  plus  précises  de  l'applatissement  de  cette  planète.  Cet 
accord  est  une  nouvelle  preuve  que  la  pesanteur  des  satel- 
lites vers  la  planète  principale,  se  compose  des  attractions 
de  toutes  ses  molécules;  comme  nous  Favons  trouvé  dans 
le  septième  livre,  pour  la  lune  relativement  à  la  terre. 

Quelle  que  soit  la  perfection  de  la  théorie  ;  il  reste  à  l'as- 
tronome une  tâche  immense  à  remplir,  pour  convertir  en 
tables ,  les  formules  analytiques.  Bouvard  a  d'abord  réduit 
en  nombres,  les  coefïiciens  de  ces  formules;  mais  dans  cet 
état,  elles  renfermaient  encore  trente-une  constantes  indé- 
terminées ,  savoir ,  les  vingt-quatre  arbitraires  des  douze 
équations  différentielles  du  mouvement  des  satellites,  les 
masses  de  ces  astres,  l'applatissement  de  Jupiter,  l'inclinai- 
son de  son  équateur  et  la  position  de  ses  nœuds.  Pour  avoir 
les  valeurs  de  toutes  ces  inconnues;  il  fallait  discuter  un  très- 
grand  nombre  d'éclipsés  de  chaque  satellite,  et  les  combiner 
de  la  manière  la  plus  propre  à  faire  ressortir  chaque  élé- 
ment. Delambre  a  exécuté  ce  travail  important  avec  le  plus 
Mécan.  cbl.  Tome  IV.  b 
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grand  succès ,  et  ses  tables  qui  représentent  les  observations 
avec  l'exactitude  des  observations  mêmes,  offrent  au  navi- 
gateur, un  moyen  sûr  et  facile  pour  avoir  sur -le -champ 
par  les  éclipses  des  satellites  et  surtout  par  celles  du  pre- 
mier, la  longitude  des  lieux  où  il  atterre. 

L'un  des  plus  curieux  résultats  de  ces  recherches,  est  la 
connaissance  des  masses  des  satellites ,  connaissance  que  leur 
petitesse  extrême  et  l'impossibilité  de  mesurer  directement 
leurs  diamètres,  semblaient  nous  interdire.  J'ai  choisi  pour 
cet  objet,  les  données  qui,  dans  l'état  actuel  de  l'astronomie, 
m'ont  paru  les  plus  avantageuses  ;  et  j'ai  lieu  de  penser  que 
les  valeurs  des  masses,  auxquelles  je  suis  parvenu,  sont  déjà 
fort  approchées  :  on  vérifiera  ces  valeurs ,  quand  la  suite  des 
temps  aura  mieux  fait  connaître  encore  les  variations  sécu- 
laires des  orbites.  Voici  maintenant  les  principaux  élémens 
de  la  théorie  de  chaque  satellite ,  qui  résultent  de  la  com- 
paraison de  mes  formules  avec   les  observations. 

L'orbe  du  premier  satellite  se  meut  sur  un  plan  fixe  qui 
passe  constamment  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  Jupiter, 
par  l'intersection  mutuelle  de  ces  deux  derniers  plans  dont 
l'inclinaison  respective  est,  suivant  les  observations,  égale 
à  3°,4352.  L'inclinaison  de  ce  plan  fixe,  sur  l'équateur  de 
Jupiter ,  n'est  que  de  20"  par  la  théorie  ;  elle  est  parconsé- 
quent  insensible.  L'inclinaison  de  l'orbe  du  satellite  à  son 
plan  fixe,  est  pareillement  insensible  ;  ainsi  l'on  peut  considé- 
rer le  premier  satellite  en  mouvement  sur  l'équateur  même 
de  Jupiter.  On  n'a  point  reconnu  d'excentricité  propre  à  son 
orbe  qui,  seulement,  participe  un  peu  des  excentricités 
des  orbes  du  troisième  et  du  quatrième  satellite  ;  car  en  vertu 
de  l'action  mutuelle  de  tous  ces  corps ,  l'excentricité  propre 
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à  chaque  orbe  se  répand  sur  les  autres,  mais  plus  faible- 
ment à  mesure  qu'ils  sont  plus  éloignés.  La  seule  inéga- 
lité sensible  de  ce  satellite ,  est  celle  qui  a  pour  argument 
le  double  de  l'excès  de  la  longitude  moyenne  du  premier 
sur  celle  du  second,  et  qui  produit  dans  le  retour  des 
éclipses,  l'inégalité  de  4875,659:  elle  est  une  des  données 
dont  j'ai  fait  usage  pour  avoir  les  masses  des  satellites;  et 
comme  elle  n'est  due  qu'à  l'action  du  second ,  elle  détermine 
la  valeur  de  sa  masse,  avec  beaucoup  d'exactitude. 

Les  éclipses  du  premier  satellite  ont  fait  découvrir  la  vi- 
tesse de  la  lumière ,  que  depuis ,  le  phénomène  de  l'aberration 
a  mieux  fait  connaître.  Dans  l'état  actuel  de  la  théorie  de 
ce  satellite,  et  ses  observations  étant  devenues  très-nom- 
breuses ;  il  m'a  paru  qu'elles  pouvaient  déterminer  ce 
phénomène,  avec  plus  de  précision  encore  que  l'observa- 
tion directe.  Delambre  a  bien  voulu  entreprendre  cette 
discussion,  à  ma  prière,  et  il  a  trouvé  62", 5  pour  l'aberra- 
tion entière,  valeur  exactement  la  même  que  Bradley  avait 
conclue  d'un  grand  nombre  d'observations  très-délicates  sur 
les  étoiles.  Il  est  satisfaisant  de  voir  un  accord  aussi  parfait 
entre  des  résultats  tirés  de  méthodes  si  différentes.  On  peut 
facilement  en  conclure  que  la  vitesse  de  la  lumière,  dans 
tout  l'espace  compris  par  l'orbe  terrestre ,  est  la  même  que 
sur  la  circonférence  de  cet  orbe,  conséquence  que  l'on  doit 
étendre  à  tout  l'espace  compris  par  l'orbe  de  Jupiter  ;  car 
à  raison  de  son  excentricité,  la  variation  des  rayons  vecteurs 
de  cette  planète,  est  très-sensible  sur  la  durée  des  éclipses 
des  satellites,  et  la  discussion  de  ces  éclipses  prouve  que 
son  effet  est  exactement  le  même  que  dans  l'hypothèse  du 
mouvement  uniforme  de  la  lumière. 
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L'orbe  du  second  satellite  se  meut  sur  un  plan  fixe  qui 
passe  constamment  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  Jupiter, 
par  leur  intersection  mutuelle ,  et  dont  l'inclinaison  à  cet 
équateur  est  de  soi".  L'orbe  du  satellite  est  incliné  de  5i52°, 
à  son  plan  fixe,  et  ses  nœuds  ont  sur  ce  plan  un  mouvement 
tropique  rétrograde  dont  la  période  est  de  29^*^142:  elle  est 
une  des  données  qui  m'ont  servi  à  déterminer  les  masses. 
L'observation  n'a  point  fait  connaître  d'excentricité  propre 
à  l'orbe  de  ce  satellite  3  mais  il  participe  un  peu  des  excen- 
tricités des  orbes  du  troisième  et  du  quatrième.  Ses  deux 
inégalités  principales  dépendent  des  actions  du  premier  et 
du  troisième.  Le  rapport  qu'ont  entre  elles  les  longitudes 
des  trois  premiers  satellites,  réunit  ces  inégalités,  en  une 
seule  dont  la  période  dans  le  retour  des   éclipses  est  de 
43'/},65g ,  et  dont  la  valeur  est  la  troisième  donnée  que  j'ai 
employée  à  la  détermination  des  masses. 

L'orbe  du  troisième  satellite  se  meut  sur  un  plan  fixe  qui 
passe  constamment  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  Jupiter, 
par  leur  intersection  mutuelle  ,  et  dont  l'inclinaison  sur  cet 
équateur  est  de  931".  L'orbe  du  satellite  est  incliné  de  2284* 
à  son  plan  fixe,  et  ses  nœuds  ont  sur  ce  plan  un  mouvement 
tropique  rétrograde  dontla période  est  de  i4ians,73o.  Les  as- 
tronomes supposaient  les  orbes  des  trois  premiers  satellites  en 
mouvement   sur  l'équateur   même   de    Jupiter  ;  mais   ils 
trouvaient  une  plus  petite  inclinaison  à  cet  équateur  sur 
l'orbite  de  la  planète  ,  par  les  éclipses  du  troisième,  que  par 
celles  des  deux  autres.  Cette  différence  dont  ils  ignoraient 
la  cause,  vient  de  ce  que  les  orbes  des  satellites  ne  se  meuvent 
point  sur  cet  équateur,  mais  sur  des  plans  divers     et  qui 
lui  sont  d'autant  plus  inclinés,  que  les  satellites  sont  plus 
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éloignés  de  la  planète.  J'ai  trouvé  un  résultat  semblable  pour 
la  lune ,  dans  le  second  chapitre  du  septième  livre  :  c'est  de 
là  que  dépend  l'inégalité  lunaire  en  latitude ,  dont  la  valeur 
déterminée  par  les  observations ,  m'a  donné  Pellipticité  du 
sphéroïde  terrestre ,  avec  autant  d'exactitude  que  les  me- 
sures des  degrés  du  méridien. 

L'excentricité  de  l'orbe  du  troisième  satellite  présente  des 
anomalies  singulières  dont  la  théorie  m'a  fait  connaître  la 
cause.  Elles  dépendent  de  deux  équations  du  centre,  dis- 
tinctes. I/une,  propre  à  cet  orbe ,  se  rapporte  à  un  perijove 
dont  le  mouvement  annuel  et  sydéral  est  de  29010"  :  l'autre 
que  l'on  peut  considérer  comme  une  émanation  de  l'équation 
du  centre  du  quatrième  satellite,  se  rapporte  au  perijove 
de  ce  dernier  corps.  Elle  est  une  des  données  qui  m'ont 
servi  à  déterminer  les  masses.  Ces  deux  équations  forment 
en  se  combinant,  une  équation  du  centre  variable,  et  qui 
se  rapporte  à  un  perijove  dont  le  mouvement  n'est  pas  uni- 
forme. Elles  coïncidaient  et  s'ajoutaient  en  1682  ,  et  leur 
somme  s'élevait  à  2458*.  En  1777,  elles  se  retranchaient  l'une 
de  l'autre ,  et  leur  différence  n'était  que  de  949".  Wargentin 
essaya  de  représenter  ces  variations,  au  moyen  de  deux 
équations  du  centre  ;  mais  n'ayant  pas  rapporté  l'une  d'elles 
au  perijove  du  quatrième  satellite ,  il  fut  contraint  par  les 
observations,  d'abandonner  son  hypothèse,  et  il  eut  recours 
à  celle  d'une  équation  du  centre  variable,  dont  il  déter- 
mina les  changemens  par  les  observations ,  ce  qui  le  conduisit 
à-peu-près  aux  résultats  que  nous  venons  d'indiquer. 

Enfin  ,  le  quatrième  satellite  se  meut  sur  un  plan  fixe 
incliné  de  4547"  à  l'équateur  de  Jupiter,  et  qui  passe  par  la 
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ligne  des  nœuds  de  cet  équateur ,  entre  ce  dernier  plan  et  ce- 
lui de  l'orbite  de  la  planète.  L'inclinaison  de  l'orbe  du  satellite 
à  son  plan  fixe  est  de  2772",  et  ses  nœuds  sur  ce  plan  ont  un 
mouvement  tropique  rétrograde  dont  la  période  est  de  531 
ans.  En  vertu  de  ce  mouvement,  l'inclinaison  de  l'orbe  du 
quatrième  satellite  sur  l'orbite  de  Jupiter,  varie  sans  cesse. 
Parvenue  à  son  minimum,  vers  le  milieu  du  dernier  siècle , 
elle  a  été  à-peu- près  stationnaire  et  d'environ  2°,j ,  depuis 
1 680  jusqu'en  1 760 ,  et  dans  cet  intervalle ,  ses  nœuds  sur  l'or- 
bite de  Jupiter  ont  eu  un  mouvement  annuel  direct  de  8' 
à-peu-près.  Cette  circonstance  que  l'observation  a  présentée, 
a  été  saisie  par  les  astronomes  qui  l'ont  employée  long-temps 
avec  succès  dans  les  tables  de  ce  satellite.  Elle  est  une  suite  de 
mes  formules  qui  donnent  et  l'inclinaison  et  le  mouvement  du 
nœud,  à  très-peu-près  les  mêmes  que  les  astronomes  avaient 
trouvés  par  la  discussion  des  éclipses  ;  mais  dans  ces  der- 
nières années ,  l'inclinaison  de  l'orbe  a  pris  un  accroissement 
très-sensible  dont  il  eût  été  difficile  de  connaître  la  loi  sans 
le  secours  de  la  théorie.  Il  est  curieux  de  voir  sortir  ainsi  de 
l'analyse,  ces  phénomènes  singuliers  que  l'observation  a  fait 
entrevoir,  mais  qui  résultant  de  la  combinaison  de  plusieurs 
inégalités  simples ,  sont  trop  compliqués  pour  que  les  astro- 
nomes en  aient  pu  découvrir  les  lois.  L'excentricité  de  l'orbe 
du  quatrième  satellite  est  beaucoup  plus  grande  que  celles 
des  autres  orbites.  Son  perijove  a  un  mouvement  annuel 
direct  de  7959":  c'est  la  cinquième  donnée  dont  j'ai  fait  usage 
pour  déterminer  les  masses. 

Chaque  orbe  participe  un  peu  du  mouvement  de  tous 
les  autres.  Leurs  plans  fixes  ne  le  sont  pas  rigoureusement: 
ils  se  meuvent  très-lentement  avec  l'équateur  et  l'orbite  de 
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Jupiter,  en  passant  toujours  par  leur  intersection  mutuelle. 
Les  inclinaisons  de  ces  plans  sur  l'équateur  de  Jupiter  va- 
rient sans  cesse ,  proportionnellement  à  l'inclinaison  de  l'or- 
bite sur  l'équateur  de  la  planète. 

La  théorie  des  satellites  étant  fondée  sur  les  observations 
de  leurs  éclipses  ;  il  importe  d'avoir  l'expression  de  leur 
durée,  en  ayant  égard  à  tout  ce  qui  peut  y  influer,  et  prin- 
cipalement à  l'ellipticité  du  sphéroïde  de  Jupiter.  Je  parviens 
à  cette  expression,  en  considérant  généralement  la  figure 
de  l'ombre  que  projette  un  corps  opaque  éclairé  par  un 
corps  lumineux.  On  pourrait  en  conclure  les  durées  des 
éclipses  des  satellites,  si  ces  astres  s'éclipsaient  au  moment 
où  leurs  centres  commencent  à  pénétrer  dans  Tombre  de 
la  planète.  Mais  leurs  disques,  quoiqu'inappréciablespar  eux- 
mêmes  ,  le  deviennent  par  le  temps  qu'ils  mettent  à  dispa- 
raître dans  les  éclipses:  leur  grandeur  jusqu'ici  peu  connue, 
leurs  clartés  différentes ,  les  effets  de  la  pénombre ,  et  pro- 
bablement encore  ceux  de  la  réfraction  de  la  lumière  du 
soleil  dans  l'atmosphère  de  Jupiter;  toutes  ces  causes  qu'il 
est  presque  impossible  d'évaluer,  nous  obligent  de  recourir 
auxobservations,  pour  déterminer  les  durées  moyennes  des 
éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  dans  les  nœuds  ou  lorsque 
leur  latitude  au-dessus  de  l'orbite  de  la  planète  est  nulle.  Ces 
durées  observées  sont  9426"  pour  le  premier  satellite  ;  tio^i" 
pour  le  second;  14838"  pour  le  troisième;  enfin,  19780" 
pour  le  quatrième. 

Les  observations  de  l'entrée  et  de  la  sortie  des  satellites 
et  de  leurs  ombres  sur  le  disque  de  Jupiter,  répandraient 
beaucoup  de  lumière  sur  la  grandeur  de  leurs  disques,  et 
sur  plusieurs  autres  élémens  de  la  théorie  des  satellites,  Ce 
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genre  d'observations,  trop  négligé  par  les  astronomes,  me 
paraît  devoir  fixer  leur  attention  ;  car  il  semble  que  les 
contacts  intérieurs  des  ombres  doivent  déterminer  l'instant 
de  la  conjonction  ,  avec  plus  d'exactitude  encore  que  les 
éclipses.  La  théorie  des  satellites  est  maintenant  assez  avancée, 
pour  que  ce  qui  lui  manque,  ne  puisse  être  déterminé  que 
par  des  observations  très-précises  ;  il  devient  donc  néces- 
saire d'essayer  de  nouveaux  moyens  d'observation,  ou  du 
moins,  de  s'assurer  que  ceux  dont  on  fait  usage,  méritent  la 
préférence. 

L'extrême  difficulté  des  observations  des  satellites  de 
Saturne,  rend  leur  théorie  si  imparfaite,  que  Ton  connaît 
à  peine  avec  quelque  précision ,  leurs  révolutions  et  leurs 
distances  moyennes  à  cette  planète;  il  est  donc  inutile  jus- 
qu'à présent  de  considérer  leurs  perturbations.  Mais  la  po- 
sition de  leurs  orbes  présente  un  phénomène  digne  de 
l'attention  des  géomètres  et  des  astronomes.  Les  orbes  des 
six  premiers  satellites  paraissent  être  dans  le  plan  de  l'an- 
neau, tandis  que  l'orbe  du  septième  s'en  écarte  sensiblement. 
Il  est  naturel  de  penser  que  cela  dépend  de  l'action  de  Sa- 
turne qui ,  par  son  ellipticité  ,  retient  les  six  premiers  orbes 
dans  le  plan  de  son  équateur,  comme  il  maintient  dans  ce 
même  plan ,  l'anneau  dont  la  planète  est  entourée.  L'action 
du  soleil  tend  à  les  en  écarter*,  mais  cet  écart  croissant  très- 
rapidement  et  à-peu-près  comme  la  cinquième  puissance  du 
rayon  de  l'orbe ,  il  ne  devient  sensible  que  pour  le  dernier 
satellite.  Les  orbes  des  satellites  de  Saturne  se  meuvent, 
comme  ceux  de  la  lune  et  des  satellites  de  Jupiter ,  sur  des 
plans  fixes  qui  passent  constamment  entre  l'équateur  et 
l'orbite  de  la  planète  par  leur  intersection  mutuelle,  et  qui 

sont 
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sont  d'autant  plus  inclinés  à  cet  équateur ,  que  les  satellites 
sont  plus  éloignés  de  Saturne.  Cette  inclinaison  est  considé- 
rable relativement  au  dernier  satellite.  Son  orbe  est  incliné 
lui-même  au  plan  fixe  qui  lui  correspond ,  et  ses  nœuds  ont 
sur  ce  plan  un  mouvement  rétrograde  dont  j'essaye  de  dé- 
terminer la  valeur,  en  partant  des  observations  déjà  faites 
sur  cet  objet;  mais  ces  observations  étant  fort  incertaines, 
les  résultats  que  je  présente,  ne  peuvent  être  qu'une  approxi- 
mation très-imparfaite. 

Nous  sommes  moins  instruits  encore  à  l'égard  des  satel- 
lites d'Uranus.  Il  paraît  seulement,  d'après  les  observations 
d'Herschel,  qu'ils  se  meuvent  tous  sur  un  même  plan  pres- 
que perpendiculaire  à  celui  de  l'orbite  de  la  planète;  ce  qui 
indique  évidemment  une  position  semblable  dans  le  plan 
de  son  équateur.  Je  fais  voir  que  l'applatissement  de  la  pla- 
nète ,  combiné  avec  l'action  des  satellites  ,  peut  maintenir 
à  très-peu-près  dans  ce  plan ,  leurs  orbes  divers.  Voilà  tout 
ce  que  l'on  peut  dire  sur  ces  astres  qui,  par  leur  petitesse 
et  leur  éloignement,  se  refuseront  toujours  à  des  recherches 
plus  étendues. 

La  théorie  des  perturbations  des  comètes  est  l'ob;et  du 
neuvième  livre.  La  grandeur  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons de  leurs  orbites,  ne  permet  pas  d'appliquer  à  ces 
astres,  les  formules  relatives  aux  planètes  et  aux  satellites.  Il 
n'est  pas  possible  dans  l'état  actuel  de  l'analyse,  de  repré- 
senter leurs  mouvemens,  par  des  expressions  analytiques 
qui  embrassent  un  nombre  indéfini  de  révolutions,  et  l'on 
est  réduit  à  les  déterminer  par  parties ,  et  au  moyen  des 
quadratures.  La  méthode  la  plus  simple  pour  y  parvenir , 
est  celle  dont  on  est  redevable  à  Lagrange,  et  qui  consiste 
Mécan.  cél.  Tome  IV.  c 
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à  regarder  l'orbite  de  la  comète,  comme  une  ellipse  sans 
cesse  variable  :  chaque  élément  elliptique  est  alors  ex- 
primé par  l'intégrale  d'une  fonction  différentielle  ,  et 
l'analyse  offre  divers  moyens  pour  avoir  cette  intégrale  f 
d'une  manière  très-approchée.  Je  présente  ici  ces  fonctions 
différentielles,  sous  la  forme  qui  m'a  paru  la  plus  commode, 
et  je  donne  un  moyen  très-exact  de  les  intégrer  par  approxi- 
mation. J'aurais  bien  désiré  d'appliquer  cette  méthode  au 
prochain  retour  de  la  comète  de  1769;  mais  diverses  occu- 
pations m'en  ayant  empêché,  je  me  borne  à  la  développer 
avec  assez  d'étendue,  pour  que  l'on  n'éprouve  dans  ses 
applications ,  d'autres  difficultés  que  celles  des  substitutions 
numériques. 

Je  traite  ensuite ,  par  une  analyse  particulière  ,  le  cas 
d'une  comète  qui  approche  assez  d'une  planète ,  pour  que 
son  orbite  en  soit  totalement  changée  :  ce  cas  singulier  mé- 
rite d'autant  plus  d'attention,  qu'il  paraît  avoir  été  celui  de 
la  première  comète  de  1770.  On  connaît  les  tentatives  in- 
fructueuses des  astronomes  ,  pour  assujétir  les  observations 
de  cette  comète  aux  lois  du  mouvement  parabolique.  Lexel 
reconnut  enfin  qu'elle  avait  décrit  pendant  son  apparition , 
l'arc  d'une  ellipse  correspondante  à  une  révolution  d'un 
peu  plus  de  cinq  ans  et  demi.  Burkart ,  par  une  discussion 
approfondie  des  observations  de  cette  comète,  et  des  élé- 
mens  elliptiques  propres  à  les  représenter,  vient  de  confir- 
mer ce  résultat  remarquable  qui  ne  doit  maintenant  laisser 
aucun  doute.  Mais  avec  une  révolution  aussi  prompte,  cette 
comète  aurait  dû  plusieurs  fois  reparaître  :  cependant ,  on 
ne  l'a  point  observée  avant  1770,  et  depuis ,  on  ne  l'a  point 
revue.  Pour  expliquer  ce  double  phénomène ,  Lexel  a  re- 
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marqué  qu'en  1767  et  1779,  cette  comète  a  passé  fort  près 
de  Jupiter  dont  l'action  a  pu  diminuer  en  1767,  sa  dis- 
tance périhélie ,  au  point  de  rendre  la  comète  visible  de 
la  terre,  en  1770,  d'invisible  qu'elle  était  auparavant;  et  par 
un  effet  contraire  ,  cette  action  a  pu  en  1779,  accroître  sa 
distance  périhélie,  de  manière  à  rendre  la  comète  doréna- 
vant invisible.  Mais  cette  explication  suppose  que  les  élé- 
mens  de  l'orbite  de  la  comète,  déterminés  par  ses  positions 
observées  en  1770,  satisfont  aux  deux  conditions  précé- 
dentes, du  moins  en  ne  faisant  à  ces  élémens,  que  des  cor- 
rections très-légères ,  comprises  dans  les  limites  des  altérations 
que  l'attraction  des  planètes  a  pu  y  produire  :  c'est  ce  qui 
résulte  de  l'application  de  mes  formules  aux  perturbations 
de  la  comète  par  l'action  de  Jupiter,  à  ces  deux  époques. 
La  possibilité  du  double  changement  de  la  distance  périhélie 
aux  mêmes  époques,  étant  ainsi  établie;  l'explication  donnée 
par  Lexel  devient  très-vraisemblable. 

De  toutes  les  comètes  observées,  la  précédente  est  celle 
qui  a  le  plus  approché  de  la  terre  ;  elle  a  dû  parconséquent 
en  éprouver  des  altérations  sensibles.  Je  trouve,  en  effet, 
que  l'action  de  la  terre  a  augmenté  de  deux  jours  sa  révo- 
lution sydérale;  mais  la  comète,  en  réagissant  sur  la  terre, 
a  dû  pareillement  altérer  la  durée  de  l'année  sydérale  :  l'ana- 
lyse fait  voir  qu'elle  serait  diminuée  de  la  neuvième  partie 
d'un  jour  ,  si  la  masse  de  la  comète  égalait  celle  de  la  terre. 
Les  recherches  que  Delambre  vient  de  faire ,  pour  perfec- 
tionner les  tables  du  soleil ,  ne  permettent  pas  d'attribuer  à 
l'action  de  la  comète,  une  diminution  de  trois  secondes  dans 
cette  durée  ;  nous  sommes  donc  bien  certains  que  la  massé 
de  la  comète  n'est  pas  la  cinq-millième  partie  de  celle  de 
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la  terre.  En  général ,  la  correspondance  des  observations 
avec  les  mouvemens  des  planètes  et  des  satellites,  déterminés 
en  n'ayant  égard  qu'à  l'action  mutuelle  de  ces  corps,  nous 
prouve  que  malgré  le  grand  nombre  de  comètes  qui  tra- 
versent dans  tous  les  sens  le  système  planétaire ,  leur  attrac- 
tion a  été  jusqu'à  présent  insensible  ;  ainsi  leurs  masses 
doivent  être  d'une  petitesse  extrême  ,  et  les  astronomes 
n'ont  aucune  raison  de  craindre  qu'elles  puissent  nuire  à 
l'exactitude  de  leurs  tables. 

Dans  le  dixième  livre,  je  considère  différens  points  rela- 
tifs au  système  du  monde.  L'un  des  plus  intéressans  par  ses 
rapports  avec  l'attraction  universelle  et  par  son  influence 
sur  les  observations  célestes,  est  la  théorie  des  réfractions 
astronomiques.  L'air  au  travers   duquel  nous  voyons   les 
astres,  infléchit  leurs  rayons  suivant  des  lois  qu'il  importe 
aux  astronomes  de  bien  connaître  :   elles  dépendent  de  la 
constitution    de    l'atmosphère  ,    et    des    variations   qu'elle 
éprouve  dans  sa  pression  et  dans  sa  chaleur.   J'en  expose 
avec  étendue,  l'analyse  qui  exige  des  artifices  particuliers, 
lorsque  l'astre  est  très-près  de  l'horizon.   La  réfraction  de 
sa  lumière  dépend  alors  de  la  loi  suivant  laquelle  la  chaleur 
des  couches  atmosphériques  diminue,  à  mesure  qu'elles  sont 
plus  élevées.  La  loi  que  je  propose,  réunit  à  l'avantage  d'un 
calcul  facile ,  celui  de  représenter  à-la-fois  les  expériences  sur 
la  diminution  de  cette  chaleur,  et  les  observations  des  ré- 
fractions et  des  hauteurs  du  baromètre  à  diverses  élévations. 
Heureusement,  lorsque  la  hauteur  des  astres  surpasse  onze 
ou  douze  degrés  ;  la  réfraction  ne  dépend  plus  que  de  l'état 
de  l'air  dans  le  lieu  de  l'observateur ,  et  cet  état  est  indiqué 
par  nos  instrumens  météorologiques.  A  températures  égales, 
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le  volume  d'une  même  quantité  d'air  est  réciproque  à  la 
pression  qu'il  éprouve;  mais  pour  avoir  les  variations  de  ce 
volume ,  qui  répondent  à  celles  d'un  thermomètre  à  mer- 
cure ,  il  faut  connaître  exactement  la  correspondance  de  cet 
instrument  avec  un  thermomètre  à  air.  Gai-Lussac  a  fait 
sur  cela ,  un  grand  nombre  d'expériences  très-précises  ;  il  a 
mis  un  soin  extrême  à  bien  graduer  plusieurs  thermomètres 
de  mercure  et  d'air ,  et  surtout  à  bien  dessécher  les  tubes 
de  verre  dont  il  a  fait  usage  ;  car  leur  humidité  dans  les 
expériences  des  divers  physiciens  sur  cet  objet ,  est  la  cause 
principale  de  la  différence  de  leurs  résultats.  En  plongeant 
ensuite  ces  thermomètres  dans  un  même  bain  d'eau,  à  la 
température  de  la  glace  fondante  et  à  celle  de  l'eau  bouil- 
lante ;  il  a  trouvé  par  un  milieu  entre  un  grand  nombre  de 
résultats  corrigés  de  l'effet  de  la  dilatation  du  verre ,  et  des 
variations  du  baromètre  pendant  chaque  expérience,  qu'un 
volume  d'air  représenté  par  l'unité ,  au  degré  de  la  glace 
fondante  ,  devenait  1,375  à  la  chaleur  de  l'eau  bouillante 
sous  une  pression  mesurée  par  la  hauteur  oTn,rj6  du  baro- 
mètre. Tobie  Mayer,  physicien  aussi  exact  que  grand  astro- 
nome, avait  trouvé  par  des  expériences  dont  il  garantit 
l'exactitude,  que  par  le  même  accroissement  de  tempéra- 
ture, le  volume  i  se  change  dans  i,38o;  ce  qui  diffère  très- 
peu  du  résultat  précédent  avec  lequel  les  expériences  de 
Dalton  sont  parfaitement  d'accord.  Pour  avoir  la  marche 
correspondante  de  deux  thermomètres  d'air  et  de  mercure, 
Gai-Lussac  a  divisé  exactement  en  deux  parties  égales,  les 
volumes  que  ces  deux  fluides  remplissaient  dans  chaque 
thermomètre,  depuis  le  degré  de  la  glace  fondante  jusqu'à 
celui  de  l'ébullition  de  l'eau,  ce  qui  lui  a  donné  le  degré  5o 
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de  chaque  thermomètre.  En  les  plongeant  dans  un  bain 
d'eau ,  élevé  à  cette  température ,  il  a  observé  qne  leurs 
différences  étaient  toujours  extrêmement  petites  et  alterna- 
tivement  de  signe   contraire  ,   ensorte    que   la    différence 
moyenne  déterminée  par  vingt  expériences  ,  a  été  insen- 
sible ;  d'où  l'on  doit  conclure  que  depuis  zéro  jusqu'à  la 
chaleur  de  l'eau  bouillante,  la  marche  des  deux  thermo- 
mètres est  à  très-peu-près  la  même.  Ces  résultats  suffisent 
à  la  théorie  des  réfractions,  dans  laquelle  on  n'a  besoin  que 
de  connaître  la  densité  de  l'air,  correspondante  aux  indi- 
cations du   baromètre  et  du  thermomètre.  Mais  dans  la 
théorie  de  la  chaleur,  il  est  nécessaire  d'apprécier  les  degrés 
réels  de  chaleur, indiqués  par  ceux  du  thermomètre  à  mer- 
cure, et  c'est  ce  que  les  expériences  dont  je  viens  de  parler, 
donneraient  avec  beaucoup  d'exactitude,  si  les  accroissemens 
delà  chaleur  d'une  masse  d'air, soumise  aune  pression  cons- 
tante ,  étaient  proportionnels  à  ceux  de  son  volume.  Or  cette 
hypothèse  est  au  moins  très-vraisemblable;  car  si  l'on  conçoit 
que  le  volume  d'air  restant  toujours  le  même,  sa  tempéra- 
ture augmente  ;  il  est  très-naturel  dépenser  que  sa  force  élas- 
tique dont  la  chaleur  est  la  cause,  augmentera  dans  le  même 
rapport.  En  le  soumettant  dans  ce  nouvel  état,  à  la  pression 
qu'il  éprouvait  dans  le  premier  ;  son  volume  croîtra  comme 
sa  force  élastique,  et  parconséqueut  comme  sa  température. 
Le  thermomètre  à  air  me  paraît  donc  indiquer  exactement 
les  variations  de  la  chaleur;  mais  sa  construction  étant  dif- 
ficile, il  suffit  d'avoir  comparé  par  des  expériences  précises , 
sa  marche  avec  celle  du  thermomètre  à  mercure. 

Jusqu'à  présent  on  n'a  point  fait  usage  des  indications  de 
l'hygromètre  ,  dans  le  calcul  des  réfractions  :  il  serait  à  de- 


PREFACE.  xxïij 

sîrer  que  l'on  déterminât  par  des  expériences  directes ,  l'in- 
fluence de  l'humidité  de  l'air  sur  ces  phénomènes.  J'essaye 
d'y  suppléer ,  en  supposant  que  les  forces  réfringentes  de 
l'eau  et  de  sa  vapeur.,  sont  proportionnelles  à  leurs  den- 
sités respectives.  Dans  cette  hypothèse  vraisemblable  ,  la 
force  réfringente  de  cette  vapeur  surpasse  celle  de  l'air  de 
même  densité  •  mais  comme  à  pressions  égales,  l'air  surpasse 
en  densité  la  vapeur  aqueuse ,  il  en  résulte  que  la  réfraction 
due  à  cette  vapeur  répandue  dans  l'atmosphère ,  est  à-peu- 
près  la  même  que  celle  de  l'air  dont  elle  occupe  la  place, 
ensorte  que  l'effet  de  l'humidité  de  l'air  sur  les  réfractions 
est  presqu'insensible.  C'est  ce  que  confirment  quelques  ob- 
servations de  hauteurs  méridiennes  du  soleil  vu  à  travers 
des  nuages  qui  laissaient  appercevoir  distinctement  ses  bords: 
la  réfraction  de  sa  lumière  n'a.  point  paru  changée  par  cette 
circonstance. 

On  sait  que  Fair  est  un  mélange  dès  deux  gaz  azote  et 
oxigène.  Il  est  vraisemblable  que  la  force  réfringente  n'est 
pas  la  même  pour  chacun  d'eux,  et  qu'ainsi  celle  de  l'at- 
mosphère changerait,  si  la  proportion  de  ces  gaz  venait  h 
s'altérer.  Mais  il  suit  des  expériences  nombreuses  et  très- 
précises  d'Humbolt  et  de  Gai-Lussac,  que  cette  proportion 
reste  toujours  à  très-peu-près  constante  à  la  surface  de  la 
terre,  et  Gai-Lussac  étant  allé  dans  un  ballon,  recueillir  de 
Fair  atmosphérique  à  plus  de  six  mille  cinq  cents  mètres  de 
hauteur,  l'analyse  de  cet  air  lui  a  donné  entre  ces  deux  gaz,, 
le  même  rapport  qui  a  heu  à  la  surface  de  la  terre. 

La  force  réfringente  de  l'atmosphère  peut  être  détermi- 
née,  soit  par  des  expériences  directes  sur  la  réfraction  de 
l'air,  soit  par  les  observations  astronomiques,    Le  grand 
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nombre  et  l'exactitude  de  ces  observations  m'a  fait  préférer  ce 
dernier  moyen ,  et  j'en  ai  conclu ,  pour  avoir  les  réfractions 
au-dessus  de  douze  degrés  de  hauteur  apparente,  une  formule 
que  je  crois  très-exacte,  du  moins  si  la  force  réfractive  de 
l'air  est  en  raison  de  sa  densité,  et  si  sa  température  et  son 
humidité  n'ont  point  sur  elle  d'influence  sensible,  trois 
choses  qu'il  importe  de  vérifier  par  un  grand  nombre  d'ob- 
servations et  d'expériences.  Le  moyen  qui  me  semble  le 
plus  propre  à  cet  objet,  consiste  à  observer  dans  les  grands 
froids  et  dans  les  fortes  chaleurs,  dans  les  grandes  hauteurs 
et  dans  les  abaissemens  extrêmes  du  baromètre, les  hauteurs 
méridiennes  de  quelques  étoiles  qui  ne  s'élèvent  que  de 
douze  ou  quinze  degrés  sur  l'horizon.  On  a  commencé 
dans  cette  vue,  à  l'Observatoire  de  Paris,  une  suite  d'ob- 
servations que  l'on  se  propose  de  continuer  pendant  un 
grand  nombre  d'années.  La  théorie  suppose  encore  la 
densité  constante  dans  une  même  couche  d'air  concen- 
trique à  la  terre ,  et  il  est  possible  que  les  vents  et  d'autres 
causes  y  produisent  des  variations  de  densité  qu'il  est  im- 
possible de  connaître,  et  qui  cependant  doivent  influer  sur 
les  réfractions  :  c'est  à  cela  que  l'on  doit  principalement  attri- 
buer les  petites  différences  que  présentent  les  observations 
d'un  même  astre,  en  différens  jours.  Quelque  perfection 
que  l'on  donne  aux  instrumens  d'astronomie,  cette  cause 
d'erreur  sera  toujours  un  obstacle  à  l'extrême  précision  des 
observations. 

Les  recherches  précédentes,  fondées  sur  la  constitution 
de  l'atmosphère ,  m'ont  conduit  à  une  formule  très-simple 
pour  mesurer  la  hauteur  des  montagnes  par  le  baromètre , 
formule  dans  laqueUe  j'ai  eu  égard  aux  variations  de  la  pe- 
santeur, 
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santeur,  dues  à  la  différence  des  latitudes  et  des  élévations 
au-dessus  du  niveau  des  mers.  J'aurais  bien  désiré  pouvoir 
y  introduire  les  indications  de  l'hygromètre  ;  mais  nous  man- 
quons d'expériences  suffisantes  pour  cet  objet.  Ramond  a 
déterminé  avec  beaucoup  d'exactitude,  le  coefficient  principal 
ûe  cette  formule,  au  moyen  des  observations  nombreuses 
et  précises  du  baromètre,  qu'il  a  faites  sur  plusieurs  mon- 
tagnes dont  la  hauteur  est  bien  connue. 

L'atmosphère  éteint  en  partie  les  rayons  de  lumière  > 
qui  la  traversent.  Je  détermine  la  loi  de  cette  extinction 
qui  doit  pareillement  avoir  lieu  dans  l'atmosphère  du  Soleil, 
Il  résulte  de  mes  formules  comparées  à  une  expérience  cu- 
rieuse de  Bouguer,  sur  l'intensité  de  la  lumière  des  divers 
points  du  disque  solaire,  que  cet  astre  dépouillé  de  son 
atmosphère  nous  paraîtrait  douze  fois  plus  lumineux. 

L'un  des  principaux  argumens  que  l'on  opposa  au  mou- 
vement de  la  terre,  fut  la  difficulté  de  concilier  ce  mouve- 
ment avec  celui  des  corps  terrestres  détachés  de  sa  surface 
et  abandonnés  à  eux-mêmes.  Dans  l'ignorance  des  lois  de 
la  mécanique,  on  était  porté  à  croire  que  le  spectateur  de- 
vait s'en  éloigner  avec  toute  la  vitesse  due  au  mouve- 
ment de  rotation  de  la  terre  et  à  sa  translation  autour 
du  soleil.  La  connaissance  de  ces  lois  ne  laisse  maintenant 
aucun  nuage  sur  cet  objet-  mais  elles  font  voir  que  l'effet 
de  la  rotation  de  la  terre  sur  le  mouvement  des  projectiles, 
quoique  très-peu  sensible ,  peut  le  devenir  par  des  expé- 
riences propres  à  le  manifester.  J'en  expose  ici  l'analyse 
qui  s'accorde  avec  les  expériences  que  l'on  a  déjà  faites 
pour  reconnaître  le  mouvement  diurne  de  la  terre ,  dans 
la  chute  des  corps  qui  tombent  d'une  grande  hauteur. 
Mécan.  cél.  Tome  IV.  cl 
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Après  avoir  examiné  plusieurs  cas  dans  lesquels  le  mou- 
vement d'un  système  de  corps  qui  s'attirent,  peut  être  exac- 
tement déterminé  ;  je  reprends  la  théorie  des  équations  sé- 
culaires dues  à  la  résistance  d'un  fluide  éthéré  répandu  au- 
tour du  soleil,  théorie  que  j'ai  déjà  considérée  à  la  fin  du 
septième  livre,  mais  que  j'étends  ici  à  un  temps  illimité. 
Cette  résistance  aurait  lieu  dans  la  nature,  si  la  lumière  so- 
laire consistait  dans  les  vibrations  d'un  semblable  fluide.  Si 
elle  est  une  émanation  du  soleil;  son  impulsion  sur  les  pla- 
nètes et  sur  la  lune,  en  se  combinant  avec  les  vitesses  de  ces 
astres,  produit  dans  leurs  moyens  mouvemensune  accéléra- 
tion dont  je  donne  l'expression  analytique  j  mais  cet  effet  est 
détruit  par  la  diminution  de  la  masse  du  soleil,  qui  doit 
avoir  lieu  dans  cette  hypothèse.  Alors  la  force  attractive 
de  cet  astre  diminuant  sans  cesse ,  les  orbes  des  planètes  se 
dilatent  de  plus  en  plus,  et  leurs  mouvemens  se  ralentissent 
incomparablement  plus  qu'ils  ne  s'accélèrent  par  l'impulsion 
de  la  lumière.  Les  observations  n'indiquant  aucune  variation 
dans  le  moyen  mouvement  de  la  terre  ;  j'en  conclus ,  i°.  que 
le  soleil ,  depuis  deux  mille  ans ,  n'a  pas  perdu  la  deux-mil- 
lionième partie  de  sa  substance  ;  2°.  que  l'effet  de  l'impulsion 
de  la  lumière  sur  l'équation  séculaire  de  la  lune  est  insensible. 
L'analyse  de  cet  effet,  s'applique  à  la  gravité  considérée 
comme  produite  par  l'impulsion  d'un  fluide  gravifique  mu 
avec  une  extrême  rapidité  vers  le  corps  attirant.  Il  en  ré- 
sulte que  pour  satisfaire  aux  phénomènes,  il  faut  supposer 
à  ce  fluide,  une  vitesse  excessive  et  cent  millions  de  fois  au 
moins  plus  grande  que  celle  de  la  lumière.  Cette  vitesse 
serait  infinie,  dans  les  hypothèses  admises  par  les  géomètres, 
sur  l'action  de  la  gravité  ;  ces  hypothèses  peuvent  donc  être 
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employées  sans  crainte  d'erreur  sensible.  Nous  observerons 
ici  que  ces  diverses  causes  d'altération  dans  les  moyens  mou- 
vemens  des  planètes  et  des  satellites,  n'en  produisent  aucune 
dans  la  position  de  leurs  absides  ;  et  comme  il  est  constant 
par  les  observations ,  que  le  mouvement  du  périgée  lunaire 
est  assujéti  à  une  équation  séculaire  très-sensible,  on  doit 
en  conclure  que  ce  n'est  point  à  la  résistance  ni  à  l'impul- 
sion d'un  fluide,  qu'il  faut  attribuer  les  équations  séculaires 
de  la  lune.  Nous  en  avons  développé  dans  le  septième  livre, 
les  lois  et  la  véritable  cause. 

Enfin,  je  termine  ce  volume  par  un  supplément  aux 
théories  de  la  lune  et   des  planètes.  Jupiter,  Saturne  et 
Uranus  forment  un  système  à  part,  sur  lequel  les  planètes 
inférieures  n'ont  point  d'influence  sensible ,  mais  qui ,  par 
l'action  mutuelle  de  ces  trois  corps,  est  soumis  à  de  grandes 
inégalités  que  j'ai  développées  dans  le  sixième  livre.  La  dé- 
couverte de  ces  inégalités  a  donné  aux   tables  de  Jupiter 
et  de  Saturne,  une  précision  inespérée.  Pour  les  perfection- 
ner encore,  Bouvard  a  discuté  de  nouveau  et  avec  le  plus 
grand  soin,  toutes   les  oppositions  de  ces  deux  planètes, 
depuis  Bradley  jusqu'à  nous,   observées  à  Greenvick  et  à 
Paris,  au  moyen  de  grandes  lunettes  méridiennes  et   des 
meilleurs  quarts  de  cercle.  De  mon  côté,  j'ai  revu  leur  théo- 
rie avec  une  attention  particulière,   et  cela  m'a  conduit  à 
quelques  inégalités  nouvelles  qui  ont  sensiblement  rappro- 
ché mes  formules ,  des  observations.   Ces  formules  réduites 
en  tables  par  Bouvard,  représentent  avec  une   exactitude 
remarquable,  les  observations  modernes,  celles  deFlamsteed, 
de  Ticho,  et  même  des  Arabes  et  des  Grecs,  et  les  obser- 
vations caldéennes  que  Ptolémée  nous  a  transmises  dans  son 
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Almageste.  Cette  précision  singulière  avec  laquelle  Jupiter 
et  Saturne  ont  obéi  depuis  les  temps  les  plus  reculés,  aux 
lois  de  leur  action  mutuelle,  nous  prouve  que  l'influence 
des  causes  étrangères  au  système  planétaire  est  insensible. 
L'un  des  principaux  avantages  de  ces  nouvelles  recherches  , 
est  la  connaissance  précise  de  la  masse  de  Saturne ,  dont  la 
valeur  est  fixée  par  ce  moyen,  beaucoup  mieux  que  par  les 
élongations  des  satellites.  Les  inégalités  produites  par  Uranus 
sont  trop  peu  considérables,  pour  en  conclure  la  valeur  de 
sa  masse  :  celle  que  j'ai  adoptée  dans  le  sixième  livre  me 
paraît  répondre  assez  bien  aux  observations. 

Il  ne  me  reste  plus,  pour  remplir  l'engagement  que 
j'ai  contracté  au  commencement  de  cet  Ouvrage,  qu'à 
donner  une  notice  historique  des  travaux  des  géomètres 
et  des  astronomes  sur  le  système  du  monde  :  ce  sera  l'objet 
de  l'onzième  et  dernier  livre. 
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dans  le  n°  65  du  second  livre  :  elle  tient  à  ce  que,  dans  l'origine,  la  longitude 
moyenne  du  premier  satellite  moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois 
celle  du  troisième ,  a  formé  une  somme  à-peu-près  égale  à  la  demi-circonfé- 
rence ;  rapport  qui  a  été  rendu  exact  ensuite  par  l'action  mutuelle  de  ces  trois 
corps.  Développement  de  cette  théorie  par  une  méthode  différente  de  celle  qui 
a  été  employée  dans  le  livre  II.  Il  en  résulte  ,  comme  on  l'a  vu  alors,  que  les 
moyens  mouvemens  des  trois  premiers  satellites  sont  assujétis  à  une  sorte  de 
libration  qu'il  importe  aux  astronomes  de  bien  connaître ,  et  dont  on  doit  fixer 
l'étendue  par  les  observations  :  jusqu'ici  elle  a  paru  insensible.  Le  rapport  qui 
existe  entre  le  moyen  mouvement  des  trois  premiers  satellites ,  subsistera  cons- 
tamment dans  la  suite  des  siècles  ;  et  les  deux  inégalités  du  premier ,  causées 
par  l'attraction  du  second  et  du  troisième,  réunies  par  ce  rapport,  ne  pourront 
jamais  se  séparer nos  1 4 ,   1 5 

Les  rapports  des  moyens  mouvemens  des  trois  premiers  satellites  modifient  leurs 
inégalités  à  longues  périodes.  Ces  rapports  ne  sont  point  changés  par  leurs  inéga- 
lités séculaires  qui  se  coordonnent  toujours  de  manière  à  y  satisfaire. .  .   n°  i6 

Les  rapports  des  moyens  mouvemens  des  trois  premiers  satellites  ont  une  influence 
sensible  sur  les  variations  de  leurs  excentricités  et  de  leurs  perijoves.  Examen 
de  cette  influence  et  des  termes  qu'elle  produit.  Les  inclinaisons  et  les  nœuds 
des  orbites  n'en  reçoivent  aucun  changement n°  17 

Le  carré  des  ternies  dûs  à  ces  rapports  peut  devenir  sensible  dans-  l'expression  de 
la  longitude n*  18 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  n'introduit  aucun  terme  sensible  dans  l'équation 
séculaire  des  satellites  de  Jupiter,  ni  dans  celle  de  la  lune .   n°  19 

CHAP.  VI.     Valeurs    numériques    des    inégalités   précédentes 
— ...... .   page  85 

Élémens  des  orbites  des  satellites.  Valeurs  numériques  des  coeflîciens  des  inéga- 
lités    n°  20 

Expressions  numériques  des  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude ,  indé- 
pendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons n°  21 

Expressions  numériques  des  inégalités  dépendantes  des  excentricités »  n°  22 

Expressions  numériques  des  inégalités  des  satellites  en  latitude n°  23 

Expressions  numériques  des  inégalités  dépendantes  du  carré  des  excentricités  et 

des  inclinaisons  des  orbites n°  24. 

Expressions  numériques  des  inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  pertur- 
batrice   n°  25 

CHAP.  VII.  De  la  durée  des  éclipses  des  satellites . ..  page  io5 

Formules  générales  pour  déterminer  l'ombre  projetée  par  un  corps  opaque  de 
figure  quelconque.  Première  application  de  cette  formule  à  l'ombre  projetée  par 
Jupiter  supposé  sphérique.  Deuxième  application,  en  ayant  égard  à  son  ellip- 
ticité  :  équation  de  son  ombre  et  de  sa  pénombre.  Calcul  de  l'arc  décrit  par  les 
satellites  en  les  traversant.  Formules  pour  déterminer  la  durée  de  l'éclipsé ,  n°  26 
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CHAP.  VIII.  Détermination  des  masses  des  satellites  et  de  Vap- 
platissement  de  Jupiter page  121 

Il  faut  pour  déterminer  ces  quantités  ,  cinq  données  de  l'observation.  Choix  des 
données  les  plus  propres  à  cet  objet,  dans  l'état  actuel  de  l'astronomie.  Valeurs 
des  masses  des  satellites  et  de  l'applatissement  de  Jupiter,  qui  en  résultent.  Le 
rapport  des  deux  axes  des  pôles  et  de  l'équateur  de  cette  planète  ,  est  déter- 
miné par  ce  moyen,  avec  plus  de  précision  que  par  les  mesures  directes  ;  il 
s'accorde  avec  elles,  et  prouve  ainsi  que  la  pesanteur  des  satellites  vers  Jupiter, 
se  compose  des  attractions  de  toutes  les  molécules  de  la  planète n°  27 

CHAP.  IX.  Des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbes  des 
satellites , page   127 

Formation  et  résolution  des  équations  qui  déterminent  les  excentricités  de  ces  orbes 
et  le  mouvement  de  leurs  perijoves.  La  grande  influence  de  l'applatissement  de 
Jupiter  sur  ces  élémens  ,  donne  à  chaque  orbe  une  excentricité  qui  lui  est  propre  ; 
mais  il  participe  des  excentricités  des  autres  orbes.  .  , 

Tormation  et  résolution  des  équations  qui  déterminent  les  inclinaisons  des  orbes 
des  satellites,  et  le  mouvement  de  leurs  nœuds.  La  grande  influence  de  l'appla- 
tissement de  Jupiter  sur  ces  élémens ,  donne  à  chaque  orbe  une  inclinaison  qui 
lui  est  propre  ;  mais  il  participe  des  inclinaisons  des  autres  orbes.  Us  se  meuvent 
tous  sur  des  plans  d'autant  plus  inclinés  à  l'équateur  de  Jupiter,  que  le  satellite 
est  plus  éloigné  de  la  planète.  Ces  plans  passent  constamment  entre  l'équateur 
et  l'orbite  de  la  planète,  par  l'intersection  mutuelle  de  ces  deux  derniers  plans. 
Calcul  des  inclinaisons  de  tous  ces  plans  à  l'équateur  de  Jupiter n°  28 

CHAP.  X.  De  la  libration  des  trois  premiers  satellites  de 
Jupiter page  1 35 

Les  longitudes  moyennes  des  trois  premiers  satellites  sont  assujéties  à  ce  théorème  ; 
savoir ,  que  la  longitude  du  premier ,  moins  trois  fois  celle  du  second ,  plus  deux 
fois  celle  du  troisième ,  est  exactement  et  constamment  égale  à  la  demi-circon- 
férence :  si  ce  théorème  n'était  pas  rigoureux  ;  en  moins  de  deux  années  les  longi- 
tudes s'en  écarteraient  du  quart  de  la  circonférence.  Les  observations  des  éclipses 
satisfont  à  ce  théorème  ,  avec  l'exactitude  dont  elles  sont  susceptibles.  Raison 
pour  laquelle  elles  pourraient  paraître  s'en  écarter  un  peu.  La  libration  des  trois 
satellites  se  partage  entre  chacun  d'eux  ,  suivant  un  rapport  dépendant  des 
masses  et  des  distances.  Calcul  de  ce  rapport n°  29 

CHAP.  XI.  Théorie  du  quatrième  satellite Page  *58 

Détermination  de  son  mouvement  en  longitude.  Détermination  de  son  mouvement 
en  latitude  au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter.    Les  astronomes  avaient  reconnu 

par 
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par  les  observations,  que  depuis  la  découverte  des  satellites  jusques  vers  1760, 
l'inclinaison  de  l'orbe  des  satellites  sur  l'orbite  de  Jupiter  avait  été  à-peu-près 
de  2°,7,  et  que  le  mouvement  de  ses  nœuds  avait  été  direct  et  de  8'  environ  par 
année.  Ces  résultats  de  l'observation  sont  une  conséquence  de  nos  formules  ; 
mais  dans  ces  dernières  années ,  l'inclinaison  a  pris  un  accroissement  considé- 
rable ,  qui  ne  permet  plus  d'employer  ces  résultats  dans  les  tables.  Formules 
de  la  durée  de  ses  éclipses n°  3o 

CHÀP.  XII.  Théorie  du  troisième  satellite page  i5i 

Détermination  de  son  mouvement  en  longitude.  Il  a  une  excentricité  qui  lui  est 
propre ,  et  il  participe  très-sensiblement  de  celle  du  quatrième  satellite  ;  ce  qui 
introduit  dans  son  mouvement ,  deux  équations  de  centre  très-distinctes  ,  dont 
l'une  se  rapporte  à  son  propre  périjove,  et  l'autre  au  périjove  du  quatrième 
satellite.  De  là  résulte  une  équation  du  centre  composée  ,  et  dont  l'excentricité 
est  variable.  Wargentin  avait  remarqué  par  les  observations  cette  excentricité 
variable,  mais  sans  reconnaître  la  loi  de  ses  variations. 

Détermination  du  mouvement  du  satellite  en  latitude.  Formule  de  la  durée  de  ses 
éclipses n°  3i 

CHAP.  XIII.  Théorie  du  second  satellite Page  I^8 

Détermination  de  ses  mouyemens  en  longitude  et  en  latitude.  Formule  de  la  durée 
de  ses  éclipses n°  3a 

CHAP.  XIV.  Théorie  du  premier  satellite page  i65 

Détermination  de  ses  mouvemens  en  longitude  et  en  latitude.  Formule  de  la  durée 
de  ses  éclipses n°  33 

CHAP.  XV.  De  la  durée  des  éclipses  des  satellites. .   page  169 

Formules  de  la  durée  des  éclipses ,  en  supposant  que  les  satellites  s'éclipsent  au 
moment  de  l'immersion  de  leurs  centres  dans  l'ombre  de  Jupiter.  Comparaison 
de  cette  durée  avec  les  observations n°.  34 

CHAP.  XVI.  Des  satellites  de  Saturne page   173 

On  n'a  point  encore  observé  les  inégalités  du  mouvement  de  ces  corps.  Le  seul 
phénomène  remarquable  qu'ils  présentent,  est  la  position  constante  de  leurs 
orbites  dans  le  plan  de  l'anneau ,  à  l'exception  de  la  dernière  qui  s'en  écarte 
sensiblement.  Explication  de  ce  phénomène.  Il  tient  à  ce  que  l'orbe  du  dernier 
satellite  se  meut  sur  un  plan  passant  entre  l'équateur  et  l'orbite  de  sâturne  par 
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leur  intersection  mutuelle ,  et  qui  est  très-sensiblement  incliné  à  cet  équateur, 
Détermination  analytique  et  numérique  du  mouvement  de  l'orbe  du  satellite 
sur  ce  plan n0!  35 ,  36  et  37 

CHAP.  XVII.  Des  satellites  d'Uranus page  îgo 

L'action  mutuelle  de  la  planète  et  de  ses  satellites  peut  maintenir  dans  le  plan 
de  son  équateur,  les  orbes  des  satellites , , , ]f .,..,. ,  n°  38 
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LIVRE    IX. 

THÉORIE    DES    COMETES. 

Difficultés  de  cette  théorie.  Les  grandes  excentricités  des  orbites  des  comètes, 
et  leurs  inclinaisons  considérables,  ne  permettent  pas  d'appliquer  à  leurs  per- 
turbations les  formules  qui  servent  pour  les  planètes.  Il  faut  calculer  ces  per- 
turbations de  distance  en  distance  ,  pour  les  différentes  portions  de  l'orbite  , 
en  se  bornant  à  chaque  fois  à  une  étendue   peu  considérable Page  x93 

CHAPî  I.  Théorie  des  perturbations  des  comètes ...  .page  194 

Equations  générales  de  l'orbite  troublée n°  i 

On  peut  satisfaire  à  ces  équations  par  des  formules  analytiques  qui  embrassent 
un  grand  arc  des  orbites ,  lorsque  le  rayon  vecteur  de  la  comète  est  très-petit  ou 
très-grand,  par  rapport  à  celui  de  la  planète  perturbatrice.  Dans  le  premier 
cas,  l'action  perturbatrice  devient  insensible  et  peut  être  négligée;  dans  le 
second  cas,  la  comète  se  meut  à  fort  peu-près  dans  une  ellipse  autour  du 
centre  commun  de  gravité  de  la  planète  et  du  soleil n°  a 

Formules  générales  pour  déterminer  les  perturbations  des  élémens  de  la  comète. 
n°  3 

Formule  pour  déterminer  la  différence  de  ses  retours  consécutifs  au  périhélie. 
n»  4 

Moyen  d'obtenir  les  valeurs  numériques  des  perturbations  des  élémens ,  en  fai- 
sant usage  des  fonctions  génératrices.  Exposé  de  cette  théorie n°  5 

Piéflexions  sur  l'usage  de  ces  formules  et  sur  la  manière  d'en  varier  l'application 
aux  différentes  portions  de  l'orbite n°  6 

Expressions  analytiques  et  générales  des  perturbations,  dans  le  cas  où  la  planète 
perturbatrice  est  très-éloignée nos  7  et  8 

Manière  dont  il  faut  employer  ces  formules,  en  les  appliquant  à  une  comète, 
par  exemple ,  à  celle  de  1 76g n°  g 

CHAP.  II.  Des  perturbations  que  les  comètes  éprouvent  lors- 
qu'elles approchent  très-près  des  comètes Page  216 

On  peut  alors  supposer  à  la  planète  ,  une  sphère  d'attraction  dans  laquelle  elle 
influe  seule  sur  le  mouvement  relatif  de  la  comète  ,  et  hors  de  laquelle  son  mou- 
vement ne  dépend  plus  que  de  l'action  du  soleil n°   10 

Développement  de  cette  hypothèse  ,  et  détermination  des  élémens  de  l'orbite  de 
la  comète  ,  lorsqu'elle  sort  de  la  sphère  d'attraction  de  la  planète n°  11 

Moyen  plus  simple  d'arriver  à  ces  valeurs,  quand  les  perturbations  ne  sont  pas 

considérables , n°  12 
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Application  de  ces  résultats  à  la  comète  de  1770.  L'attraction  de  Jupiter  a  pu 
changer  son  orbite  en  1767  ,  de  manière  à  rendre  la  comète  visible  en  1770, 
d'invisible  qu'elle  était  auparavant.  Cette  attraction  a  pu,  en  1779  >  changer 
cette  orbite ,  de  manière  à  rendre  la  comète  dorénavant  invisible.  Calcul  des 
perturbations  que  ta  révolution  sydérale  a  éprouvées  de  la  part  de  la  terre .  .  n°  i3 

CHAP.  III.  De  l'action  des  comètes  sur  les  planètes  et  de  leurs 
masses Page  229 

La  comète  de  1770 ,  qui  est  celle  qui  a  le  plus  approché  de  la  terre  ,  n'ayant  pas 
changé  sensiblement  l'année  sydérale  ;  il  s'ensuit  que  sa  masse  était  fort  petite 
et  au-dessous  de  ~-0-  de  celle  de  la  terre.  On  arrive  à  la  même  conséquence, 
en  considérant  que  cette  comète  a  traversé  tout  le  système  des  satellites  de 
Jupiter  ,  sans  causer  d'altérations  sensibles  dans  leurs  mouvemens.  Réflexions 
générales  tendantes  à  prouver  que  les  masses  des  comètes  sont  toutes  extrê- 
mement petites,  ensorte  que  la  stabilité  du  système  planétaire  n'est  point  troublée 
par  leur  action n°  14 
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LIVRE    X. 

SUR    DIFFERENS    POINTS    RELATIFS    AU    SYSTEME    DU    MONDE. 

CHAP.  I.  Des  réfractions  astronomiques Page  23i 

Équation  différentielle  du  mouvement  de  la  lumière  dans  les  airs  ,  en  supposant 
toutes  les  couches  de  l'atmosphère  sphériques ,  et  de  densités  variables  suivant 

une  fonction  de  leur  hauteur n°   i 

Recherche  de  la  réfraction  que  la  lumière  éprouve  par  l'attraction  différente  des 
milieux  qu'elle  traverse.  Il  en  résulte  que  le  sinus  d'incidence  est  au  sinus  de 
réfraction ,  en  raison  constante  dépendante  de  la  nature  des  nùlieux.  La  réfraction 
se  change  en  réflexion  au-delà  d'un  certain  degré  d'obliquité.  Lorsque  les  milieux 
successifs  sont  terminés  par  des  faces  planes  et  parallèles  ,  la  vitesse  de  la  lumière 
et  sa  direction  sont  à  chaque  instant  les  mêmes  que  si  elle  pénétrait  immédiate- 

-  ment  dans   chacun  d'eux n°  z 

Application  de  ces  résultats  aux  attractions  successives  que  les  différentes  couches 
de  l'atmosphère  exercent  sur  les  molécules  lumineuses  qui  les  traversent.  Équation 

différentielle  du  mouvement  de  la  lumière n°  3 

Intégration  de  cette  équation  différentielle.  Pour  l'effectuer  généralement,  il  faut 
connaître  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  des  couches  de  l'atmosphère  diminue 
lorsque  leur  hauteur  augmente.  Les  deux  limites  de  cette  loi  sont  une  densité 
constante  ,  et  une  densité  décroissante  en  progression  géométrique  pour  des 
hauteurs  équidifférentes.  Examen  des  réfractions  dans  ces  deux  cas.  Le  premier 

donne  une  réfraction  beaucoup  trop  faible n°  4 

La  seconde  hypothèse  suppose  une  température  uniforme  dans  toute  l'étendue  de 
l'atmosphère.  Intégration  de  l'équation  différentielle  dans  cette  supposition ,  et 
réduction  de  l'intégrale  en  fraction  continue,  par  la  méthode  des  fonctions 
génératrices.  Il  en  résulte  une  réfraction  trop  forte ,  et  parconséquent  cette 
hypothèse  ne  peut  être  admise  ;  ce  qui  est  conforme  aux  observations  sur  Ta 
chaleur  décroissante  de  l'atmosphère,  à  mesure  qu'on  s'élève n°  5 

Intégration  de  l'équation  différentielle,  en  supposant  que  la  densité  des  couches 
atmosphériques  décroît  en  progression  arithmétique ,  quand  les  hauteurs  suivent 
une  progression  semblable.  Cette  supposition  donne  une  réfraction  trop  petite  ; 
d'ailleurs  elle  ne  satisfait  point  au  décroissement  de  la  chaleur  de  l'air  ;  cependant 
elle  s'en  rapproche  plus  que  l'hypothèse  d'une  densité  constante.  La  vraie 
constitution  de  l'atmosphère  est  donc  intermédiaire  entre  ces  deux  suppositions. 
n°G 

Intégration  de  l'équation  différentielle  dans  une  hypothèse  composée  des  deux 
précédentes.  Les  formules  qui  en  résultent  pour  les  réfractions  et  le  décrois- 
eement  de  la  chaleur  de  l'air,  s'accordent  avec  les  phénomènes  observés. .   n°  j 
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Formule  quî  donne  les  réfractions  astronomiques ,  pour  toutes  les  hauteurs  qui 
surpassent  120.  A  ces  hauteurs,  la  réfraction  ne  dépend  plus  que  de  l'état  du 
baromètre  et  du  thermomètre  ,  dans  le  lieu  où  se  fait  l'observation n°  8 

Discussion  des  élémens  qui  entrent  dans  cette  formule  ,  et  qui  sont,  les  variations 
de  densité  de  l'air  par  les  variations  de  sa  pression  et  de  sa  chaleur  ,  la  réfraction 
de  l'air  atmosphérique  pour  une  température  et  une  pression  données.  Valeurs 
les  plus  exactes  de  ces  élémens n°  9 

Examen  de  l'influence  que  peut  avoir  l'humidité  de  l'air  sur  les  réfractions.  Théorie 
de  l'évaporation.  Formule  qui  représente  les  variations  de  la  force  élastique  des 
vapeurs ,  correspondantes  aux  changemens  de  température.  L'influence  de  la 
vapeur  d'eau  sur  la  force  réfractive  de  l'air  est  presque  insensible ,  parceque 
l'excès  de  sa  force  réfractive  sur  celle  de  l'air,  est  à-fort-peu-près  compensé  par 
sa  plus  petite  densité n°  10 

CHAP.  II.  Des  réfractions  terrestres ...:...  page  277 

Définition  de  ces  réfractions,  et  détermination  des  formules  qui  les  expriment.  .n°  u 

CHAP.  III.  De  l'extinction  de  la  lumière  des  astres  dans 
l'atmosphère ,  et  de  V atmosphère  du  soleil page  283 

Formules  qui  donnent  cette  extinction  pour  les  différentes  inclinaisons  du  rayon 
lumineux  à  l'horizon.  On  peut  dans  ces  formules  employer  ,  sans  erreur  sen- 
sible, l'hypothèse  d'une  température  uniforme;  alors  les  logarithmes  des  inten- 
sités de  la  lumière  sont  comme  les  réfractions  astronomiques ,  divisées  par  les 
cosinus  des  hauteurs  apparentes n°  12 

Calcul  de  la  hauteur  de  l'atmosphère  solaire  ,  en  partant  des  expériences  de  Bouguer 
sur  les  différentes  intensités  de  la  lumière  de  cet  astre ,  vers  ses  bords  et  à  son 
centre.  Détermination  de  l'affaiblissement  que  la  lumière  du  soleil  éprouve 
en  traversant  l'atmosphère  de  cet  astre  :  le  soleil  dépouillé  de  son  atmosphère  , 
nous  paraîtrait  douze  fois  plus  lumineux n°  i3 

CHAP.  IV.  De  la  mesure  des  hauteurs  par  le  baromètre... 
• • •  •  •• :  •  •'  ■ Page  a89 

Relation  qui  existe  entre  les  hauteurs  du  baromètre  et  du  thermomètre,  et  l'élévation 
au-dessus  de  la  surface  terrestre.  Formule  pour  la  mesure  des  hauteurs  appli- 
cable à  toutes  les  latitudes ,  et  dans  laquelle  on  a  égard  à  la  diminution  de  la 
pesanteur  dans  l'espace n°  14 

CHAP.  V.  De  la  chute  des  corps  qui  tombent  d'une  grande 
hauteur '.'.'. Page  394 

Equation  du  mouvement  d'un  corps  qui  tombe  ,  en  ayant  égard  au  mouvement 
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de  rotation  de  la  terre ,  quelles  que  soient  d'ailleurs  la  figure  de  la  terre  et  la 
résistance  de  l'air  :  si  le  corps  part  du  repos ,  il  s'écarte  dans  sa  chute,  à  l'orient 

de  la  verticale ,  mais  sa  déviation  est  nulle  vers  l'équateur n°   1 5 

Calcul  de  la  déviation  du  corps  lorsqu'il  ne  part  point  du  repos  ;  s'il  est  lancé  de 
bas  en  haut,  il  retombe  à  l'occident  de  la  verticale n°  16 

CHAP.  VI.  Sur  quelques  cas  ou  l'on  peut  rigoureusement  obte- 
nir le  mouvement  de  plusieurs  corps  qui  s'attirent. .   page  3o6 

Conditions  dans  lesquelles  ce  mouvement  peut  s'obtenir ,  et  détermination  des 
courbes  que  les  corps  décrivent ,  lorsqu'elles  ont  lieu.  Application  au  mouvement 
de  trois  corps.  Si  la  lune  eût  été  placée  dans  l'origine,  en  opposition  avec  le  soleil, 
que  sa  distance  à  la  terre  eût  été  la  centième  partie  du  rayon  de  l'orbe  terrestre  , 
et  que  la  terre  et  elle  eussent  reçu  des  vitesses  parallèles  ,  proportionnelles  à 
leurs  distances  au  soleil  ;  cet  astre  et  la  lune  se  seraient  succédés  alternativement 
sur  l'horizon,  et  auraient  toujours  été  en  opposition  l'un  à  l'autre n°  17 

CHAP.  VII.  Sur  les  altérations  que  le  mouvement  des  planètes 
et  des  comètes  peut  éprouver  par  la  résistance  des  milieux 
qu'elles  traversent }  et  par  la  transmission  successive  de  la 
pesanteur ...  ~ page  3 1 5 

Effet  de  cette  résistance  pour  diminuer  l'excentricité  de  l'orbite  et  son  grand  axe  ; 
le  périhélie  reste  immobile n"  18 

Application  de  cette  théorie  à  la  résistance  causée  par  le  choc  de  la  lumière  sur 
les  corps  célestes,  soit  qu'on  la  considère  comme  produite  par  les  vibrations  d'un 
fluide  élastique,  ou  comme  une  émanation  du  soleil.  Il  en  résulte  une  équation 
séculaire  dans  le  moyen  mouvement , n°  ig 

Comparaison  des  équations  séculaires  de  la  terre  et  de  la  lune  ,  dues  à  l'action  de 
cette  cause.  Elles  sont  entr'elles  comme  l'unité  à  63,169. 

Recherche  de  l'équation  séculaire  de  la  terre  qui  doit  résulter  de  la  diminution  de  la 
masse  du  soleil,  si  la  lumière  est  une  émanation  de  sa  substance  ;  cette  inégalité  est 
à  la  précédente  comme — 1  à  0,0002129.  Ilrésulte  de  cette  théorie,  que  l'impulsion 
de  la  lumière  du  soleil  sur  la  lune ,  n'influe  pas  d'un  quart  de  seconde  sur  l'équa- 
tion séculaire  de  ce  satellite  ;'il  en  résulte  encore  que  depuis  plus  de  deux  mille 
ans  ,  la  masse  du  soleil  n'a  pas  varié  d'un  deux-millionième n°  21 

Recherche  de  l'équation  séculaire  que  peut  produire  dans  les  mouvemens  planétaires 
la  transmission  successive  de  la  gravité ,  en  la  supposant  produite  par  l'impulsion 
d'un  fluide  :  cette  équation  est  d'autant  moindre  ,  que  la  vitesse  du  fluide  gra- 
vifique  est  plus  considérable.  Si  l'on  voulait  attribuer  à  cette  cause,  l'équation 
séculaire  de  la  lune ,  il  faudrait  donner  au  fluide  gravifique,  une  vitesse  sept  mil- 
lions de  fois  plus  grande  que  celle  de  la  lumière  ;  et  comme  il  est  certain  que 
cette  équation  est  due  au  moins ,  presque  en  totalité  à  la  diminution  de  l'excentri- 
cité de  l'orbe  terrestre  ,  il  s'ensuit  que  la  transmission  successive  de  la  gravité  ne 
peut  y  contribuer  que  pour  une  portion  extrêmement  petite,  ce  qui  supposerait  au 
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fluide  gravifique ,  une  vitesse  au  moins  cent  millions  de  fois  plus  grande  que  celle 
de  la  lumière  ;  ensorte  qu'on  peut  regarder  sa  transmission  comme  tout-à-fait 
instantanée.  L'équation  séculaire  de  la  terre,  due  à  cette  transmission  ,  n'étant 
qu'un  sixième  environ  de  celle  de  la  lune  ;  elle  est  parconséquent  nulle  ou  insen- 
sible     n°  22 

CHAP.  VIII.  Supplément  aux  théories  de  Jupiter ,  de  Saturne 
et  de  la  lune Page  ^27 

Recherche  de  quelques  nouvelles  inégalités  qui  ont  lieu  dans  la  théorie  de  Jupiter 
et  de  Saturne,  en  vertu  des  rapports  presque  commensurables  de  leurs  moyens 
mouvemens.  Applications  de  ces  inégalités  aux  observations.  Formules  définitives 
des  mouvemens  héliocentriques  de  Saturne  et  de  Jupiter n°  û3 

Recherche  d'une  petite  inégalité  du  même  genre  qui  a  lieu  dans  le  mouvement  de 
la  lune n°  24 

CHAP.  IX.  Sur  les  masses  des  planètes  et  des  satellites ..  .1 
Page  545 

Manière  de  calculer  ces  masses ,  en  comparant  les  formules  analytiques  des  per- 
turbations ,  à  un  grand  nombre  d'observations  très-exactes.  Tableau  de  leurs 
valeurs  les  plus  précises  obtenues  par  ce  procédé n°  23 

Sur  les  tables  astronomiques. 

Moyen  de  rectifier  et  de  perfectionner  ces  tables ,  en  employant  la  méthode  des 

2S 


e 


équations  de  condition , n° 
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LIVRE     VIII. 

THEORIES  DES  SATELLITES  DE  JUPITER,  DE  SATURNE  ET  D'URAjyUS- 


J  E  me  propose  de  considérer  dans  ce  livre,  les  perturbations  des 
satellites,  et  principalement  celles  des  satellites  de  Jupiter.  En 
comparant  les  résultats  de  l'analyse,  aux  nombreuses  observations 
de  leurs  éclipses  -,  on  verra  naître  de  leur  attraction  mutuelle , 
et  de  celle  du  soleil,  toutes  leurs  inégalités  dont  les  expressions 
réduites  en  tables,  formeront  des  tables  exactes  de  leurs  mou-, 
vemens. 

Mécan,  cél.  Tome  IV,  A 


MÉCANIQUE   CÉLESTE, 


CHAPITRE    PREMIER. 

Équations  du  mouvement  des  satellites  de  Jupiter. 

i.  J_jES  formules  du  second  et  du  sixième  livres,  relatives  aus 
perturbations  des  planètes,  s'appliquent  également  aux  perturba- 
tions des  satellites  de  Jupiter.  Mais  les  rapports  presque  commen- 
surables  qui  existent  entre  leurs  moyens  mouvemens,  et  la  grande 
ellipticité  du  sphéroïde  de  Jupiter,  donnent  à  plusieurs  quantités 
que  nous  pouvions  négliger  dans  ces  formules,  des  valeurs  assez  con- 
sidérables pour  y  avoir  égard,  lorsque  l'on  se  propose  de  déterminer 
avec  précision  les  mouvemens  des  satellites.  Nous  allons  ainsi  re- 
prendre les  équations  différentielles  de  ces  mouvemens. 

Soit  m  ,  la  masse  du  premier  satellite*,  soient  x,  y,  z,  ses  trois 
coordonnées  rectangles  rapportées  au  centre  de  gravité  de  Jupi- 
ter, considéré  comme  immobile;  et  r=  V  x*-\-  ya-f-  z*.  Mar- 
quons d'un  trait ,  de  deux  traits  et  de  trois  traits ,  les  mêmes 
quantités  relatives  au  second,  au  troisième  et  au  quatrième  sa- 
tellites. Nommons  encore  S  la  masse  du  soleil;  X,  Y,  Z,  ses 
coordonnées;  et  faisons  D  =  V  X2  +  Y*  -f-Z\  Enfin  soit  M  la 
masse  de  Jupiter,  et f-  V,  la  somme  des   molécules  de   cette 

planète  ,   divisées   respectivement  par  leurs    distances  au    centre 
de  m.  Cela  posé  ;  nommons  R ,  la  fonction 

m' .  (xx'+yy'+zz')         m",  (x/  +  yy"  +  zz"  )  m" '.  (  x  x'"  +yy"  +  zz"  ) 


{(x'—xY+{y'-yY+z'-zyy      {(*" -*Y  +  {y" -yY +{*"-*>*  Y 

nf_ S.{Xx+Yy+Zz~) 

{ (>'"-*)>  +  (y  -yY  +  V'-zY}1  D% 
s- ,~V. 
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Cette  fonction  renferme  toutes  les  forces  perturbatrices  du  mou- 
vement du  satellite  m  ;  et  l'on  a  vu  dans  le  n°  46  du  second  livre, 
que  les  équations  différentielles  de  ce  mouvement  dépendent  de 
ses  différences  partielles. 

Rapportons  ses  coordonnées,  à  d'autres  plus  commodes  pour  les 

usages  astronomiques.  Nommons  v  l'angle  compris  entre  l'axe  des  x 

et  la  projection  du  rajon  vecteur  r,  sur  le  plan  des  x  et  des  y. 

Soit  s  la  tangente  de  la  latitude  de  m  ',  au-dessus  de  ce  plan.  On 

aura 

r.  cos.  v 


X: 


y'  1  -+-  « 

r.sin.  v 


rs 


iA-H 


En  marquant  dans  ces  expressions,  les  quantités  r,  s,  v,  suc- 
cessivement d'un  trait,  de  deux  traits  et  de  trois  traits;  on  aura  les 
expressions  de  x' ,  y',  z';  x", y",  z";  xm)ymyz".  Cela  posé,  si  l'on 
néglige  les  quantités  de  l'ordre  s*,  on  trouvera  pour  la  partie  de  R 
relative  à  l'action  des  satellites 

^.Kl_i^_j/°).cos.(>W)4-^  - 


**    'N  {71— 2n/.cos.(l/-l/)-f7/*}- 

m'  .  r/  .{ss'  —  \.  (V  -f  /') .  cos .  (y'—  v)  } 

{r1  —  2r/  . cos . (1/— v)  -\-  r'a}ï 

^     U  V  ■      i     {,--W.coS.(v"-v)+/1}" 

m" .  rr" .  {ss"  —  '- .  (s*  +  /*)  .  cos.  (y"—v)  } 
•[r2—  zrr" .  cos.  (1/" — y)  -j-r"*}7 


771  ,r 


r" 

m 

m 


■  \(i~  }s%—  i*"a)-cos.(Vw— v)+ssm}- 


{  r*— 27V" .  cos.  (v'"— v)  -j-r"2 }  » 
rr'" .  {  ss'»  _  _ ,  (j«  +  j»»)  .  cos .  Q'"  —  Q  } 

{i2—  27/".  cos.  (v/'"—  v)  +rWî}* 

Il  est  facile  d'en  conclure  que  si  l'on  désigne  par  S',  la  tan- 
gente de  la  latitude  du  soleil  S  au-dessus  du  plan  fixe  ,  et  par  U, 
l'angle  que  la  projection  de  D  sur  ce  plan,  fait  avec  l'axe  des  x'} 

A2 
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la  parlie  de  R  relative  à  l'action  du  soleil  est,  en  négligeant  les 
termes  divisés  par  i54 ,  ce  que  l'on  peut  faire  ,  vu  la  grande  dis- 
tance de  Jupiter  au  soleil,  relativement  à  celle  du  satellite  à 
Jupiter , 

.i— .|£3.{i— 5s"— 3yî4-i2.s1S".cos.(Z7-^)-|-3.(i— ^— £'a).cos.(aZ7— ac)|. 

Pour  déterminer  la  partie  de  R,  relative  à  l'attraction  du  sphé- 
roïde de  Jupiter;  nous  observerons  que  cette  partie  est,  parce 
qui  précède  ,  égale  à  —  V.  Si  l'on  suppose  ce  sphéroïde  eJlip- 
tique,  et  si  l'on  nomme  p  son  ellipticité  ;  si  l'on  nomme  encore  cp, 
le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur ,  à  son  équateur;. 
B,  le  rajon  de  cet  équateur;  v,  le  sinus  de  la  déclinaison  du 
satellite  m,  relativement  au  même  équateur;  on  aura  par  le- 
n°.  35  du  troisième  livre , 

Si  Jupiter  n'est  pas  elliptique,  on  a  par  le  n°  Zi  du  livre  III 5 

AT    /?2 

^=^ÉG<p-p).(v*-§)  +  /z.(:i--v>).eos^} 

h  étant  une  arbitraire  dépendante  de  la  figure  de  Jupiter ,  et  ts- 
étant  l'angle  formé  par  l'un  des  deux  axes  principaux  de  Jupiter , 
situés  dans  le  plan  de  son  équateur,  avec  le  méridien  de  Jupiter, 
qui  passe  par  le  centre  du  satellite.  Il  est  facile  de  se  convaincre, 
par  l'analyse  suivante ,  que  le  terme  dépendant  de  cos  2  <nr,  n'a 
aucune  influence  sensible  sur  le  mouvement  du  satellite ,  à  cause 
de  la  rapidité  avec  laquelle  l'angle  <&  varie;  ensorte  que  la  valeur 
de  J^que  l'on  doit  employer  ici,  est  la  même  que  dans  l'hypo- 
thèse d'un  sphéroïde  elliptique  dont  l'ellipticilé  est  p.  Nous  sup« 
poserons  donc 

F=(p— \<p).  CI  — v2).  — — . 

On  a  à  très-peu-près  ,  v  =  s — >.?,,  st  exprimant  la  tangenle  de  la 
latitude  du  satellite  m  au-dessus  du  plan  fixe ,  en  le  supposant 
mu  dans  le  plan  de  l'équateur    de  Jupiter  ;    on  a    donc   pour  la 
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partie  —  V  de  l'expression  de  R, 

2.  Rappelons  maintenant  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement d'un  corps  sollicité  par  des  forces  quelconques.  Parmi  les 
diverses  formes  que  nous  leur  avons  données  dans  les  livres  pré- 
cédens,  nous  choisirons  celles  qui  conduisent  de  la  manière  la 
pins  simple  aux  résultats  que  nous  voulons  obtenir.  On  a  par 
le  n°  46  du  second  livre, 


+  £+a/d*  +  r.(§);     ÇA) 


*'     dt* 

dt  est  l'élément  du  tems  ,  et  cet  élément  est  supposé  constant  ;  fx  est 
égal  à  la  somme  M-\-m  des  masses  de  Jupiter  et  du  satellite  m  ; 

la  différence  partielle  r  (-^-)est  égale  à  ■*-(^-)-r/-(-^)+z-(^-)  •■ 

la  caractéristique  différentielle  d  se  rapporte  aux  seules  coordon- 
nées de  m.  Si  l'on  désigne  par  S' la  variation  due  aux  forces  per- 
turbatrices, on  aura,  en  différentiant  l'équation  précédente  par 
rapport    à  S , 

On  déterminera  par  cette  équation  différentielle ,  les  perturba- 
tions du  rayon  vecteur  -,  on  pourra  même  comprendre  dans  son 
intégrale ,  l'excentricité  de  l'orbite  du  satellite  ;  car  vu  l'extrême 
petitesse  de  cette  excentricité,  on  peut  négliger  son  carré  et  ses 
puissances  supérieures,  et  l'on  peut  supposer  que  la  variation 
zrJ'r  renferme  non-seulement  les  inégalités  dues  aux  perturbations  3 
mais  encore  la  partie  elliptique  de  r*. 

Si  l'on  nomme  dvt  l'angle  intercepté  entre  les  deux  rayons  vec- 
leurs  r  et  r-\~dr;  on  aura  par  le  n°  4^  du  second  livre, 

a.d(r£r) — drSr   .    3a  fr    -    ,  „    ,   2<z  r    -,       ZdR 


.ffndtAR^.fndt.r(^) 


r.  a? .  ndt 

jv,= ^  x/ — = — -3   0) 

a  étant  le  demi-grand  axe   de  l'orbe  du  satellite  ;  e  étant  le  rap- 
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port  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe,   et  nt  éfant  le  moyen 

mouvement  du  satellite. 

En  nommant  v ,  l'angle  décrit  par  la  projection  du  rayon  vec- 
teur r ,  sur  le  plan  fixe}  on  a  par  le  même  numéro, 


!/(,+«)»—. 


ds* 
dv  =  dv ,. ■  ^-  , 


)/v+  ss 

s  étant  la  tangente  delà  latitude  de  ni,  au-dessus  du  plan  fixe-, 
ensorte  que  si  l'on  néglige  le  carré  de  s,   on  a 

Pour  déterminer  s,  nous  observerous  que  l'on  a  par  le  n°  ki5 
du  second  livre,  dv  étant  supposé   constant, 

/dds\     f  2      r/dR\    dv  ) 

-  étant  la  projection  du  rayon  vecteur  r  sur  le  plan  fixe,  /îa  étant 

une  constante    qui,   dans   l'orbite    elliptique,  est  par  le  n°  20  du 
second  livre,  égale  à  i&a.(i  —  e*)  ;   enfin,   ]a  différence  partielle 

-j-  J  étant  relative  au  cas  où  l'on  considère  R  comme  fonction 

de  u,  v  et  s.  Considérons  R  comme  fonction  de  r,  vêts ,  ainsi 
que  nous  l'avons  fait  dans  le  numéro  précédent;  nous  aurons 

*-(f)+*-(g)=*--(f  )+*•(£)■ 

r  étant  égal  à  .   on  a 

ds 


du  =  —  —  .  V  1  -f-  ss  -f- 


Yi+ 


on  a    donc  en    comparant    séparément    dans    l'équation   précé- 
dente, les  coefficiens  de   ds  , 


I  -\-ss 


(f)-KS)=(f> 
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l'équation  différentielle  en  s  devient  ainsi , 

•=®+')-.{«-i-/(f):'S} 

Si  la  force  perturbatrice  est  nulle ,  on  a 

cW.y    , 

en  négligeant  donc  le  carré  de  cette  force,  en  restituant 


r        ' 


au  lieu  de  u,  et  en  négligeant  le  produit  de  la  force  perturba- 

.    as 
tnce,  par  s  --f>  on   aura 

dds    ,  r*      fdR\        r1     ds      /dR\         ,„, 

Les  équations  (i),  (2)  et  (3)  donnent,  de  la  manière  la  plus 
simple,  toutes  les  perturbations  des  satellites,  qui  ne  dépendent 
que   de  la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice. 
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CHAPITRE    IL 

Des  inégalités  des  moiwemens  des  satellites  de  Jupiter, 
indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites. 

3.  Keprenons   l'équation  différentielle  (i)  du  n3  2. 

Dans  l'hypothèse  elliptique ,  et  si  l'ozi  néglige  le  carré  de  l'ex- 
centricité de  l'orbite ,  la  partie  constante  du  rayon  vecteur  se 
réduit  au  demi-grand  axe  a  ;  nous  pouvons  donc  supposer  r  ==  a, 
dans  l'équation  précédente.  Mais  pour  plus  d'exactitude,  et  par 
une  considération  que  nous  exposerons  ci-après,  nous  conserverons 
le  produit  de  rSr ,  par  les  parties  constantes  de  la  force  pertur- 
batrice; or  cette  force  ajoute  au  rayon  r,  une  partie  constante  que 
nous  désignerons  par  S'a;  en  substituant  donc  a-\-£a}  au  lieu  de  rt 
dans  l'équation  (1),  on  aura 

^T  +  V1  C1-—  )  +  2-fàR  +  r\-d7} 

la  partie  de  R,  dépendante  de  l'action  du  sphéroïde  de  Jupiter  t 
est  par  le  n°  1  ,  égale  à—  V;  et  si  Ton  néglige  le  carré  de  vy 
on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'à  cette  partie,  en  prenant  pour  unité 
de  masse,  celle  de  Jupiter,  et  pour  unité  de  distance,  le  demi- 
diamètre  B  de  son  équateur, 

t, (p-f?) 

^—       — 3^—  • 

De  là,,  il   est    facile  de  conclure 

fdR  =  R;     ,(§)=_5jR 

partant , 

En 


SECONDE  PARTIE,   LIVRE  VIII.        9 

En  substituant  a*  -f-  zrfr,  au  lieu  de  r2,  on  aura 

Si  l'on  ne  considère  que  l'action  du  second   satellite  772',    et  si 
l'on  néglige  les  carrés  et  les  produits  de  s  ;  et  de  s',  on  a 


R: 


rJ 


cos.  (y'—v)- 


r 2/T  .  cos 


•  (f'-v)  "H'2} 


\t 


Supposons  que   cette  fonction  développée  en  série  de    cosinus 
d'angles  multiples  de  v —  v,  soit  égale  à 

™'.{^4Co)+^W.COS.(2/— 2')+^W.COS.2(2/— y)+^î).cos.3(z/— y)-f-efc.  J. 

En  changeant  dans  cette  série,  ?-en  a,  r  en  a  ,  v  dans  nt-{~  e,  et 
v'  dans  rit  +  i,  nt  et  rit  étant  les  moyens  mouvemens  de  m  et 
de   m'  ;  on  aura 

(       Aco  .  cos.     (rit — nt  -f-  e —  g) 
2fdR  ==  —  -f-  aw'TO'    )  +  ^w  •  cos.2 .  (rit—nt  -f-  g'—  e)  I 

■    a  n  =-n'  '  <  +  ^c3)  _  cog_ 5  _  (^__^  +  ê'—  ê)  | 

-étant  une  constante  arbitraire  ajoutée  à  l'intégrale  fàR.  On 
aura  ensuite 


fdR\ 
rKdF) 


tri 


ta. 


(dA^> 
\    da 
dA& 


) 


-^ — J  .  cos.      (rit-~nt-\-£ — g) 


—1 — J  .  cos.2  .  (n't — nt~\-  g' — g) 

(dAl&>\ 
—3 — J  .  cos.  3  .  (/z'/; — nt-\-  g'  —  g) 

-f-  etc. 


On  déterminera  les  valeurs  de  A™,  Aw ,  Aw ,  etc.,  et  de  leurs 
différences  partielles  en  a  et  a,  par  les  formules  du  n°  4g  du  se- 
cond livre. 

Comme  nous  nous  proposons  de  conserver  les  parties  constantes 
Mécan.  cél.  Tome  IV.  B 
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dépendantes  de  la  force  perturbatrice,  et  qui  multiplient  rSr  ; 
nous  devons  ajouter  aux  expressions  précédentes  de   zfdR  et  de 

yf-x-h  les  termes  de  ce  genre,  qu'ils  contiennent.  Si  dans  le 
terme  — .A^,  de  R,  on  substitue  a  -j -  au  lieu  de  ?•;  il  en  ré- 

2  '  'a 

suite  le  terme  m! .— .  (—^ — )}  la  fonction  zfàR  contient  donc  le 
terme  m'.—  •  (—1 — )•  En  substituant  pareillement  a  -f-  —  au  lieu 
dé  r,  dans  la  fonction  r  (-7-)  j  on  v°it  qu'elle  contient  les  termes 

En  changeant  successivement  les  quantités  relatives  au  satel- 
lite m ,  dans  celles  qui    sont  relatives  aux  satellites  m"  et  m'";   on 

aura_  les  parties  correspondantes  de  2/di?  et  de  r  (-77Y 

Pour  avoir  les  parties  relatives  à  l'action  du  soleil  ;  nous  ob- 
serverons qu'en  n'ajant  égard  qu'à  cette  action ,  et  en  négligeant 
les  carrés  et  les  produits  de  «?  et  de  SJ}  on  a  par  le  n°   1 , 

R~  —  §  —  ^-.{i-j-5.cos.2.(U—  v)}. 

V  est  la  longitude  du  soleil  vu  du  centre  de  Jupiter  ;  en  dé- 
signant donc  par  Ml  le  moyen  mouvement  sydéral  de  cette  pla- 
nète ;  on  aura,  en  négligeant  l'excentricité  de  son  orbite, 

V=Mt  +  E; 
et  alors  on  a 

R  =  —  ~  —  ^J.  {1  4-3. cos. (2M—2M1  -f-  2ê  — 2E)}  5 

D'  étant  le  demi-grand  axe  de  l'orbe  de  Jupiter.  On  a  par  le 
nc  16  du  second  livre,  en  négligeant  la  masse  de  Jupiter,  rela- 
tivement à  celle  du  soleil, 

jL — M*- 
on  aura  donc,  en  n'ajoutant  point  de  constante,  à  cette  partie  de 
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l'expression  de  2/dZ?,  parce  qu'elle  peut  être  censée  contenue 
dans  la  constante  arbitraire  "A", 

3fdR^:-^f  .  {i  -b-^fj.  cos.(a«*-ailf*  +  a6-aE)  j  j 

r.  (^)= —  ^^J  i +5.  005.(2/2/  —  aiJft+ae— aE  |'; 

d'où  l'on  tire 

2./diî=— ^-*  —  M'.rfr— Z~z^i  •  cos. (2/2/— 2i¥ï+as— aE)  ; 

r.  ^)==— ^2-'  —M*.  rJY—  f  -i!I2  .a2  .cos.  (awr*— a2tfif+  ae— aE). 

Cela  posé  ,   si  l'on  rassemble  tous  ces   termes  dans   l'équation 
différentielle  (1),  et  qu'on  la  divise  par  a*;  si,  de  plus,  on  observe 

1*  _  1     "f™   /Ti  ^  *         1  \  *  *■  fit  4         * 

on  a  «a= — Lj — ,  ou  a  tres-peu-pres  72*  =  -^,  7re  étant  une  très- 
petite  fraction  au-dessous  d'un  dix-millième,  la  masse  de  Jupiter 
étant  prise  pour  unité  ;  enfin,  si,  pour  abréger,  on  suppose 

la  caractéristique  2  servant  à  exprimer  la  somme  des  termes  sem- 
blables à  ceux  qui  la  suivent,  et  qui  dépendent  de  l'action  des 
satellites  perturbateurs  ;  on  aura 

—  5M* .  ^n~M}  .  cos.(araf  — aM-j-ae—aE) 

2« 271/  v  '  ' 

-f-  etc. 

Si  l'on  intègre  cette  équation  ,  sans  ajouter  à  l'intégrale,  des  cons- 
tantes arbitraires  qui  peuvent  être  censées  contenues  dans  les  élémens 

Ba 
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du  mouvement  elliptique,  et  si  l'on  néglige  dans  les  termes  dépen- 
dans  de  l'aciion  du  soleil,  Met  N — n,  vis-à-vis  de  n  dont  ils 
ne  sont  que  des  fractions  insensibles  ;  on  aura 


i'+^-S+të'ii&ï 


M* 
r.cos.  (2nt — iMt-\-2S. — 2E) 


71" 

772 


(«—«')  —A      <       \    da    J^n—n'  \  K  1 

n*                 S    .   /^°°\   .       an  .™)  ,  ,  ,       J 

J5    „,'     /^■-7-: 7^ ^-  i«  ■( — ; — H ..a.4W^.cos.2(;î'i— nt  +  J—  :)\ 

9.(77 Jl')a— j\»      (.  \      Ja     /     '     77 77  i  K 

-f-etc. 

La  partie  constante  de  cette  expression  est  ce  que  nous  avons 

Sa 
désigné  ci-dessus  par  —  ;  on  aura  donc,  en  observant  que  N1  dif- 
fère très-peu  de  rt, 

a  Zc?  7i2  2  \    da    )  ' 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  de  2/àR,  r-(-j-)  et 
7~l-,  dans  l'expression  de  JV,  donnée  par  la  formule  (2)  du  n°  2; 

on  aura,  en  observant  que — g— c=  «2j  que  /jl=i  ,  à  très-peu-près; 

que  M  est  très-petit,  relativement  à  n,  et  que  2V  diffère  très-peu 
de  72  ; 

/V71 

4-  ¥  •  =nr  • sin-  i?nt — *Mt-\-  2e—  aE) 

I  «71 71  9.(77,-71)  iV     \  \      da     J    '    77 71  /> 

.-f  etc. 
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Le  terme  dépendant  de  sin.(27z£ — zMt-}~2i. — 2E)  répond  à 
l'équation  connue  dans  la  théorie  de  la  lune  sous  le  nom  de  va- 
riation ;  mais  il  est  moins  sensible  dans  la  théorie  des   satellites 

M" 
de  Jupiter,  parce  que  le  rapport— --y  est  beaucoup  plus  petit. 

rit  étant  supposé  exprimer  le  moyen  mouvement  de  m }  son  coef- 
ficient doit  être  nul  dans  l'expression  précédente  de  JV;  cequidonne 

S'a 
En  substituant  cette  valeur  de  k  dans  celle  de  — ;  on  aura 

a  7 


a   "  3a2 


d'où  l'on  tire 

TV*  »     S  (P—  f<0  S        ^     ,  /     ,     //cU&\      ,      ,  /ddJ^\\} 

On  aura  les  valeurs  de  '— ^- ,  dV;^-,  JV";7— ^,  JV";  en  chan- 

a2-7  7    a  -  7    a  -   '  7 

géant  dans  les  expressions  précédentes  de— -  et  de  JV,  les  quan- 
tités relatives  au  premier  satellite,  successivement  dans  les  quan- 
tités semblables  relatives  au  second ,  au  troisième  et  au  quatrième, 
et  réciproquement. 

4.  Les  rapports  qu'ont  entre  eux  les  moyens  mouvemens  des 
trois  premiers  satellites,  donnent  des  valeurs  considérables  à  quel- 
ques-uns des  termes  des  expressions  précédeutes  :  ces  termes  mé- 
ritent une  attention  particulière ,  en  ce  qu'ils  sont  la  source  des 
principales  inégalités  observées  dans  les  mouvemens  des  trois  pre- 
miers satellites.  Le  moyen  mouvement  du  premier  satellite  est  à 
fort  peu-près  double  de  celui  du  second  ,  qui  lui-même  est  à  très- 
peu-près  double  de  celui  du  troisième.  Il  suit  de  là  que  le  terme 

de  l'expression  de  — ~  ,  qui  dépend  de  l'angle  2n't — 27z/  +  2e' — 2e, 

doit  devenir  fort  grand  par  son  diviseur  4  •  (n' —  nY — N*}  ou 
(in — 2/z'-f- N) . (2/z — 2fi' — N);  car  iVet  2n'  étant  fort  peu  diffé- 
rens  de  n,  le  diviseur  2/z  —  2TÏ — N  est  très-petit,  et  donne   au 
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terme  dontil  s'agit,  une  valeur  considérable.  On  voit  en  même  tems 
la  nécessité  de  déterminer  N  avec  précision  ,  comme  nous  l'avons 
fait  ;.  parceque  sa  différence  d'avec  n,  due  aux  forces  perturba- 
trices, quoique  très-petite,    devient    sensible    dans    la    fonction 

27i — n' — ■  N,  surtout  à  raison  du  terme  — n .  - — ^  que  N  renferme  -, 

et  c'est  la  raison  pour  laquelle  nous  avons  conservé  les  termes  dé- 
pendais de  la  force  perturbatrice,  dans  lesquels  rSr  est  multi- 
plié par  des  constantes ,  ces  termes  influant  sur  la  valeur  de  N. 
Dans  les  autres  diviseurs  qui  ne  sont  point  très-petits,  on  pourra 
supposer,  sans  erreur  sensible,  IV  =  7z;   en  faisant  donc 

\    da    /        n — 7i  : 

on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'au  terme  dépendant  du  cosinus  de 
2iït — int-{-ii — 26,  et  observant  que  l'on  peut,  dans  la  fonc- 
tion 2n —  zn'-\-N ,  supposer  211  et  N  égaux  à  n  , 

rJY  m' .  11F  ,  , ,    .  ,s 

-—  = -, ; ^T-  .COS.(27Z?: 272/-4-2Ê 26  ). 

a%  S.(27î 2.11 — i\)  N  ' 

L'expression  de  <JV  donne ,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui  ont 
2fi  —  27i'—N  pour  diviseur, 

f,  771   .  llF  ,  .  f  .      ,  ,» 

dV=:  ? ^-T.Sin.(2?z; 27lt-\-2£ 26  ). 

271 — 271  —  N  V  J 

Cette  partie  de  JV  est  l'inégalité  la  plus  sensible  du  mouvement 
du  premier  satellite  :  elle  est  la  seule  que  les  observations  aient 
fait  reconnaître. 

Si,  dans  la  théorie  du  second  satellite,  on  désigne  par  N',  la 
quantité  qui  correspond  à  N  dans  la  théorie  du  premier  ;  et  si  l'on 
nomme  A^  celle  qui  correspond  à  ^4C0  dans  les  perturbations  du 
premier  par  le  second  satellite  -,  il  résulte  de  ce  qui  précède  ,  que 

l'expression  de  — —  renfermera  le  terme 

Le  diviseur  (n  —  n'y—  N'2  est  égal  à  (/7  — ra'-f-  2V") .(/?—»'— N'). 
N'  étant  fort  peu  différent  de   n',  et  n  étant  à  très-peu-près  égal 


SECONDE  PARTIE,  LIVRE  VIII.        i5 

à  2n'  ;  le  diviseur  n  —  n' — N'  est  très-petit ,  ce  qui  donne  au  terme 
précédent  une  valeur  considérable.  Soit 

en  faisant  n  =  2/z'  et  N'  =  n',  dans  la  fonction  ?i—n'~{-N';  on  aura 

/JV  m.n'.G  ,  ,  . 

—7^= -, -, — ^c.cos.  (fit — «/-4-ê — '&). 

a-  a.Çji — n  —A  )  V  ' 

On  aura  ensuite  ,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui  ont  «-—«'- — N'. 
pour  diviseur, 

f\     /  77Z  .  77    .  G"  .  •  .        .  » . 

cTp  = ? rr.Sin.  (72* —  JÏt  +  i  —  &). 

n  —  n  —  A  N  '  •  ' 

On  doit  observer  ici  que 


a  a  ■ 


A^  —  ^  —  ^+A^; 

'  (fa*'  ' 

ce  qui  donne 

r_^-n     a"  an_      a  ,a     /dA^\  en'        ,  ji0 , 

7i — 71        a  n—n       a  \   aa    /       n — n  ' 

c"        a'3     a         n*      a  .      . 

or  on  a  —  =  -?  .  —  =  -r.  .  —  ;  on  aura  ainsi 

n*         a5      a        n        a 

\   da    /  n2-  a  n — 71  ; 

n—-2n'  étant  nul  à  fort  peu-près,  cette  équation  donne 

G=2^<w.(i£i). 

Mais  pour  plus  d'exactitude,  nous  ferons  usage  ,  dans  le  calcul  nu- 
mérique de  G,  de  son  expression  rigoureuse. 

Les  valeurs  précédentes  de  — —  et  de  JV ',  ne  sont  relatives  qu'à 

l'action  du  premier  satellite.  L'action  du  troisième  produit  encore 
dans  ces  quantités,  des  termes  sensibles.  En  effet,  le  mouvement 
du  second  satellite  étant  à  très-peu-près  double  de  celui  du  troi- 
sième ;  il  doit  en  résulter  dans  ces  expressions,  des  termes  ana- 
logues à  ceux  que  l'action  du  second  satellite  produit  dans  les  va- 
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rel- 
ieurs de  —  -et  de  JV.  Nommons  A'^ ,  AK'\  A' w,  etc.  .relativement 

au  second  et.  an  troisième  satellites ,  ce  que  nous  avons  désigné 
par  Aw,  Ai0,  A™,  etc.,  relativement  au  premier  et  au  second. 
Supposons  ensuite 

\    da    /        n  — n  J 

nous  aurons  par  l'action  du  troisième  satellite, 

—rr  =  —r-, Tl |TvT.  COS.  (2  Ut 2/Z.7+ 26  —  26  )j 

a^  2.(271 271  A)  V  J 

«JV:=  rn".n'  F'         .£n(2n't  —  2n»t  +  2£'_2£"). 

271    —  271    —  JS  K  ' 

En  réunissant  ces  valeurs  aux  précédentes  ;  on  aura  les  termes  les 

r'JV 
plus  sensibles  de  —nr  et  de  JV. 

Un  rapport  très-remarquable  qui  existe  entre  les  moyens  mou- 
vemens  des  trois  premiers  satellites,  permet  de  réunir  en  un  seul, 
les  deux  termes  de  chacune  de  ces  expressions,  dûs  aux  actions 
du  premier  et  du  troisième  satellites.  Nous  avons  observé  que  le 
moyen  mouvement  du  premier  satellite  est  à-peu-près  double  de 
celui  du  second ,  qui  lui-même  est  double  à-peu-près  du  moyen 
mouvement  du  troisième  satellite  ;  ensorte  que  l'on  a ,  d'une  ma- 
nière fort  approchée, 

nz=.2.n' ;     JÏ=x2n".; 
d'où  l'on  tire 

n  —  3/z'-J-  27z"=  o. 

Mais  cette  dernière  équation  est  beaucoup  plus  approchée  que  les 
deux  égalités  d'où  nous  l'avons  déduite.  Elle  l'est  à  un  tel  point, 
que  depuis  la  découverte  des  satellites  de  Jupiter,  les  observations 
n'ont  fait  reconnaître  aucune  valeur  sensible  à  son  premier  membre; 
nous  pouvons  donc  le  supposer  nul,  au  moins  dans  l'espace  d'un 
siècle.  Nous  verrons  dans  la  suite,  que  l'action  mutuelle  des  sa- 
tellites rend  la  quantité  n  —  5n'-\-2n"  rigoureusement  égaie  à  zéro; 
ce  qui  donne 

2Ti'  —  211"  =  n  —  n'. 

Les 
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Les  observations  donnent  encore  à  très-peu-près ,  depuis  la  dé- 
couverte des  satellites,  la  longitude  moyenne  du  premier,  moins 
trois  fois  celle  du  second  ,  plus  deux  fois  celle  du  troisième  ,  égale 
à  la  demi-circonférence,  ou  a  200°;  ensorte  que,  dans  l'intervalle 
d'un  siècle  au  moins,  on  peut  supposer 

nt  —  5n't-\-2n"i-{-e — 3e'-f-  2ê"=200',j 

et  parconséquent 

2n't —  2n"t-\-2s' — 2i-=nt — n't-\-& — e  —  200*. 

Nous  verrons  dans  la  suite   que  ces  égalités    sont  rigoureuses. 

r S1/ 
Les  termes  de — r^-etde  dV',  qui  dépendent  de  l'action  du  troi- 
sième satellite,  deviennent  ainsi 

r'£r  m"  .n  .F  ,  r.    •  i\ 

v       f  17/ 

t\   t  m  .n  r  ,  ,  ,. 

èv  = ; — r—,  .%va.(nt — ?it-\-e. — e); 

n — n — JS  s  '' 

on  a  donc ,  par  les  actions  réunies  du  premier  et  du   troisième 
satellites, 

S^f  a.  inZn'-N'y{  mG-m"F'  S  •COS.(7»f-.lrt  +  «  — O» 

erp'=  n-!'  —  *'  •  KmG—m"F'\  .  sin.  (nt—n't+i—e!). 

L'action  du  second  satellite  produit  dans  la  théorie  du  troi- 
sième, des  termes  analogues  à  ceux  que  l'action  du  premier  pro- 
duit dans  la  théorie  du  second  ;  en  faisant  donc 

on  aura 


r'Ir"  m'.n".G' 

a"* 


'■ ,  ,  '   „L — ^77T  .  cos.(«'/ — n"t-\-ë  —  s*): 

^p"  —  7—^—N"  •  sin' (rit—-n"t+  6—f?); 
Mscan.  cbl.  Tome  IV.  G 
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r"SiJI 
Les  valeurs  de  — 7^  et  de  JV"  peuvent   recevoir  encore  quelques 

termes  sensibles,  de  l'action  du  quatrième  satellite;  mais  son  moyen 
mouvement  étant  sensiblement  plus  petit  que  la  moitié  de  celui 
du  troisième  satellite  ,  ces  termes  doivent  être  peu  considérables. 
Nous  y  aurons  cependant  égard  dans  la  suite. 

On  peut  observer  ici  que  7z  différant  très-peu  de  iiï ,  et  n'  dif- 
férant très-peu  de  271";  -,-  diffère  très-peu  de—.  En  effet, 

"  _Yra'  V__  (n-{n— arc'  )\f  _  ,  ,  ,1    X  fn  —  tm'\\^ 

v-\-)  -\ — Tn — )  -Cî)  -V-K-ir-Ji- 

Cette  dernière  quantité  est  à  très-peu-près  égale  à  (\y  .(1 '-^= — —\ 

Pareillement  on    a 

G,  CL  — 

ainsi  —  et  —  sont  très-peu  différens  de  (j)3  ;  or  ^(<0,  ^4C0,  etc.  étant 
de  la  dimension  —  1,  eh  à  et  a',  F  et  G  sont  de  dimension  nulle, 
ou  fonctions  de  —r\  F'  et  G'  sont  des  fonctions  semblables  de  —  ; 

a  .a 

on  a  donc  à  fort  peu-près  F'=F,  etG'=G.  Mais,  pour  plus 
d'exactitude,  nous  aurons  égard  aux  différences  de  ces  quantités. 

5.  Considérons  la  loi  des  inégalités  précédentes,  dans  les  éclipses 
de  satellites.  Pour  cela,  nous  donnerons  aux  valeurs  précédentes 
de  JV,  JV  et  dV',  les  formes  suivantes  : 

JV  =       (  1   ).  sin.  (p.nt — in't-\-2i — 2e'); 
cfV  = —  (  1 1  ).  sin.  (  nt —  n'tr\-  £  — e')> 
JV  =  —  (1 1 1) .  sin.  (  n't—  n!'t  +  é  —  l) ; 

les  coefficiens  (1),  (n)  et  (m)  étant  positifs ,  comme  on  le  verra 
dans  la  suite.  Au  lieu  de  rapporter  les  angles  7z^  — j—  e ,  rit~\-î  et 
n"t-\-i",  à  une  ligne  fixe-,  nous  pouvons  les  rapporter  à  un  axe  mo- 
bile-, parceque  la  position  de  cet  axe  disparaît  dans  les  angles 
2nt—*2n'l-\-2e->~2e,  nt —  n't-\-&  —  i,n't — d't-\-d — e".  Conce- 
vons que  cet  axe  soit  le  rayon  vecteur  de  Jupiter  supposé  mû  uni- 
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formément  autour  du  soleil.  Dans  ce  cas,  les  angles  7^,  rit, rit, 
exprimeront  les  moyens  mouvemens  sjnodiques  des  trois  premiers 
satellites.  Concevons,  déplus,  que  les  angles  eete  soient  nuls, 
c'est-à-dire,  qu'à  l'origine  dutemsr,  les  deux  premiers  satellites 
aient  été  en  conjonction.  L'équation 

nt—'Siit  -f-  zrit  -+-  e— 3e' -f-  2/  =200% 

qui  a  lieu  encore  relativement  aux  mouvemens  synodiques ,  donne 
é"=ioo'j  les  expressions  de  JV,  JV  et  JV  deviendront  ainsi 

JV  =       (  1   ).sin.  (int — 111 1); 
JV  =  —  (  11  ).sin.  (nt  —  n't); 
JV  =       (m). cos.  {rit  —  n"t). 

Dans  les  éclipses  du  premier  satellite,  au  moment  de  sa 
conjonction  moyenne,  nt  est  nul,  ou  multiple  de  400"«  Soit 
2n  —  2/1  =n-{-oj,  ou  n —  2/z'==&>:;  on  aura  alors 

JV  =  (i).sin.  oùt. 

Dans  les  éclipses  du  second  satellite,  au  moment  de  sa  conjonction 
moyenne,  rit  est  nul,   ou  multiple  de  4°°°  '■>  on  a  donc  alors 

JV  =  —  (1 1) .  sin.  tùt. 

Enfin,  dans  les  éclipses  du  troisième  satellite,  à  l'instant  de  sa 
conjonction  moyenne,  ri' t-\-&"  est  nul,  ou  multiple  de  4°°Dj  011 
aura  donc  alors,  en  vertu  des  équations  n —  2/z'=  ri  — -271"  et 
e"=  100% 

JV;=(i  11). sin.  ait. 

On  voit  ainsi  que  les  valeurs  précédentes  de  JV,  JV '  et  JV,  dans 
les  éclipses ,  dépendent  du  même  angle  ait.  La  période  de  ces  va- 
leurs est  parconséquent  la  même,  et  égale  à  la  durée  de  la  ré- 
volution synodique   du  premier  satellite  ,    multipliée  par — — — 7; 

nt  et  rit  étant  ici  les  moyens  mouvemens  synodiques  des  deux 
premiers  satellites.  En  substituant  pour  n  et  ri,  leurs  valeurs;  on 
trouve  cette  période  égale  à  4.5  j'0"'1 ,65g.  Tous  ces  résultats  sont 
entièrement  conformes  aux  observations  qui  ont  fait  reconnaître 
les  inégalités  précédentes ,  avant  qu'elles  eussent  été  indiquées 
par  la  théorie. 

C3 
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CHAPITRE    III. 

Des  inégalités  du  mouvement  des  satellites ,  dépendantes 
des  excentricités  des  orbites, 

6.  V_joNSIDÉrons  présentement  les  parties  du  rayon  vecteur  et  de 
la  longitude  des  satellites ,  qui  dépendent  des  excentricités  des  or- 
bites. Ces  excentricités  sont  fort  petites  ;  en  faisant  donc ,  dans 
l'équation  (^)  diin°2,  ra  égal  à  a°--\-  ir£r ,  on  pourra  supposer 
que  27* JV  représente  non-seulement  les  perturbations  de  r2 ,  dues 
aux  forces  perturbatrices ,  mais  encore  la  partie  de  r"  relative  au 
mouvement  elliptique.  Alors  l'équation  différentielle  (i)  du  11°  2, 
dans  laquelle  se  transforme  l'équation  (^4),  lorsque  l'on  néglige  le 
carré  de  JV,  donne  par  son  intégration  ,  non-seulement  les  per- 
turbations du  rayon  vecteur,  mais  encore  sa  partie  elliptique  qui 
résulte  alors  des  arbitraires  introduites  par  les  intégrations.  Dans 
ce  cas,  l'expression  de  JV,  donnée  par  l'équation  (2)  du  n°  2,  ren- 
ferme la  partie   elliptique  de  v ,    et  cette    partie  est  visiblement 

égale  à  2'2     ,    ,  en  négligeant  le  carré  de  l'excentricité  de  l'orbite, 

et  en  ne  considérant  que  la  partie  elliptique  de  rJY. 

Les  termes  de  l'équation  différentielle  (1)  du  n°2,  dans  les- 
quels rJY  est  multiplié  par  des  constantes,  et  ceux  qui  dépendent 
des  sinus  et  cosinus  de  nt-\-e,  méritent  une  attention  particulière, 
en  ce  qu'ils  déterminent  les  variations  séculaires  de  l'excentricité  de 
l'orbite  et  de  son  perijove.  Nous  avons  déterminé  ,  dans  le  11°  3 ,  les 
termes  dans  lesquels  rJV  est  multiplié   par  des   constantes.  Pour 

déterminer  les  autres  ,  considérons  le  terme  m'  .A1-0  .cos.(V — v)  de 

.1 0  / 
l'expression  de  R.  En  y  substituant  a'-\ —  ,  au   lieu    de  r,    et 

n't-\-  t'-h— ttVtt-j  au  lieu  de  v'  ;  il  en  resuite  la  fonction 


m 
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de'  étant  l'excentricité  de  l'orbite  de  m',  et  <&'  étant  la  longitude 

de  son  périjove;   la  partie  elliptique  de  —t-  est,  par  le  n°  22  du 

second  livre,  — e'.cos.(  n't  +  î — m').  En  la  substituant  dans  la 
fonction  précédente,  il  en  résulte  un  terme  dépendant  du  cosinus 
de  l'angle  nt-\-z — êr' ,  et  il  est  facile  de  s'assurer  qu'il  est  le  seul 
de  ce  genre,  qui  résulte  du  développement  de  la  partie  de  R,  dé- 
pendante de  l'action  de  m.  I  es  deux  satellites  m"  et  m'"  fournissent 
dans  R  des  termes  analogues;  mais  il  est  aisé  de  voir ,  par  l'expres- 
sion de  R  dun°  1,  que  l'action  du  soleil  n'en  produit  point,  du 
moins  en  négligeant  les  termes  divisés  par  D'4. 

Maintenant,  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes  dépendans  de  nt , 
on  afàR  1=  R  ;   partant,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes  ,  on  a 

rm'.r'ï/     f     ,  /dA^\    ,       ,    fddA^\}  ,   ,.        ...       -J) 

( — ^77dri2AM+a\--dr)}-sm^t-nt+e-e)    ) 

L'équation  différentielle  (1)  du  n°  2  deviendra  donc,  en  n'ajant 
égard  qu'aux  termes  dans  lesquels  rSr  est  multiplié  par  des  cons- 
tantes, et  à   ceux  qui  dépendent  des  sinus  et  cosinus  de  ni;  en 

observant,  de  plus,  que  72":=  —  ,    à  fort  peu  près. 


d*.rir  .  „„  rJV 


+^--7T  +  2- 


cfdF  ^  a*   ^      \      am'.n*.d./$r      f  '.     „    /dAM 


'dt 


.  haA^  +  aK  (^L-M.sin.  (n't—  nt  -fi'  —  i 


> 


La  manière  la  plus  simple  d'intégrer  cette  équation  différentielle, 
est  d'y  supposer 


4-=h.  cos.  (nt-t-ê—gt — T);  1—7!r  —  h'cos.(n't~\-&' — gt — T);etc 


g  étant  un  coefficient  très-petit  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices 
dontil  dépend.  En  substituant  ces  valeurs,  dans  l'équation  différen- 
tielle précédente,  et  en  ne  conservant  que  les  termes  dépendais  de 
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cos.(/z/+e —  gt — r)-,  la  comparaison  de  ces  termes  donnera,  en 
négligeant  le  carré  de  g, 

(       ,  fdAV>\  ,    ,   ,   jtddjfiS)\ 

,  ,  V  aaa  .  1  ■ — r7—  )  -4-  et  a  .  (  — ^ — ,-7-  ) 

En  substituant  pour  jVa  sa  valeur  donnée  par  le  nc  3;  on  aura 

r^4co  étant  une  fonction  homogène  en  a  et  a  de  la  dimension  — i  *, 
on  a,  par  la  nature  de  ces  fonctions, 

l'équation  précédente  devient  ainsi  , 

+  i-S-//-HC°-û-(-l^)-|-a-(-^-)}- 
En  faisant,  comme  dans  le  n°  55  du  second  livre, 

(o,,)=-^.{»-.(^)+,.«-.(^)}; 

en  désignant  ensuite  par  (0,2),  [0,2].;  (o,3),  fo,3j  ;  ce  que  de- 
viennent (0,1)  et  Jo/n  ,  lorsque  l'on  y  change  successivement  ce 
qui  est  relatif  à  m',   dans  ce  qui  est  relatif  à  ni'  et  ni"  ;  enfin  ,  en 

désignant  par  (o)  la  fonction  — — —^  .  n  ,    et  par  |[c H  la  fonction 

3  M2 

-;,  —  :  on  aura 

4  n  3 
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o  =  7z.fe— (o)  — 0—(o,O  — (o,2)—  (o,5)};     (î) 
4-  £7,7]  .A' +  [ôp|  .7z"+(o,3).7z'". 


Si  l'on  considère  pareillement  les  perturbations  des  mouvemens 
de  m',  m"  et  m";  il  est  visible  qu'il  en  résultera  une  nouvelle 
équation  semblable  à  la  précédente,  et  qui  s'en  déduit,  en  y  chan- 
geant les  quantités  relatives  à  m,  successivement  dans  celles  qui 
sont  relatives  à  m',  m"  et  rrf ,  et  réciproquement.  En  écrivant  donc 
dans  les  fonctions  (o),  fol,  (°>l)  >  r**  *  |  *  etc->  au  lieu  de  o,  le 
n°  du  satellite  troublé  et  les  quantités  qui  lui  sont  relatives,  et  au 
lieu  de  î ,  le  n°  du  satellite  perturbateur  etles  quantités  qui  lui  sont 
relatives;  on  formera  les  équations  suivantes: 

0  =  //.(._(l)_r7j_(l,o)-(i^)_(i;3)};     Q!) 

4-  \^ô\  .7z+  [Tg  .7z"4-  {T73]  M\ 

o=h>.{g- (a)-g-(3,o)-(2,i)-(2,3)}j  (a 

j-  (^ôj.ftrH  F?l^<-h  Fg]  .7ï". 


o=^-{g-(3)-L3j-(3,o)-(3,i)-(3,2)};     (z'") 

+  gô]  .7z+  [3^7|  .7z'-f-  g|  .7z". 

On  doit  observer  ici  que  l'on  a,  par  le  n°  55  du  second  livre, 

(o,  î  ) .  m  .  V  a  ;=  (  î  ,o) .  m  .  \^  a  ; 

et  que  la  même  équation  subsiste  en  y  changeant  les  parenthèses 
rondes  en  parenthèses  carrées.  Ces  équations  ont  lieu  entre  les 
mêmes  fonctions  relatives  à  deux  satellites  quelconques;  ce  qui 
donne  un  mojen  simple  de  dériver  ces  fonctions  les  unes  des 
autres. 

Les  quatre  équations  précédentes  entre  7z,  7z',  h"  et  7z'"  sont  ana- 
logues aux  équations  (B)  du  n°  56  du  second  livre,  et  se  résolvent 
de  la  même  manière.  Elles  donnent  une  équation  finale  en  g",  du 
quatrième  degré.  Soient  g-,  g,,g2,  g-  ses  quatre  racines;  en  faisant 

7z'  =  £'.7z;     h"^=C.h;     7z"=£'".7z; 
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on  aura  ,  au  moyen  des  équations  précédentes ,  £',  ë',  ém,  en 
fonctions  de  g-,  et  h  sera  une  constante  arbitraire.  Soient  Ç\,  €",  €", 
les  valeurs  de  £',  é",  Ç>m,  relatives  à  la  racine  g,,  et  hl  une  se- 
conde arbitraire;  soient  £i,  £'l,  £'">  ces  mêmes  valeurs  relatives 
à  la  racine  g^ ,  et  h*  une  troisième  arbitraire  ;  soient  enfin  , 
£3,  €,',  &'",  les  mêmes  valeurs  relatives  à  la  racine  g3,  et  hs  une 

quatrième  arbitraire;  on  aura,  par  la  nature  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires, 

nTr 

— j-==         h.cos.Qit  -f-s — g-f — r)       -J-/z,.cos.(n£  +  ê — g\f — I\) 

-f-  K.  cos.  (ni  -f  e  — gj. — r2)     +  k3.cos. (nt  -f  s  — g-jf — r3)  ; 
— •4-:4=€'.A.cos.(ra't-H  é— gt—  r)-f  £',  .A1.cos.(7i/f+g'— g,f— r,) 
-f-  q.^.cos.Cn't-fV— g-.t— ra)+  ^.A3.cos.(/i't-f  /— g3f—  r3); 

n  t\    u 

—~—  £"-h.cos.(?i"t+e"—gt—T)+-  £'l.h1.cos.(n''t-\-s"—g1t—rl') 
+  ^.  /i,.cos.(»"f+s"— g-2f-r2)+  q.^.'cos.(7z"f-fe"— g-jt— r3); 

r"JV* 

^=  r.a:cew.(«'H-'^--#— 0+  c;;A1.ço8.(n"Hf-ir-g1e— r.) 

+  G».K.cos.(nmt-\  é'—gj— Ta)+  C-.A3.cos.(;1"'t+Sw— g-3i— r3); 

r,  Ti,  T3  et  T3  étant  quatre  arbitraires.  Ces  expressions  sont  com- 
plètes ,  puisqu'elles  renferment  huit  arbitraires  ,  c'est-à-dire  , 
deux  fois  autant  d'arbitraires  qu'il  y  a  d'équations  différentielles 
du  second  ordre  en  r£r,  r'Sr ,  r  Sr"  et  r"£r" '. 

Ces  arbitraires  remplacent  les  élémens  du  mouvement  ellip- 
tique des  satellites.  Si  l'on  considère  leurs  orbites  comme  autant 
d'ellipses  dont  les  excentricités  et  les  positions  des  absides  sont  va- 
riables; en  nommant  ae  l'excentricité  du  premier  satellite ,  et  m  la 
longitude  de  son  périjove,  comptée  de  l'axe  où  l'on  fixe  l'origine 
des  angles  ;  on  aura 

rit 


^~  = £.COS.(«/-f-€ — tS1); 


ce 
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ce  qui  d'onne,  en  comparant  cette  expression  à  la  précédente, 

e .  cos.  W = — h.  cos.(g*+r)  — 7i, .  cos.(  g \t-\~Tt)  —  etc. 
e.sin.  <sr= — 7z.sin.(g-*-f-r) — hl.s'm.(glt-i-Tl)  —  etc.; 

d'où  l'on  tire  facilement  eetœr.  On  aura  de  la  même  manière, 
é ' ,  <ns' ,  etc.  L'analjse  du  n°  68  du  second  livre  conduirait  aux 
mêmes  valeurs  ;  mais  l'analyse  précédente  est  un  peu  plus  simple. 

La  partie  elliptique  de  v  est  ie.%\n.(ni-\-  è  —  <sr),  par  le  n"  22 
du   second  livre  ;  en  la  désignant  par  JV,  on  aura 

JV  =  se . cos. 'm . sin.  (nt  -f-  é)  —  2e .  sin. <ar . cos. (ni  +  e)  j 

ce  qui  donne 

JV  = — 2A.  sin. (nt-\-e — gt — T)  —  ihl .  sin. (nt-\-& — gtt — Tt) 
—  2h2. sin. (nt-\-é — gj — 1\,)  —  a/zs.sin.  (nt-\-e — g3t — T3). 

On  aura  de  la  même  manière , 

«jy=— -  2g. h.  s'm.  (ri  t+J—  gt— T>— ag;.A,.sia.  («7+/— #,*— ï\) 
—  2^.  7za.  sin.  (/z7  -f-s'— g-a2 — r,)— 2£3\7z3.sin.(/z7-f-£/— -gy — r5); 

JV=  —  2g* .  h .  sin.(  n'H-f— gt— Y)— •&'[ .  h, .  sin .  («'*+  f—gj—Y) 
—2C: .  K  ■  sin.(^+iff— g.JL— Y^— 2Q1 .  7z3 .  sin  .(«"H-ê"— g-,*— r3); 

^ua——2^.h .  sin.(nmt-\-?—gt—T)—2Ç» .  ht .  ûn.(riBt-hem—glt—Y} 
—2Ç:.h,.sin.(n''t+im—gJ—T,)—2&^i3.sm.(nat-\-em—g3t^T3). 

Tout  se  réduit  donc  à  former  et  à  résoudre  les  équations  précé- 
dentes (/),  (2'),  (i"),  (2"").  Mais  nous  verrons  dans  la  suite,  qu'elles 
sont  incomplètes  ,  et  que  les  rapports  qui  existent  entre  les  moyens 
mouvemens  des  trois  premiers  satellites ,  leur  ajoutent  de  nou- 
veaux termes  très-sensibles,  quoique  dépendans  des  carrés  et  des 
produits  des   forces  perturbatrices. 

7.  Les  termes  de  la  double  intégrale  —.ffndtAR  de  l'exprès* 

.Mégan.  ciu  Tome  IV.  D 
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sion  de  JV  du  n°  2,  qni  dépendent  de  l'angle  nt —  in't-\-i  —  2t, 
acquièrent  parles  intégrations,  le  diviseur  (n —  zn'Y;  et  n  étant 
fort  peu  différent  de  zn' ,  ce  diviseur  est  très-petit,  et  peut  donner 
une  valeur  sensible  à  ces  termes,  quoique  multipliés  par  les  pe- 
tites excentricités  des  orbites  ;  nous  allons  donc  les  déterminer. 
Considérons  le  terme  m'A^.cos.Çv' — v)  de  l'expression  de  R. 

En  y  substituant  a  -4 7-  au  lieu  de  r ,  nt  +H „    ,j.       au 

J  'a  '  '         '        a 2 .  n  dt 

lieu  de  v' ,  a  au  Heu  de  7- ,  et  nt  -{-  g  au  lieu  de  v  \  on  voit  que  ce 
terme  contient  la  fonction  suivante  : 

m  .  —tt-  a  .  i —r-r- j  cos,  (?it — nt-\-& — &} 

TFTZdt     -A "  *™-(n't-nt+&  -e>. 

—7j-  contient  par  le  n°  précédent,  le  terme  /Y.cos.(ra'/-f-/ — gt — r)°, 


en  le  substituant  au  lieu  de  —rr- >  dans  la  fonction  précédente  ,  et 

négligeant  les   quantités    de   l'ordre  m' g  ;  cette  fonction  produit 
la  suivante  , 

lâr  ■  {a" '  (CW~) ~~2a''  A^\  •  cos.(nt—2r/t+z—2i-i-gt+T). 
On  a  par  le  n8  4» 

le  terme  précédent  devient  ainsi , 

m'. G. W 


2.0, 


cos. (nt  —  in't-\-i. — 2e '  -\-gt-\-T). 


Considérons  encore  le  terme  m' .  A^ .  cos.  (21/— 2v),  de  l'expres- 
sion de  R.  Enj  substituant  a-\-  —  au  lieu  de  r;nt-{-i-\ — '■  '  d 

au  lieu  de  v ,  n't-\-  i  au  lieu  de  v',  et  a'  au  lieu  de  r';  on  voit  que 
ce  terme  contient  la  fonction  suivante  : 

772  \—r  .  a  .  {—, —  J  .  cos.  (2«7  —  2nt-\-2i  — 2e) 
-hW-    }T  '1  •  -^c0.  sin.  (2rit—2nt-\-2{—2i). 
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Substituons  dans  cette  fonction,  h.cos.  (nt-\-e — gt—T),  au  lieu 

de  — j-;  nous  trouverons  qu'elle  produit  la  suivante, 


ar 

ri. h 
za 


•  \a*-  (^r)+4^w}-cos-(>*— 2«7+e— 2/H-^H-r). 


L'expression  de  F  du  n°  4  donne  en  j  faisant  n  =  2/?-', 


*=-«••  (^)-4«.^>. 


le  terme  précédent  devient  ainsi  , 

m'.Fk 


za 


cos.  (nt — zn't-\-i  —  2i'  -\-gt-\-Y), 


En  le  réunissant  au  terme  dépendant  du  même   cosinus ,  et  que 
nous  venons  de  déterminer  j  on  aura  dans  R,  le  terme 

—  —  .  \Fh-\-?T  .  Gh'\.cos.(nt— in't-\-i  — as'-J-^+r); 

il  Ci-  t  Ci  J 

et  il  est  facile  de  voir  que  l'action  de  ra'  sur  m,  n'en  produit  point 
d'autres  de  ce  genre. 

Maintenant,  si  l'on  observe  que  //■  peut  être  supposé  égal  à  l'unité, 

3a 
dans  la  fonction  —  .ffndt.àR,  de  l'expression  de  JV}  cette  fane- 
ra 

tion  donnera  dans  JV,  en  vertu  du  terme  précédent  de  R,  l'iné- 
galité 

7z'  étant  à  fort  peu-près  égal  à  in' ,  il  est  clair  que  l'action  de  rr! 
sur  m'  produit  dans  JV  une  inégalité  analogue  à  la  précédente, 
et  parconséquent  égale  à 

a.V™j+sy  •  {F'h'+Ç .  G'h") . sin. Ort-a/rt  +  /^-2ê'-f-^-f-r). 

L'action  de  m  sur  m',  produit  encore  dans  JV  une  inégalité  du 
même  genre,  et  que  l'on  peut  facilement  déterminer  parle  n"  65 
du  second  livre  ;  car  on  a  par  ce  n",  en  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  dont  il  s'agit, 

D  2 
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m'.\/a'  ' 

ce  qui  donne  pour  cette  partie  de  e(V, 

2 .  (n— 27i'-f-g-)\  y/a     l  '    a!  j  ^  '  »      '      ' 

Ou  peut  réunir  ce  terme  au  précédent,  en  observant  que 
ni  —  lit 't  -+-  e  —  2s'  ==  7z7  —  2fi"t  +  s'^-.  2ê"-f-200°  j 

et  que  /z  étant  à  fort  peu-près  égale  à  211' ,  et  f—/\    étant    égal    à 
on  a  à  très-peu-près 


©"» 


t*.  l/a  ,„      fi' 

V/fi'  a 


La  réunion  de  ces  termes  donne  ainsi, 
,{gA'+£.>*} 


Znri 


Enfin  l'action  de  m'  sur  m" ,  produit  dans  le  mouvement  de  m", 
une  inégalité  analogue  à  celle  que  l'action  de  m  sur  m'  produit 
dans  le  mouvement  de  m,  et  qui  parconséquent  est  égale  à 


Zm  .  n" 


{n'-^^'+g) 


- .  [G'h"+^  ,  F'h'}  .  sin.  (ni  —  an't+Ê— 21-ï-gt-t-T). 


Les  inégalités  précédentes  sont  relatives  à  la  racine  g". 'Il  est  vi- 
sible que  chacune  des  trois  autres  racines  g,,  g\  etg3  donnera 
dans  les  mouvemens  des  trois  premiers  satellites ,  des  inégalités 
semblables.  Ce  sont  les  seules  sensibles  parmi  celles  qui  dépendent 
à-la-fois  de  l'action  des  satellites ,  et  des  excentricités  des  orbites. 

8.  L'action  du  soleil  peut  aussi  produire  dans  les  mouvemens  des 
satellites  ,  des  inégalités  sensibles  ,  quoique  dépendantes  des  excen- 
tricités des  orbites.  La  valeur  de  R  relative  à  cette  action  con- 

lient,  par  le  n°  ï,  le  terme  — jj^  .cos.(2^  — 2V),  En  y  substituant 
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pour    ?■%    a\{i-f-27î.cos.(?z/-j-  g—  gt —  T)}-,    pour   v,   nt-\-t 

—  2J1 . sin.(nt  -j-  s  — gt  —  T) ;  D'  pour  D ;  et  M*  pour  ^tj ;  on  aura 
dans  R,  le  terme 

4 
La  valeur  de  iîrelative  à  l'action  du  soleil,  contient  encore  le  terme 

—  ~.  En  y  substituant  pour  D,  D'.{i — H,cos.(Mt-[-  E — 7)}. 

H  étant  le  rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe  de  l'or- 
bite de  Jupiter,  et  7  étant  la  longitude  de  son  périhélie  ;  on  ob- 
tient le  terme 

—  ^~-  .  a* .  H  .  cos.  (Mt+E—I). 

Si  l'on  néglige  le  terme  ^  de  l'expression  de  R,  qu'il  est  inutile 
de  considérer;  on  a 

,,(£)  =  ,*; 

cela  posé,  l'équation  différentielle  (1)  du  n°  2  devient,  en  ne 
considérant  que  les  termes  dépendans  des  cosinus  des  angles 
nt—.2Mt-\-z  —  2E-\-gt+T,  et  Mt-j-E  —  I,  et  en  observant 
que  g-  et  M  sont  très-petits  relativement  à  n} 

°  =  ïrê+N'-  if  {i-5A.cos.(/z*-H-^-r)} 

— $M\7i.cos.(nt— iMt-\-i— 2E-\-gt-{-Y)—  \.M\H.cos.(Mt-i-E— 1). 

On  a  vu  dans  le  n°  3,  que  l'expression  de  — -  contient  le  terme 

M* 
—  —  .cos.(2«ï — iMt-\-ii — 2E); le  produit 

—  32V2.~.7z.coS.(?z*-{-£—  gt  —  T) 

■  :  ri  -  ■  ■  '■ 

r? 

contient  ainsi  le  terme  - . M* .h .  cos.Oit — iMt^i.  —  o.E+gt-{-T')1> 

•  --g 
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N1  étant  à  très-peu-près  égale  à  «";   l'équation  différentielle  pré- 
cédente devient  donc 

—  \.M\H.  cos.  ( Mt  +  E  —  I)  j 

d'où  l'on  tire  en  négligeant  g  et  M  eu  égard  à  n ,  excepté  clans 
le  facteur  zM — g-\-N — n,  à  cause  de  sa  petitesse , 

^s=7     ,XlT^h — T  •  co&.(nt— aMt+e— lE+gt  +  T) 
.    3M\H 


211 


cos.  (Mt  +  E  —  I). 


L'expression  de  JV  du  n°  2  donnera  à  très-peu-près ,  en  y  subs- 
tituant — ,  au  lieu  de  a3 , 

,  E     M!    /, 

—  à-f-  .H.sin.(Mt+E—I). 

•  La  première  de  ces  inégalités  répond  à  l'élection  dans  la  théo- 
rie de  la  lune  ;  mais  elle  n'est  pas  unique  ,  et  il  est  clair  que  cha- 
cune des  trois  racines gl ,  g^,  g3)  fournit  une  inégalité  semblable. 
Cette  inégalité  se  confond  dans  les  éclipses,  comme  l'évection  , 
avec  l'équation  du  centre,  et  la  diminue.  En  effet ,  dans  ces  phé- 
nomènes, la  longitude  du  soleil  vu  du  centre  de  Jupiter,  est 
moindre  que  celle  du  satellite ,  de  200°  5   ensorte  que  l'on  a 

sMt  -\-2E-\-  4oo°  =  2Tlt  +  2î; 

l'inégalité  précédente  devient  ainsi 

i5.  M\h 


271. 


.  „, ',  -,  ' r  .  sin.  (nt-i-e  —  gt  —  r). 

.(2M-J-IV — n — g)  v         '  ô  J 

L'équation  correspondante  du  centre  est  par  le  n*  6, 
—  2h,%\n.(nt  -j-  e — gl  —  T)j 
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ainsi  la  valeur  de  h  déterminée   par  les  éclipses,   est  plus  petite 

i5    M2, 
que  la- véritable,  dans  le  rapport  de  i  —        (2^/4.  a>_.;i_'â  à  l'unité. 

La  seconde  inégalité  correspond  à  l'équation  annuelle  du  mou- 
vement de  la  lune  :  sa  période  étant  fort  grande,  on  verra  ci-après 
qu'elle  est  sensiblement  modifiée  par  les  termes  dépendans  du 
carré   de  la  force   perturbatrice. 

En  changeant  ce  qui  est  relatif  à  m  ,  successivement  dans  ce  qui 
est  relatif  à  m',  m"  et  jn'";  on  aura  les  inégalités  correspondantes 
des  autres  satellites. 
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C  HPA  PITRE    IV. 

Des  inégalités  du  mouvement  des  satellites  en  latitude. 
g.  .Méprenons  l'équation  différentielle  (3)  du  n°  i. 

dds    ,  r*      (/dR\     ds         /dR\)       ,„. 

°  =  lï  +  s-¥-{\^)-d-hï)\>  ^' 
Supposons 

:j.5W  +  5C').coS.(l/'— i/)+5W.cos.a.(/— O+etc. 


{r* — 27/. cos. (V — i/)  -J-r'*}» 


On  aura  parle  îr"  i,  en  négligeant  l'excentricité  de  l'orbite ,  ce 
qui  revient  à  supposer  r=.a, 

afc=S .  m' .  <  +  j  a  ^CO+a^CO . cos. (</—  i/)+a^W.cos.2(/— t/)+etc. 

(_a2a'.(w'—  |.(ia+/*).cos.(«/—  v)}.{|.5C°)+^CO.cos.(i/— i/)+fl«.cos.a(iA-  lO+etc.}] 

_±^_|1_  .{i— 3i»— 35'a-j-3.(i— js— yO-cos.  (at/— 3C/)+i2iS'.cos.  (v— E/)} 

-^f=^.  {*-(«.)■}. 

Si  l'on  ne  considère  que  les  termes  multipliés  par  s,  et  ceux 
qui  dépendent  du  sinus  ou  du  cosinus  de  v ,  termes  dont  dépendent 
les  variations  séculaires  des  élémens  de  l'orbite;  si  l'on  observe 
ensuite  que  7z2  est  à  très-peu-près  égale  à  a;  l'équation  différen- 
tielle précédente  devient 

o=g+,.{i+a.^+î.  f+f.2.™W.2?co} 

__  fl-O-^ç)  m    _JW  _  5,  cos/CT— p>— S . m'a*a'.BU . s' . cos.(p'— ^). 

Pour 
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Pour  intégrer  cette  équation ,  supposons 

s  =/  .sin.(2>  -\- pt  -\-  A); 
s'  =  ï  .  siiu(*j'  +  pt  +  A)  j 
s"z=l"  .sm.(v+pl  +  A); 
s'"=  l'" .  sin.(V"  +  pt  +  A)  -, 
S'=L' .sin.(U-i- pt-j-  A); 
sl  =  L  .sin.(  i1  -{-pt  -f-  A). 

L'équation  difféi'entielle  précédente  donnera  en  substituant  dans 

j,  /,  etc.  ,  -.^,  au  lieu  de  pt ,   en  comparant  entre  eux  les  coeffi- 

ciens  de  s'm.(v  -\-  pt  -{-  A),  et  en  négligeant  le  carré  de  p ,  p  étant 
une  très-petite  quantité  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices  , 


Si  l'on  fait,  comme  dans  le  n°  49  du  second  livre,  —  =.a}  et 

1         ,.=f .  #°>  +  #0  .  cos.S+Z»,wcos.2  9  +  etc.-, 

on  aura 

a 

or  on  a  par  les  nos  55  et  5g  du  second  livre, 

3m'.nctl.b°?        m'n.cf.bP 


S        • 


(°.0=  -   4.(1_.T    =-— - 
on  aura  donc 

°  =  *  •  (P  —  (°)  —  0  —  (p,  ï)  —  (0,2)  —  (o,3)} 
+  (o) . L  +  [T]  .  £'  +  (o,  1)./'  +  (0,2)  .  r+(o,5)  •  A 


On  trouvera  de  la  même  manière  , 

Mbcan.  cél.  Tome  IV.  E 
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o=i' .  {p-(i)-  g]  -  (1,0)  — (i,a)— (i,3)> 
+(0  .t+  \T\  .  i'+(i>o) .  /+(i^) .  r+(i,3) .  r- 

o  =  /".{^-(^)-[T|-(2jo)-(2,i)-(2,5)} 
4- (2) .  £  +[T|  •  TJ  -j-(2,o)  -  /+(2,0  •  /'  +  0,5) .  T5 

o  =  /".{^-(5)-[3]-(3,o)-(5,I)-(3j2)} 
+  (5)  .  Z  +  f31   •  £'+(3,o)  .  /+(5,i)  .  r  +  (5,a)  .  A 


ïl  existe  entre  les  quantités/?,  I,  /',  V ,  /'",  L  et  U ,  une  équation 
qui  dépend  du  déplacement  de  l'équateur  de  Jupiter,  en  vertu 
des  actions  réunies  du  soleil  et  des  satellites.  Pour  obtenir  cette 
équation,  il  faut  déterminer  la  précession  des  équinoxes  de  Ju- 
piter, et  la  nutation  de  son  équateur  par  rapportai!  plan  fixe.  Si 
l'on  désigne,  comme  dans  le  n°  5  du  cinquième  livre,  par  ô  l'in- 
clinaison de  cet  équateur  sur  ce  plan ,  et  par  "¥"  le  mouvement 
rétrograde  de  son  nœud  descendant  sur  le  même  plan,  et  compté  de 
l'axe  fixe  des  x  :  si  l'on  nomme  encore  y  l'inclinaison  de  l'or- 
bite de  Jupiter  sur  le  plan  fixe  ;  7  la  longitude  de  son  nœud  as- 
cendant, comptée  de  l'axe  des  x;  y,  l'inclinaison  de  l'orbite  du 
satellite  m  sur  ce  plan,  et  7,  la  longitude  de  son  nœud  ascendant; 
on  aura  par  le  nc  5  du  cinquième  livre,  en  négligeant  le  carré  de  8 , 

M 3.(zC—  A—  B)      (  M2,  y.sin.  (7  +  ^)  1 

Jt'  4i.C  '  1  -t-S.mr^.^.sin.  (7,  +  ^)  J  ' 

it  étant  le  mouvement  de  rotation  de  Jupiter.  On  aura  pareille- 
ment par  le  n°  6  du  même  livre  , 


dt  "~  4i .  C 


!fl.(M2-f-S.m;i2)  î 

-\-M\y.  cos.  (1  +  •*■)        >. 
-f-5  .7?i7i2.  j/,, cos.  (■?,  +  •"})  ; 


La  première  de  ces  équations,  multipliée  par  sin.   "fej  et  ajoutée 
à  la  seconde  multipliée  par  cos.  "^y  donne 

J.ÇO.sin.^)  _^ Z.{q.C—A~B)     (  (M2  -f  S  .  rf)  .9  .  cos.Y  j . 

dt         ==  41..C  '  i  4-  M*y  .  cos.  7  -f  2  .  mn\  y,  .  cos.  73  J  ' 

on  aura  semblable  ment 


SECONDE    PARTIE,    LIVRE    VIII.        55 

d.(-.cos.ï) f5.{p.C—A—B)      i  —  (  />/a4-2  .  m«!)  .  fl  .sin.1?  } 

5Î  ~'  4i.C  "  l  4-  M2j/  .  sin.  7  +  2  .  mie.yl  .  sin.?,   /' 

Pour  intégrer  ces  deux  équations,  nous  observerons  que  la  la- 
titude du  premier  satellite  mu  dans  le  plan  de  l'équateur  de  Ju- 
piter est  au-dessus  du  plan  rixe,  —  S. sin. (v  -j-"^)  ;  mais  cette  la- 
titude est  par  ce  qui  précède  ,  égale  à  une  suite  de  termes  de  la 
forme  L.sin.(v  -\-pt-\-A)  :  nous  désignerons  cette  suite  par 

l'.L.  ûn.(v-\-pt-{-  A); 

la  caractéristique  2' servant  ici  à  désigner  la  somme  de  tous  les 
termes  de  la  forme  de  celui  qu'elle  précède,  dont  la  fonction  est 
composée  ;  tandis  que  la  caractéristique  2  désigne  la  somme  des 
termes  relatifs  aux  divers  satellites.   On  aura  donc 

â.sin.^-  =  —  ~2'.L.sin.(pt-}-A); 
Q.cos.-1r  =  —  2'.Z,.cos.(/?£-f-A). 

Pareillement,  la  latitude  du  soleil  au-dessus  du  plan  fixe,  est 
y.sin.ÇU — 1);  mais  cette  latitude  estégale  à2/.L'.sin.(t"+yC/-|-A)j 
ce  qui  donne 

y.  sin.  7  = —  1' .  L' .  $in.(pt -\-  A); 

y. cos.  7  =      H'.L'  ,cos.(pt-\-  A). 

On  a  pareillement 

yl.  sin.  7,  =—2'./.  sin.(/^-f-  A); 
y^cos.  7,=      2'./.cos.(jpZ-}-  A). 

Si  l'on  substitue   ces  valeurs  dans  les  expressions  précédentes 

de         , et  de      v    , -;  on  aura,  en  comparant  séparément 

les  Goefficiens  des  mêmes  sinus 

o=pL+3  .  {zC~f~B)  .  {M* .  (L'—L)-\-Z.77iti\  (/—£)}. 

On  peut  observer  ici  qu'en  supposant  Jupiter  un  sphéroïde  ellip- 

E  2 
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tique  ,  on  a  par  le  n°   14  du  livre  V, 

(zC—A—B)  _  2(P  —  |jQ  ./n.  fl'.dR  _ 
6'  /n .  m .  àR  ' 

n  étant  la  densité  de  la  couche  elliptique   dont  le  rayon  est  R, 
et  les  intégrales  étant  prises  depuis  R  =  o  jusqu'à  R  égal  à  l'unité. 

10.  Considérons  particulièrement  les  équations  précédentes,  et 
donnons-leur  la  forme  suivante  : 

o={p-(o)-[o\-(o,i)-(o,2)-(o,5)}.(L-?) 

-Ko,  i).(L-l')+(o,2).(L-l")+(o,3).(L-r)+[^.(L-L')-pL  ; 

<>={?-(o-[IH^)-(^)-(^)} .  (£-/') 

+(i,o).(L_/)+(i,2)  (L-/")+(ip).(Z-/")+[7].(Z:-r)-^ ; 
o={p-(2)-[7\-(2,o)-h,,)-(2,5ML-l")  \(FI) 

+(2,o)  (z-/)+(2,!)  (i:_/')+2,5).(z:-r')+[{|.(z:-i')-^5 


o=={^-(3)-r-|_3j-(3,o)-(5,:i)-(3,2)}  (L— /'") 

+(5,o)(z_/)+(5,I).CL-/')+(5,2).(^-r)+[5].(z:-io-^; 

C=pL—  5'  (2  C~  4~B>> .[M*. {L—L')+m.n\ (L-Z)  +m'.ri*,(L— l')  +m" .»»»! (L— f)-f  m".ra«. (£-£*)  } . 

Il  faut  réunir  à  ces  équations,  celles  qui  déterminent  le  dépla- 
cement de  l'orbite  de  Jupiter,  et  qui  donnent  les  valeurs  de^  et 
de  L'  correspondantes  à  ce  déplacement  sur  lequel  l'action  des 
satellites  n'a  point  d'influence  sensible. 

Les  valeurs  de  p   qui  sont  relatives  au  déplacement  de  l'équa-     , 
teur  et  de  l'orbite  de  Jupiter,  sont  beaucoup  plus  petites  que  celles 
qui  dépendent  des  actions  mutuelles  des  satellites  et  de  Jupiter, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite;  on  peut  donc  négliger  alors  p 
vis-à-vis  de  (o)  ,  (o,i),  (i),  etc.  Dans  ce  cas,  si  l'on   suppose 

L  —  /  =  À   .  (L  —  L'); 

L  —  l'  =  ?,'.  (L  —  L'); 
L  —  l"=X".  (L  —  L'); 
£-./'"=  À"'  .  (L  —  L'); 
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les  quatre  premières  des  équations  (AT)  donneront 

o  =  {  (o)  +  [o]  +  (o, i)  +  (0,2)  +  (o,5)  }  .  A 
_(o^).x'^-(o,2).À"_(o,5).Àw-|V]- 

o  =  {  (1)  +  [T]  +  (*/>)  H- (i,2)  +  (1 ,5)  }  .  ,Y 
-(I,o).A-(i,2).A"~(i,5).A'"_[T|- 

o={(2)  +  |T]  +  (2,o)  +  (2,i)  +  (2,3)}.A" 
~(2,o).A-(2,i).À'-(2,5).A"'_[7|-, 

o  =  {  (3)  +  |T]  +  (3>o)  +  (5, 1)  +  (5,2)  }  .  X» 
—  (5,o) .  A  —  (3, 1) .  A'  —  (  5,a) .  A"r 


On  déterminera,   au  moyen  de  ces   équations,    les   valeurs    de 
A ,  A ,  a    et  A  . 

La  latilude  du  satellite  m,  au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter  est 
égale  à  une  suite  de  termes  de  la  forme  (/ — L')  .s'm.(v-j-pl-\-A); 
elle  est  parconséquent  égale  à 

2'.  (l—L').  sin. (p+pl-j- A). 

Si  l'on  n'a  égard  qu'à  la  partie  de  cette  expression,  qui  dépend  du 
déplacement  de  l'équateur  et  de  l'orbite  de  Jupiter  ;  on  a,  comme  on 
vient  de  le  voir ,   L- — /=A.(Z/  —  L'),   d'où  l'on  tire 

/  —  z'  =  (i— a).(/v— L'y. 

En  n'ayant  donc  égard  qu'à  cette  partie,   on  a 

2' .  (l—L')  .  sin. (u-\-pt-\-  A)=(i  —A) •  2'.  (£—£') . sin.(f +/tf+ A). 

Si  le  satellite  était  mu  dans  le  plan  de  l'équateur  de  Jupiter  •, 
sa  latitude  au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter  serait 

&-'.(L—L')  .  sin. (v+pt+ A); 
la  partie 

(1—  A).2'.(L— £').  sin.  (i>-f;?/+ A) 
de  l'expression  de  la  latitude  du  satellite  ,   au-dessus  de  l'orbite 
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de  Jupiter ,  est  donc  la  latitude  qu'il  aurait  dans  la  supposition 
où  il  serait  mu  sur  un  plan  passant  entre  les  plans  de  l'équateur 
et  de  l'orbite  de  Jupiter ,  par  la  commune  intersection  de  ces 
deux  plans ,  et  dont  l'inclinaison  sur  le  plan  de  l'orbite  de  Jupi- 
ter ,  est  à  l'inclinaison  de  l'équateur  de  Jupiter  sur  la  même  or- 
bite ,  comme  i  —  A  est  à  l'unité.  Soit,  comme  dans  le  n°  7  du 
livre  Y ,  (/'  l'inclinaison  de  l'équateur  de  Jupiter  sur  son  orbite  , 
—  *¥'  la  longitude  de  son  nœud  descendant  sur  cette  orbite,  cette 
longitude  étant  comptée  de  l'axe  des  x;  la  partie  de  la  latitude 
du  satellite  m,  au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter,  et  relative  aux 
seuls  déplacemens  de  cet  orbite  et  de  l'équateur,  sera 

(A— 1)  .  6'  .sin.  (>  +  *'). 

Ce  résultat  est  analogue  à  celui  que  nous  avons  trouvé  pour  la 
lune,  dans  le  n°  29  du  livre  VII;  mais  pour  la  lune,  1  —  A  est 
très-petit,  au  lieu  qu'il  diffère  peu  de  l'unité,  pour  les  satellites 
de  Jupiter. 

Déterminons  les  valeurs  de  8,  "¥,  6'  et  "î"',  dépendantes  du  dé- 
placement de  l'équateur  et  de  l'orbite  de  Jupiter.  Nous  observe- 
rons d'abord  ,  que  l'on  satisfait  à  très-peu-près  aux  équations  (H), 
en  y  faisant 

£'==oj  /=(i—  A).Xj  /=(i—  -k').L';  l"=(i—K").L;  r=(i—Xm).L; 
la  dernière  des  équations  (H)  donne  alors 

et  la  valeur  de  L  reste  arbitraire  :  nous  la  désignerons  par  —  'L  ; 
et  nous  nommerons  'p,  la  valeur  précédente  de  p.  Nous  aurons 
ainsi,  en  n'ayant  égard  qu'à  cette  valeur,  la  latitude  du  satellite 
au-dessus  du  plan  fixe,  égale  à  —  '£.sin.(i>  -J-'yEtf+'A),  'A  étant 
la  constante  arbitraire  relative  à  'p.  Mais  cette  latitude  est  pa- 
reillement égale  à —  Q.sin.Çv-^-^);  d'où  l'on  tire 

Q.  sin.^=  'L  .  sin.  (lpt-\-lA); 
g.  cos.^^^'L  .  cos.  (lpt-}~1  A). 
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'pi  exprime  la  précession  moyenne  des  équinoxes  de  Jupiter;  mais 
la  vraie  précession  est  modifiée  par  le  déplacement  de  l'orbite  de 
Jupiter,  comme  on  a  vu  dans  le  livre  V,  que  le  déplacement  de 
Pécliptique  modifie  la  précession  des  équinoxes  sur  la  terre.  Pour 
déterminer  ces  modifications,  nous  observerons  que  la  dernière 
des  équations  (H)  donne 

(p-'p).L  +  >p.L'  =  o} 

p  étant  ici  une  des  valeurs  de  p  relatives  au  déplacement  de  l'orbite 
de  Jupiter.   Cette  équation  donne 

et  parconséquent ,  en  n'ajant  égard  qu'aux  valeurs  de  p  relatives 
au  déplacement  de  l'orbite  de  Jupiter,  on  a 

8.sin.*='p.S\Z'/-!dn-(pt+-^. 

r  p— 'p 

fl.co3.^=^.2\I,,-cos-y+A). 
r  p—>p 

En  réunissant  ces  valeurs  aux  précédentes,  on  aura 

.,     Z/.sin.  (pt+A) 


6  .  sin.^  =  ,Z  .  sin.(7tf-f-'A)H-77 .  S' 


P—P 


l\  t  -r  f  ,    ,  .  \    .    ■         w     L'.cos.  (pt4-  A") 

e.cos.^  =  ,Z-.cos.(,^+,A)-f-y  .2'. _/,  —     . 

D'où  il  est  facile  de  conclure, 

9.siD.(^~Jpt)=.1L.s'm.1A  +  1p.l.'.fL'dt.cos.(pt—'pt-j-A)y 
9.cos.(-<if—lpt)z=1L.cos.lA—1p.1'.fL'dt.sin.(pt—'pt-\-A). 

Or  on  a,  par  ce  qui  précède  , 

y.s'm.1  —  —  1' .  U .  sin.(pt  +  A)  ; 
5,.cos.7=      2,'.L'.cos.(pt-\-  A); 

ce  qui  donne 
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y .  sin.  (  7  +'pt)  =  —  2' .  27 .  sin.  (pt  —  '/;  /  -f.  A)  ; 

^.COS.(1+,yt?0=         2f.L'.C0S.(pt—  lpt-\-h); 

partant 

fl .  sin .  (■*■  —  >0  =  'L .  sin .  '  A  +  '/?  ./^// .  cos.  (  7  +  ^if)  -, 
B.cos.("i-—1pt)=:lL.cos.'A-i-1p.fydt.sm.(fI-{-lpt). 

On  aura  au  moyen  de  ces  deux  équations,  l'excès  "f"  —  '/?/,  de  la 
précession  vraie  des  équinoxes  de  Jupiter,  sur  la  précession  mojenne, 
et  l'inclinaison  0  de  son  équateur,  au  plan  fixe. 

La  latitude  du  satellite  m ,  supposé  mu  dans  l'équateur  de  Ju- 
piter, étant  — 0 . sin.  (v  -f-  ¥) ,  et  sa  latitude  au-dessus  du  même 
plan,  en  le  supposant  mu  sur  l'orbite  de  Jupiter,  étant  y.  sin.  (v — 7); 
la  différence  de  ces  deux  latitudes,  sera  la  latitude  du  satellite 
supposé  mu  dans  le  plan  de  l'équateur ,  au-dessus  de  l'orbite  de 
Jupiter;  mais  cette  dernière  latitude  est — ô'.sin.  (v-\-"ïr')  ;  on 
a  donc 

— fl  .  sin.  (v  +  *)— y  .  sin.(v—1)=—Q' .  sin. (*-4-.*>) 

v  étant  indéterminé,  si  on  le  suppose  successivement  égal  à — lptt 
et  à  ioo°> — 'pt;  l'équation  précédente  donnera 

fl'.  sin.  (•*•'— spt)—8  .  sin.(/*-— 7?/)—  y  .  sin.  (l+'pt); 
0' .  cos.  (-*•'— lpt)'=rQ  ■  cos.  ("F—  'pt)+y  .  cos. (l+lpt). 

Ces  équations  feront  connaître  la  précession  "J1"'   et  l'inclinaison 
0'  de  l'équateur,  rapportées  à  l'orbite  de  Jupiter. 

Il  suffit  pour  les  besoins  actuels  de  l'astronomie,  d'avoir  les 
valeurs  de  ces  quantités ,  en  séries  convergentes  pendant  deux  ou 
trois  siècles.  Prenons  pour  plan  fixe,  celui  de  l'orbite  de  Jupiter 
au  commencement  de  iy5o,  et  fixons  à  cet  instant  l'origine  du 
temps  t.  Prenons  de  plus  ,  pour  axe  des  x  ,  la  ligne  de  l'équinoxe 
du  printemps  de  Jupiter,  à  cette  époque.  Supposons  ensuite  que 
l'on  ait,  en  réduisant  en  série,  et  négligeant  le  carré  de  t , 

y  .  sin.  7  ==  at  ; 
y  .  cos.  7;=  bt; 

a 
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a  et  b  étant  des  constantes  faciles  à  déterminer  par  les  formules 
du  déplacement  de  l'orbite  de  Jupiter,  données  dans  le  sixième 
livre.   Les  équations  précédentes  donneront 

lA  =  o  ; 

Ensorfe  que  YL  est  l'inclinaison  de  l'équateur  à  l'orbite  de  Jupi- 
ter en  1750; 

Enfin,  si  l'on  nomme  yx  l'inclinaison  de  l'orbite  du  satellite  m, 
au  plan  fixe,  et  7,  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  ;  on  aura, 
lorsque  l'on  ne  considère  que  les  quantités  relatives  au  déplace- 
ment de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  Jupiter, 

L  —  l—X  .  (L  —  L'); 
ce  qui  donne 

/— (i_ a)  .  L+X  .  TJ , 

d'où  il  est  facile  de  conclure 

y,  .  sin.7t  =  (i — A)  .  Q  .  sin.^  +  A  .  y  .  sin.f  ; 
yz  .  cos^i^A — .1)  .  ô  .  cos.^-f-A  .  y  .  cos.7. 

Ainsi,  en  n'ayant  égard  qu'au  déplacement  de  l'équateur  et  de 
l'orbite  de  Jupiter  ;  on  aura 

y,  .  sin.  7,  =  (1  —  A)  .  lL  .  lpt-\-\  .  at; 
y1  .  cos.7,  =  (A  —  1  )  .  lL  +  A  .  bt. 

Relativement  aux  valeurs  de  p  qui  dépendent  de  l'action  mu- 
tuelle des  satellites,  U  est  nul-,  puisque  l'orbite  de  Jupiter  n'est 
point  déplacée  sensiblement  par  l'action  des  satellites.  On  peut  en- 
core négliger  la  valeur  de  L  relative  à  ces  valeurs,  eu  égard  aux 
valeurs  correspondantes  de  /,  /,  etc.;  car  il  résulte  de  la  dernière 
des  équations  (H)  ,  que  la  valeur  de  pL  est  multipliée  par  le  petit 

facteur  — =^ ;  elle  est  donc  de  l'ordre  du  produit  de  l'ellipti- 

cité  de  Jupiter,  par  les  masses  des  satellites,  quantités  que  nous 
Mécan.  cél.  Tome  IV,  F 
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avons  négligées  clans  ce  qui  précède;  ainsi,  nous  pourrons  négliger 
pL,  et(o).£,par  rapport  à(o)./,  (i)./,  etc.  Les  quatre  pre- 
mières des  équations  (H)  deviendront  alors 

o  =  ( P  —  (°)  —  0  —  (°> 0  —  (°>2)  —  (°>5)}  •  l 
+  (o,i)./'-f.(o,2)./"  +  (o,3).r; 

+  (i,o)./+(i,2)  ./'H_(I^5).r5 
o  =  {^-(2)-|T]-(2jo)-(^i)-(2,3)}.r 

+  (2,o)./  H-(2>i)./'  +  (2,3).r; 


{/,_(5)-    5   _(3,o)-(3,i)_(3,2)}.r 


+  (3,o)./+(3,i)./'  +  (3,2)./"; 
Si  l'on  suppose 

/  disparaîtra  des  équations  précédentes  qui  donneront  quatre  équa- 
tions entre  les  indéterminées  £',  £",  Ç"  et  p  >  d'où  l'on  tirera /?,  au 
moyen  d'une  équation  du  quatrième  degré.  Soient  p,  pl}  ps,  pif 
les  quatre  racines  de  cette  équation ,  et  désignons  par 

9/         7u        pm   .    pi        pn       pu.         p  p„        pm  , 

S.  >  Si  >   Si  '   Ss  >  S*'  S*  5   S3*  S3  '  Ss  ' 

ce  que  deviennent  £',  £",  £w,  lorsque  l'on  y  change  successive- 
ment p  en  /?,,  p^  et  /73 -,  supposons  ensuite  que  s,  s',  s"  etsm,  au 
lieu  d'exprimer  comme  ci-dessus  les  latitudes  des  satellites  m,  m', 
?7z"  et  m",  au-dessus  du  plan  fixe,  expriment  leurs  latitudes  au-dessus 
de  l'orbite  de  Jupiter,  latitudes  qu'il  importe  surtout  de  connaître 
dans  le  calcul  de  leurs  éclipses  5  nous  aurons 

s  —  (X—  1)  .  S'  .  sin.  OH-*') 
-f-/  .  ûn:{v-\-pt  +  A  ) 
4-/r  .  sin.(î>+/V-f-A,) 
+  /a  . -sin.(2>+/92*  +  Aa) 
-f-/3  .  sin.(v-\-pd-\-hci) 
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s'  —  (  a'—  1  )  .  S',  sin.  (V  +  V) 
+  £'  ./.sin. (2/  +  /^  +A) 

+  {;./,.  sin. (2/  +  ;;,*+ At) 
+  £./2.sin.(>-f-/^H-A2) 
+  £./3.sin.(  y-j-^+A,) 

s"  —  (A"— 1)  .ô'sin.(^+^') 
-\-l" .  I  .sm.(v"-{-pt-\-A) 

+  £'./,.  sin.  (2/ +^-fAr) 
+  £./,.  sin.  (*"+/;,*+ A,) 
+  ^.l3.sin.(v"-\~p3t-{-A3) 

sm=  (\m—  1  )  .  ô' .  sin.  (vm-\--¥) 
+  £*./  .  sin.(z/"+/^+A) 

+  |f.£'.  sin. (v"'-\-plt  +  A,) 

+  £./*.  sin. (*•+#,*  + A.) 

+  ^./3.sin.(2,"'+^H-A3). 

Les  constantes  /,  l1}  l2,  l3;  A,  Ai,  A2  et  A3  sont  huit  arbitraires 
que  l'observation  seule  peut  déterminer.  Si  l'on  veut  avoir  les 
latitudes  des  satellites  au-dessus  du  plan  fixe ,  il  suffit  d'ajouter  aux 
valeurs  précédentes  de  s,  s',  s",  s"',  leurs  valeurs,  dans  la  suppo- 
sition où  ces  astres  seraient  mus  sur  l'orbite  même  de  Jupiter. 

11.  Considérons  présentement  les  inégalités  du  mouvement  des 
satellites  en  latitude ,  qui  dépendant  de  leur  configuration  mu- 
tuelle ,  acquièrent  de  très-petits  diviseurs ,  par  les  intégrations.  Il 
est  clair  que  les  termes  de  l'équation  différentielle  (3)  du  n°  2, 
qui  dépendent  d'un  angle  très-peu  différent  de  v,  acquièrent  de  sem- 
blables diviseurs-,  or  si  l'on  ne  considère  que  la  première  puissance 
des  inclinaisons  des  orbites,  tous  les  angles  des  différens  termes 
de  cette  équation  sont  compris  dans  la  forme /.(v,-—  v')zt:v'.  v'  étant 
très-peu  différent  de  \  v,  l'angle  i  (v — v'.)dbv  différera  très-peu  de  v, 

.  i±Li  ,     . 

S1  — —  =i)  ce  qui  donne  ou  i=  i}  ou  i=.  3.  Dans  le  cas  de  z=  1, 

Fa 
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l'angle  dont  il  s'agit  se  réduit  à  v ,  et  dans  le  cas  de  i  —  3  ,  cet  angle 
se  réduit  à  ov — Içf .  Nous  venons  d'examiner  le  premier  de  ces 
deux  cas,  dont  dépendent  les  variations  séculaires  de  l'orbite  ;  il 
nous  reste  donc  à  considérer  les  inégalités  dépendantes  de  l'angle 

L'expression  de  R  contient  le  terme  m'  .A^.  cos.^^ — 4V')'?  Ie 
terme  — T^T^VTv")  >  ^e  l'équation  différentielle  (3)  du  n°  2  ,  pro- 
duit donc,  en  y  faisant  sz=l.sin.(v-j-pt-}-A  ),  et  en  substituant 

-  au  lieu  de  i,  et  a  au  lieu  dey-,,  le  terme    - 
n  '  h*' 

4m  •  aA^  .  I .  sin.  (4-v  —  4V')  •  cos-  (v-\--v -{-  Kj. 


En  substituant — pour  v',  ce  que  l'on  peut  toujours  faire,  lorsque 

l'on  néglige  les   excentricités  des  orbites  ;  la  fonction  précédente 
donnera  par  son  développement ,  le  terme 

2m'  .aA^l.l .  sinY3y  —  ^-  .  P—E  .  v  —  A  Y 

\  11  n  / 

Le  terme  7p .  T-t- ) ,  de  l'équation  différentielle  (3)   du  n"  2  donne 
les  suivans, 

m'.ahï. .  U  s. {BV+B&}. cos. (&—  &')— £^.*'.cos.(3y— 3*/)}  f 
d'où  résulte  dans  l'équation  (3),  le   terme 

i  i-.7»'.aV.{5W/'—|.(JBC5>H-JB°))./}.sin.  fe — ^  .î,_Ei,_A). 

Cette   équation  devient  ainsi,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dé- 
pendans  de  l'angle  5p — 4V'} 

dds -,   nr»     V    >    ((QaJ^  —  i:.aîa'.(B&  +  B^-)}.h     .     /„        4*?  p  \ 

i  . 

.A7,*  étant  par  le  n°  9,  égal  à 

1  -|-a.^=iî2H-î.Ç  +  i.2.W'tf.fl'.JB<1>ï 
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Ou  a  par  le  n°  49  du  second  livre, 

saAW  —  %  a*. a'.  (S(5)  +jBC3>}=—  a*,  bf—  \  *\M5)  —  \  a\bcP; 

*  J  a 

la  formule  (a)  du  même  n°  donne 

TjC^J ^ a     „ 

u       tmimm,  ......  .,1     1 

è  7* 

et  l'on  a  par  le  même  11% 

2.A.b<P—(l-\-d?).b(fi 

uî.  — '  7  * 

d'où  l'on  tire 

3.  %  2.  a 

l'équation  différentielle  précédente  devient  ainsi 

«^  2  |  '  X.  H  7i  / 

ce  qui  donne  en  intégrant 

î  |  • .  •    ••      \  n  11  /  V% 


\  n  n/  l 

Le  diviseur  est  égal  à  {3  -^-  —  £  +  2V,  }.{3  —  ~  —  \—  #,}. 

-  étant  très-petit,  IV,  étant  très-peu  différent  de  l'unité,  et  n  étant 
n 

à  très-peu-près  égal  à  2  n';  le  facteur  5  —  - —  IV,,  est  fort 

petit,  et  le  facteur  3—  —  —  ^-f-jV,  est  à  très-peu-près  égal  à  25 
ce  qui  donne,  en  restituant  y'  pour  —  .v ,  et  /;  pour  -, 

l'.cf.bfïy  —  Z).sin.  (3f  —  4t/— pi  —  A) 


771 

5;= 


*$*»*» 
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Il  est  clair  que  les  différentes  valeurs  de  p,  de  /  et  /',  donnent  dans 
l'expression  de  s,  autant  de  termes  semblables  au  précédent. 

Ces  inégalités  de  s  surpassent  considérablement  les  autres  qui 
résultent  de  l'action  des  satellites  sur  ?n,  à  cause  de  la  petitesse  de 
leurs  diviseurs  ;  ce  sont  parconséquent  les  seules  auxquelles  il  soit 
nécessaire  d'avoir  égard;  et  cependant,  nous  verrons  dans  la  suite, 
qu'elles  sont  insensibles.  L'action  du  soleil  produit  dans  la  valeur 
de  s  une  inégalité  que  la  petitesse  de  son  diviseur  peut  rendre  sen- 
sible :  cette  inégalité  dépend  de  l'angle  v  ■ — 2U;  et  l'on  trouve 
aisément  par  le  n°  9,  que  l'équation  différentielle  en  5  devient,, 
en  n'ajant  égard  qu'à  elle  seule, 

0=  j-r  +  iV'.^H r.  (L —  /)  .  sm.fv .  v — <-.  v  —  A  ); 

ds?    '        l  '     2712      x  '  V  n  11  J1 

d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

3M*    ,„,      /',,.;,./        zM 


_  An* 


(U—  l)  .sin/t/  — i^  .  v  —  P-  .  v  —  k\ 
\  11  n  / 


2  M 


+  1+NL—1 


En  réunissant   donc  les  parties  de  s   dépendantes    des  configu- 
rations des  satellites  et  du  soleil ,   on  aura 

m'.ce.bf1  .(/'—  0  .  sin.  (3v— 4/  —  pt  —  A) 

\  n         n  / 

4-i-  •  (Z/— Z)sin.  (v—  zU— pt—  A) 

___  4^ '__'. 

îE  +  l  +  jsr^, 

chacun  de  ces  ternies  étant  supposé  représenter  la  somme  des  termes 
semblables  ,  correspondait    aux  diverses  valeurs  de  p. 

Dans  les  éclipses  du  satellite  m ,   U  étant  égal  à  fort  peu  près 
h.  v  —  200°  )  la  seconde  de  ces  inégalités  se  réduit  à 

3  M0- 
^-.(L'-/).sin.(u+7;t  +  A) 


2.M 


+  P-+JW-1 
n        n 
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Lorsque  les  valeurs  de  p  sont  relatives  aux  raouvemens  de  l'équa- 
teur  et  de  l'orbite  de  Jupiter  ,  on  peut  négliger  p,  eu  égard  k  M; 
de  plus  ,  la  somme  de  tous  les  termes  (1! — ■/)  .  sin.(v-j-pi-\-A) , 
est  alors  égale  à  (A— 1)  .  6' .  sin.(^  +  ^'  )  ;  l'inégalité  précédente 
devient  danc 

4^ . 

^.  +  Nl  —  i 
n 

ainsi  l'inclinaison  6'  de  l'équateur  à  l'orbite  de  Jupiter,  conclue 
par  les  éclipses  du  satellite  m ,  doit  être  diminuée  dans  le  rap- 

3M2 
port  de  l'unité   à  1  + 


4„..(^+ff,_,y 


Considérons  de  la  même  manière ,  les  inégalités  périodiques  du 
mouvement  du  second  satellite ,  en  latitude.  Reprenons  pour  cela, 
l'équation  différentielle  (3)  du  n°2;  elle  devient,  relativement 
au  second  satellite, 

dds'    ,     ,        ,     dS      /dR\    ,      ,     /dR'\ 

0  =  lî^+s-a--dV\d7)-^a  <\w)* 

R'  étant  ce  que  devient  R  relativement  à  ce  satellite.  Les  termes 
de  cette  équation  différentielle  qui  dépendent  de  l'angle  av — 5v't 
acquièrent  un  petit  diviseur ,  parce  que  v  étant  très-peu  différent 
de  o.v' ,  le  coefficient  de  v,  dans  l'angle  zv-—5v',  diffère  très-peu 
de  l'unité  ;  il  importe  donc  de  considérer  ces  fermes.  En  n'ayant 
égard  qu'à  eux  seuls ,  il  est  facile  de  voir  par  le  n°  9 ,  que  l'équa- 
tion différentielle  précédente  devient 

o=^+iVf ./—  {c'.^W+i.a'2.a.(5C0+J5C5))}.7nZ'.sin.  (aw— 3i/'—  ^  .  /—  A) . 
-K  •  «'*•  à  .  Z?œ  .  ml .  sinfzv  —Zv'^-JL  .  v'—t\  ; 

IVf  étant  ce  que  devient  2V,2  relativement  à  ni ' ,  et  les  valeurs  de 
A™,  -B0),  B^\  etc.  étant  les  mêmes  pour  R  que  pour  R.  On 
aura  donc  par  le  n°  49  du  second  livre , 
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On  a  par  le  n°  cité, 

?        4       »         4       ?  ! 

ce  qui  donne 

o=^+i\^./+|.£e.è(3).m.(/_0.sin.^./_3/_£;.v^A^. 
d'où  l'on  tire  en  intégrant 

/ i \n n  / 

\  n  n  V 

L'action  du  troisième  satellite  ajoute  encore  à  l'expression  de  s', 
un  terme  qui  peut  devenir  sensible  par  son  petit  diviseur,  et 
qui  est  analogue  à  celui  que  l'action   de  m'  sur  m   produit  dans 

l'expression  de  s;  en  nommant  donc  b'^,  ce  que  devient  tfp  rela- 
tivement au  second  satellite  comparé  au  troisième  ;  on  aura  pour 
la  partie  de  s'  dépendante  de  l'action  de  m", 

m" .  a'* .  (F—ï  )  .  b,(p  .  sin.  (3/— j  4v"—pt  —  A) 

<*••(!-£-*! -.5) 

On  peut  réunir  dans  un  seul  les  deux  termes  de  l'expression  de  s', 
qui  dépendent  de  l'action  du  premier  et  du  troisième  satellites  j 
en  effet,  on  a  à  très-peu-près,  comme  on  l'a  vu, 

v  —  5v'  -f-  2  v"  =  200°  ; 
ce  qui  donne 

sin.  (3z/ —  4^"  —  pt —  A)  ==sin.  (2i>  —  5p' — pt —  A). 

Si  l'on  joint  à  ce  terme  celui  qui  dépend  de  l'action  du  soleil, 
et    si  l'on  considère    que  l'équation    n  —  on'  ~\-  211"  =  o  ,  donne 

-r —  3  =  3  —  — ,-j  on  aura  pour  l'expression  des  inégalités  du  mou- 
vement 
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Tement  du  second   satellite  en  latitude,  relative  aux  configura- 
tions mutuelles  des  satellites  et  du  soleil, 

\n  n  / 

ZM>.  (L'—l')  .  sin.  (/—  zV  —  pt  —  A) 

^.(ir  +  ^+5— ) 

On  trouvera  de  la  même  manière,   pour  l'expression  des  inéga- 
lités correspondantes  du  troisième  satellite  en  latitude  , 

m'.d.if  .(J—r).b'f> 

s'= y—, â—  sin.  (  21/  —  5S  —  pt—A) 

,„   /ara  p  \         v  r  * 

ZM"-.(U—l')  .  sin.  (y"—  aU—  pt— A) 

Enfin  la  même  expression  devient  relativement  à  Saf 

w 3M\(L'—  T)  .sin.  (!/•—  aZ7—  pt — A) 


4„-,(^+w:+&_,) 


2V/  et  Nf  étant  ce  que  devient  Nt ,  relativement  au  troisième  et  au 

quatrième  satellites.  On  doit  appliquer  au  dernier  terme  de  cette 
expression ,  et  aux  termes  semblables  des  expressions  de  s'  et  de  5% 
ce  que  nous  avons  dit  sur  le  terme  correspondant  de  s,  c'est-à- 
dire  que  dans  les  éclipses ,  il  se  confond  avec  celui  qui  dépend 
de  .l'inclinaison  de  l'équateur  à  l'orbite  de  Jupiter  ,  et  qu'ainsi, 
il  diminue  l'inclinaison  conclue  de  ces  phénomènes.  On  doit  ob- 
server encore,  que  dans  toutes  ces  expressions,  on  peut  suppo- 
ser sans  erreur  sensible  , 


Mécan.  cél.  Tome  IV.  G 
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CHAPITRE    V. 

Des  inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons   des  orbites. 

i3.  Il  suffit  dans  le  calcul  de  ces  inégalités,  d'avoir  égard  aux 
inégalités  séculaires  analogues  à  celles  que  nous  avons  détermi- 
nées pour  les  planètes  ,  dans  le  n°  5  du  sixième  livre.  Il  résulte 
de  ce  n° ,  que  si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  de  m'  sur  m,  la 
partie  de  anR,  dépendante  des  seules  inégalités  séculaires ,  est 


—  i-(p,ï).{e%-\-e,(l}-\-\o,i\  .eef.cos.(œr' — <sr) 

+  î-(°,0-{tf—  ^,. 3/.  cos.  (7;  —  7.)  +  y;}; 

yx  et  3/  étant  les  inclinaisons  des   orbites  de  m  et  de  m',  sur  le 

plan  fixe  ;   7t  et  %  étant  les  longitudes    de   leurs  nœuds   ascen- 
dans  sur  ce  plan. 

La  partie  de  an .  R ,  dépendante  de  l'action  du  soleil,  et  re- 
lative aux  inégalités  séculaires,  est  par  le  n°  1  , 

—  I.Q.  {e*+H>  —  y+  2?l.y.cos.(1l  —  7)  —  y}. 

Enfin,  la  partie  de  an.R,  dépendante  de  l'ellipticité  du  sphé- 
roïde de  Jupiter,  est  par  le  même  n° , 


On  aura  donc 


££  .{flï+20.^1..cos.  (^-f-7,  )+>*,— e2}- 


5i 
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•   f{(o)  +  f^]+(o,i)  +  (o,2)  +  (o,3)}.e.cos.«r  1 

( — 0,1  Le.cos.<zzr —  |o,2j .  e  .  cos.'Zêr — [opj .  e  .cos.'Zër  \ 

,,      .       N  ){(o)  +  M  +  (o,i)4>,2)4>,5)}.e.sin.<3r  ) 

v  '   (—  [o,iJ.£.sin.<sr — |o,a|.e  .sin.^ — [o,5j.e  .sm.-sr  J 

+     (?I-Sin'7°^-(o)Asin.*-0.^sin^^ 

On  a  par  le  n°  6, 

e  .  sin.  <sr  =  — ■  h  .  sin.  (gt-j-T)  —  etc.  ; 
e  .  cos.<3r  = —  7z .  cos.  (gt-j-T)  —  etc.  ; 

les  équations  entre   h,  h',  etc.,  du  n°  cité,  donneront  ainsi  les 
suivantes: 

<Z-(C-<gn-")  =  {(o)  +  [ô]  +  (o,i)4-Cop)  +  (o,5)}-g.cos.^ 

—  fojij  .  é .  cos.^' —  [0J2]     e" .  cos. ■ter" —  |o,5[ . e" . cos. <arw  j 

iiî^i^  =  _{(o)  +  |T|+(o,I)  +  (o,2)H-(o,5)}.e.sin.^ 

+  E3  '  e''  sin'^'  +  [°>f]  •  e"-  sin. ^"+[0,5]  .e'".sin.  m" '. 

On  a  ensuite 

s  —  yt  .  sin.  (y —  7,). 

En  comparant  cette  équation  à  celle-ci  , 

s  —  l .  sin.^-j-yCtf-J-  A)  -f-/x  .  sin.  (^  -{-ptt-\-  A,)  -f-  etc.; 

on  a 

y,  .  sin.  7r  =  — ■  /.  sio.(pt-{-  A)— >etc, 

yt.cos.  7,=       /.  cos.  (pt  -f-  A)-f-etc. 

Les  équations  entre  /,  /',  etc.  du  n°  9  donneront  donc  les  suivantes: 

G2 
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"(o).0.cos.'^-{-[o].j,.cos.7+(o>i).>;.cos.7î+(o,2)^;'.cos.7';+(o,5).^.cos.7f; 

iL^£0=((o)+[^]+(o^)H_:(o^)+(Oj5)}.>i.sin>7[ 

— (o).0.sin.^— [ô].>.sin.7— (p,i).yl.sin.Vr-  (o,2).>;'.sin.7?— (o,3).>f.sin.7? } 

En  substituant  ces  valeurs  de  d  .  (e  .  sin.^r),  d .  (e  :  cos. <sr )  , 
</(>! .  sin.  7,  ),  ^(>i  •  cos.  7t),  dans  l'expression  précédente  de 
an  .  àR;  on  trouve  qu'elle  se  réduit  à  zéro. 

Reprenons  maintenant  l'équation  (  2  )  du  n°  2,  ou  plutôt  sa 
différentielle  d'où  nous  l'avons  tirée  dans  le  n°  46  du  second 
livre  , 

d.  (zr.d.Sr  +  dr .S'r) ^San     ri-n       san        f  dR\ 


dt 


l/i— e1 


On  peut  ici  faire  abstraction  du  diviseur  V  \ — e*,  et  le  sup- 
poser égal  à  l'unité.  A  la  vérité,  si  le  numérateur  renfermait  une 

constante  g,  elle  produirait  dans  —rr1}  le  terme  \g.e°-,  à  raison 

de  ce  diviseur  développé  en  série ,  et  il  serait  nécessaire  de  con- 
server ce  terme.  Mais  la  constante  g-  produirait  dans  JV,  ,  le  terme 
gt,  et  alors,  nt  ne  serait  plus  le  moyen  mouvement  dewz,  ce  qui 
est  contraire  à  nos  suppositions-,  il  faut  donc  que  la  constante  g- soit 
nulle,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire,  en  ajoutant  une  constante 
convenable  à  l'intégrale/di?. 

Si  l'on  n'a  égard  qu'aux  inégalités  séculaires  de  e  et   de  car  9 
en  a 

r—a.{i  — e.cos.(«/  +  ;  —  -îs-}  ; 

cT/-= — at .  j^.cos.  (nt-\-e — ©-)-f-e .-^- .sin.  (#£+?  —  <sr)\  ; 
ce  qui  donne,  en  ne  conservant  que  les  termes  multipliés  par  t 

•  -i  r   t  1         firr  dde       ddu 

sans  sinus  et  cosinus  de  nt ,  et  négligeant  les  dmerences-^et-^-, 
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qui  sont  incomparablement  plus  petites  que  -^  et  -4r, 

zr.d.h'4-dr.i'r       ,  .    (  d  (e.sin.'sr')  .  d.  (e.cos.w)i 

En  différenciant  et  négligeant  les  différences  et  les  produits  des 

. . ,  t    de      .    d-m 

quantités  j-  et  -7-,  on  aura 

En  substituant  au  lieu  de  •■       *. "'  -  et  de    —  jT      >  leurs  valeurs 

précédentes;  on  aura 

..(a^^.i0=:,-[(o)  +  |g+^i)  +  (o^)  +  (Ojg)}    ^ 

—  \.  ro~,7J  .ee'.cos.(w' — <sr) — |.  [ôTà]  . e"g.cos. {nx° — w) — f.fô^l  .eV.ços;(<â-" — îô-). 

Le  terme  ydi?  est  nul  par  ce  qui  précède  :  il  résulte  du  n°  5 
du  livre  VI >  qu'en  ne   considérant  que  l'action  de   vï  sur  m  , 

et  faisant  iaz=.i  ,  la  partie  constante  de  —  •r-(-j-)>  qui  est  mul- 
tipliée par  les  carrés  et  les  produits  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons des  orbites,  est  égale  à 

i  i.rt.n.  (,+0.{.-.(^)+^.(^)+ï^.(^)} 

+ÏÎ2.{,I-a'.iJ™+flV.(^i)}.{>;--2>;.>,.coS.(i;-7)+3,;}. 

L'action  des  satellites  m"  et  mm  produit  des  termes  analogues» 
L'action  du  soleil  produit  dans  ~—-r\--r)>  le  terme 

—  a.[ô].{eH-£P— >;  +  2>,>.cos.(7I—  7)  —  3/}.   ■ 
Enfin  la  partie  de  — .  r  •(-£),  dépendante  de  l'ellipticité  de  Ju- 
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piter,  produit  le  terme 

5.(o).-jy—  9»     -29>,. cos.  (^  +  7,)  —  ^}; 

on  aura   donc  ainsi  l'expression  de       ,    '.    Pour  avoir    celle    de 

— t—  ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  projection  de  d.^i>l  sur 
le  plan  fixe,  et  divisée  par  dt;  il  faut,  par  le  n?  5  du  livre  VI, 
ajouter  à    ' ,  ■  - ,  la  quantité 

,      (  „     d.(yl.s'm.1l')  .      „      d.(ys. cos.7,)  ) 

ou 

-T-{(o)4-[o]  +  (o,i)-f-(o,2)  +  (o,3)}./ 

i.(o).9.>I.cos.(^+7,)+i-[o]-»[-cos(7l— 7)+l(o,i).>I>^.cos.(7l— ,7;) 

4-i.(o,2).3/l.>;'.cos.(7l— 7';)+Ko,5).>I.^'.cos.(71—  7f). 

En  rassemblant  ensuite  tous  les  termes  de  -jr-,  et  intégrant  ;  on 
aura  l'équation  séculaire  du  satellite  m.  On  doit  observer  ici  que 

e2  =  (e .  cos.^)2  -f-  (e .  sin.<?ï-)2  ; 
ee' .  cos.(-3r' — t«r);==ç .  cos.'zzr .  e' .  cos.^'-f-e .  sin.-w .  e' .  sin.ts-'. 

Par  ce  qui  précède,  e.sin.tzr  est  égal  à  la  somme  des  termes 
—  /z.sin.(g-/-{-r)  —  /z,.  sin.  (g\t  +  T,) — 'etc.,  et  e.cos.^r  est  égal 
à  lasomme correspondante  — 7z.  cos.(g-/-f-r) — 7z,  .cos.(g'tz*+r,) — etc. 
e'.sin.<î</,  e' .cos. *ûtr',  etc.  sont  les  sommes  de  termes  semblables; 

on  aura  ainsi  dans  l'expression  de-^— ,  i°.  des  termes  constansj 

2°.  des  termes  multipliés  par  les  cosinus  de  2gt-\-2T,  2g\t-\-2Yx , 
(.§ — £"0^4"  F — rt,  etc.  On  pourra  négliger  les  termes  constans, 
parceque  les  termes  qui  en  résultent  après  l'intégration  ,  étant 
proportionnels  au  temps ,  ils  se  confondent  avec  le  moyen  mou- 
vement de  m.  On  doit  appliquer  les  mêmes  considérations  aux 
termes  dépendans  des  inclinaisons  des  orbites. 

i3.  Les  termes  les  plus  considérables  de  l'expression  de  l'équa- 
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tion  séculaire  de  vi ,  sont  relatifs  aux  variations  séculaires  de  l'équa- 
teur  et  de  l'orbite  de  Jupiter  :  ils  sont  analogues  à  ceux  d'où  ré- 
sulte l'équation  séculaire  de  la  lune  ,  que  nous  avons  développée, 
dans  le  septième  livre.  Pour  les  obtenir,  il  faut  substituer  dans 

l'expression  précédente  de—1—,  les  valeurs  de  ^.sin.7,  y  cos.  7, 

"$",  6 ,  j^.sin.  7,,  etc.  trouvées  dans  le  n°  io.  On  aura  ainsi',  en  né- 
gligeant les  termes  constans  ,  et  supposant  que  l'excentricité  H 
de  l'orbite  de  Jupiter  développée  en  série,  est  égale  à  Hl~\-ct-\-Gtc. , 
H,  étant  la  valeur  de  H  à  l'origine  du  temps,  t , 

d.U 


^fz=4\7\.(i—\y.'L.bt—6.(o).\\*L.b£ 

_<_  (i— A). A. {(0)  +  [o]-{-(o,i)  +  (o,2)  +  (o,3)}.'Z.  H 
— jr.  A.  (o). '£,£/— j.(i—  X).\ô].lL.bt 

+  i.(o,i).{(A-i).A'+(A'-O.A}.'X.^ 

-K.(o,2).{CA—  i).A"4-(Aff—  i).\}.*L.bt 

+  i.(o,5). {(A—  i).A'"-f-(A'"—  i).?,}.'L.bt— 4.[o\.IIt.ct; 

d'où  il  est  facile  de  conclure  au  moyen  des  équations  entre  A,  A',  A*, 
Aw,  données  dans  le  n°  io, 

—  4 . ( i _a)2. [o] .  L . bt— 6(o) . A3 .  '/, . bt— 4 . [ô] . H , . et; 


dJv 

dt 


ce  qui  produit  dans  eJV ,  ou  dans  le  mouvement  du  satellite  m  „ 
l'équation  séculaire, 

2 . (i—  xy. [ô] .  L . bt"— 3 . (o) . A2 .  L .br— 2 . [ô] . H, . ct\ 

Nous  observerons  ici,  que  relativement  aux  trois  premiers  satel- 
lites ,  les  rapports  qui  existent  entre  leurs  moyens  mouvemens  , 
changent  considérablement  leurs  inégalités  séculaires,  comme  on 
le  verra  dans  la  suite. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'nn  satellite,  on  a  par  le  n°  io, 
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Dans   la' théorie  de  la  lune,  [ôT]  est  incomparablement  plus  grand 
que  (o)  ;  on  a  ainsi  à  très-peu-près , 

(o) 

0' 

ensorte  que   Â  diffère  très-peu  de  l'unité  ;  ce  qui  réduit  l'expres- 
sion précédente  de  l'équation  séculaire ,  au  seul  terme  — 2 .  [ol. //,<?. 2*. 


M- 


En  substituant  § .  — ,  au  lieu  de  o  ,  elle  devient — 1 .  —  .//,.  ct\  ce 


n 


qui  s'accorde  avec  ce   que  nous  avons  trouvé  dans  le  n°  23   du 
livre  VIL 

Après  les  termes  que  nous  venons  de  considérer ,  et  qui  doivent 
à  la  longue  devenir  très-sensibles  ,  les  plus  grands  sont  ceux  qui 
dépendent  des  produits  de  0/ ,  S'I',  etc.  ;  car  on  verra  dans  la  suite, 
que  /,  /',  etc.  sont  de  petites  quantités  dont  on  peut  négliger  ici 
les  carrés,  sans  erreur  sensible.  Considérons,  cela  posé  ,  le  terme 

2.  |ô].  (y  — aw,,.  cos.(7,— 7)+^}, 
de    l'expression    de   -37—.    Il    est    facile    de   s'assurer   que 

\\Y—  3^.003.(1,— 7)+^} 

est  égal  à  la  partie  indépendante  de  v ,  dans  le  carré  de  l'expression 
de  la  latitude  de  772,  sur  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter.  Nous 
avons  donné  cette  expression  dans  le  n°  10:  en  développant  son 
carré  ,  en  sinus  et  cosinus  de  v  et  de  ses  multiples ,  et  négligeant 
les  carrés  et  les  produits  de  /  et  de  l';  on  trouve  pour  le  double 
delà  partie  indépendante  de  ces  sinus  et  cosinus, 

(I_X)  .6  +3.(x-i).fl  .j^  ^+As__^H./jiCO8<(/7sf+Ar_i0}. 
le  terme  précédent  de  — 'j— -  produit  donc  le  suivant  : 

/  f>-^  [771  G'  //.cos.C^-f-A-^O+A.cos.C^  +  A,-^)      } 
^a    i;.l°j.o  ^+/a.C0S.(/7^+A<__^+/3.C08.;,3,+  A3_^)r 

Considérons 


SECONDE    PARTIE,    LIVRE   VIII.        5? 

Cor  sidérons  ensuite  le  terme 

-  5. (o).{â*+29.>,. cos.(*+71)+^}. 

L'expression  de  la  latitude  du  satellite  m,  au-dessus  du  plan  de 
l'équateur  de  Jupiter ,  est 

X. Q' .sin.(v-\-*')  + 1 .s'm.Çv -{- pt -\-  \)  +  7l.&in.(v+plt  +  A,) 
-f-/a.sin.(v4-^if-f-A2)  -f-  l3.sin.(v~\-p3t-\-  A3); 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  le  terme  précédent  de  -^—  pro- 
duit le  suivant: 

.       '    '1  +  4. cos.  (p.f+A.—  *')+/3.cos.(/?3*-f-A3—  ¥')," 
Considérons  encore  le   terme  de  -^— 

^.{aV.^o+a3a^^)J.{?:_2>:>>j.COS[(?:_.7i)  +  >r}o 

Nous  observerons  que  y  .cos. 7' — ^t.cos.  7,  et  ^'.sin.?'— >t.sin.7t 

étant   de  l'ordre  A    qui  est  une  très-petite  fraction  relativement 

aux  satellites  de  Jupiter,  le  produit  y — 2y'yl.cos.(1' — 71)4->/"  de 

ces  deux  quantités  est  de  l'ordre  A%  et  qu'ainsi  on  peut  le   né- 
gliger sans  erreur  sensible. 

7      r 

Considérons  enfin  le  terme  de  ~^~- 

at 

t      f  n     dfy,.  sin.'^)  .      „     d(yr.  cos.  7,) 

|.{?,.COS.7,.     ^  dt        '  —  y^m.lt.UL-— }. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  l'on  a 

3^, .  cos.  7,  =     (A — i  ) .  S' .  cos-^'+Z .  cos.(/7/-f-A)-|-etc.—  y .  cos.  7  j 
^.sin.  7,  = — (à — 1)>9'.  sin.^ — l.sin.(pl-j-A') — etc. — y.  sin.7  j 

le  terme  précédent  produit  ainsi  les  suivans: 

"  '■      '  1 +/>„./.. cos.  Q»,t+ A,— f') +ps.'î-cos.(p3*+A3  —  t')/" 

MÉCAN.  cél.  7b7?ze  /F".  H 
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Maintenant  si  l'on  réunit  ces  différens  termes,  et  si  l'on  intègre; 
on  aura  pour  la  partie  correspondante  de  JV , 

C-.sin.(pH-A-*')+~.sin.(/>It_f- A.-^O 

^=-.{6.(o).M-4.0-^).[ô]}-6/-V    i  Pl    i 

/  +  -.sin.(/j2£+A2— -î ')  +  _:. sin.(p3f+A3— ■f')' 

*f,.y      a;.u  *  l -f->a . siri. QjpE-f- A ^--* 0 -+" ^ .sin.(p3'*  +  À3  — *')/" 

Cette  partie  de  JV  est  peu  sensible,  et  l'on  peut  n'y  avoir  égard 
que  relativement  au  quatrième  satellite.  Elle  doit  être  modifiée 
relativement  aux  autres  satellites,  en  vertu  des  termes  dépendans 
du  carré  de  la  force  perturbatrice. 

Si  l'on  transporte  cette   expression  à  la  lune ,   où  l'on  a  vu  que 

À  =  i  —  %À>  e*  relativement  à  laquelle  p  est  à  très-peu-près  égal 
à  [  ol  -,  on  a 

er^~iâ.(o).^rZ.sin.(„+^-^)5 

équation  qui  coïncide  avec  sa  correspondante  trouvée  dans  le  n°  29 
du  livre  VII,  en  supposant  dans  celle-ci  l'obliquité  de  l'écliptique 
très-petite. 
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CHAPITRE    VI. 

Des  inégalités   dépendantes  du   carré   de  la  force, 
perturbatrice. 

i4>  Il  o  u  s  avons  déjà  considéré  dans  le  chapitre  VIII  du  second 
livre,  la  plus  remarquable  de  ces  inégalités.  Elle  dépend,  comme 
on  l'a  vu,  de  ce  que  dans  l'origine,  la  longitude  mojenne  du 
premier  satellite,  moins  trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois 
celle  du  troisième,  a  très-peu  différé  de  la  demi-circonférence  \ 
et  alors,  l'attraction  mutuelle  de  ces  trois  satellites  a  suffi  pour 
faire  disparaître  cette  différence.  Nous  allons  reprendre  ici  cette 
théorie  délicate,  par  une  autre  méthode;  lui  donner  plus  de  dé- 
veloppement, et  déterminer  son  influence  sur  les  diverses-  inéga- 
lités de  ces  satellites. 

Si  l'on  considère  les  orbites  comme  des  ellipses  variables  ;  £  re- 
présentant la  longitude  moyenne  du  satellite  m,  on  a  par  le  n°  65 
du  second  livre, 

ddÇ  =  5andt .  dR. 

Ne  considérons  dans  l'expression  du  mouvement  des  satellites  , 
que  les  termes  dépendans  de  l'angle  ni  —  fhïi  -f-  2n"t  -f-  g — -5/-f-3/, 
et  qui  ont  pour  diviseur  (n  —  5/z' -f-  zn")1 ,  l'extrême  petitesse  de 
ce  diviseur  pouvant  les  rendre  sensibles.  Il  est  clair  que  5andt.dR 
renfermant  des  termes  dépendans  de  l'angle  dont  il  s'agit;  ces 
termes  acquièrent  par  la  double  intégration,  ce  diviseur.  Mais 
ils  ne  peuvent  être  introduits  dans  v,  que  par  l'expression  de  £;  car 
il  est  facile  de  s'assurer  par  l'inspection  des  valeurs  de  de ,  dw, 
de,  de' ,  etc.  données  dans  le  chapitre  III  du  second  livre  ,  qu'elles 
ne  peuvent  produire  dans  v  de  semblables  termes ,  du  moins  si 
l'on  n'a  égard  qu'au  carré  de  la  force  perturbatrice.  En  ne  con- 

H2 
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sidérant  donc  que  les  termes  qui  doivent  par  les  intégrations  , 
acquérir  ce  diviseur  ;   ou  aura 

ddv==.  Sandt.dR. 
On  aura  pareillement 

ddv'—Sa'n'.dt.&R'', 

ddS=5a"n".dt.d"R"-T 

R'  et  R"  étant  ce  que  devient  R  relativement  aux  satellites  772'  et  772T, 
et  les  caractéristiques  d,  d',  d"  se  rapportant  respectivement  aux 
coordonnées  de  m,  m',  772".  Il  faut  maintenant  déterminer  les  termes  de 
dR,  à'R',  d"R%  qui  dépendent  de  l'angle  nt—?>n't-\-iiit-\-i—'*>î-{-iï. 

Les  expressions  deR,  R',  R"  ne  renferment  point  drangles  dé- 
pendans  de  v —  ?>v'-{-2<f;  elles  ne  donnent  par  leur  développement, 
que  des  termes  dépendans  des  rayons  vecteurs,  des  latitudes,  des 
élongations  v —  v',  v —  v",  v — vr,  des  satellites  et  des  multiples 
de  ces  élongations.  Mais  en  y  substituant  au  lieu  de  r,  v,  r,  v' ,  etc. 
les  parties  de  leurs  valeurs  dépendantes  des  forces  perturbatrices  ; 
il  peut  en  résulter  dans  dR ,  d'R',  d"R",  des  termes  de  l'ordre 
du  carré  des  forces  perturbatrices,  et  dépendans  de  l'angle 
772* — ■  5n't-±- in"t-\- i — 3é'+2£"-  Nous  avons  déterminé  précédem- 
ment les  perturbations  de  r,  v,  r' ,  v' ,  r",  v";  et  nous  avons  vu  dans 
le  n°  4  que  les  principales  inégalités  de  r  et  de  v ,  dues  aux  forces 
perturbatrices  dépendent  de  l'angle  int  —  2n't;  que  celles  de  r  et 
de  v'  dépendent  des  deux  angles  nt—~n't  et  2n't  —  2?i"t;  enfin,  que 
celles  de  ?•"  et  de  v"  dépendent  de  l'angle  72'/;  — 72"/.  Ces  inégalités 
acquièrent  par  les  intégrations  ,  de  très-petits  diviseurs  qui  les 
rendent  beaucoup  plus  grandes  que  les  autres  inégalités,  ensorte 
que  l'on  peut  ne  considérer  qu'elles  dans  la  question  présente. 
Quelques-uns  des  argumens  de  ces  inégalités,  en  se  combinant 
avec  les  élongations  des  satellites,  et  leurs  multiples,  par  ad- 
dition ou  par  soustraction,  peuvent  former  l'angle  722"  —  3/z' 't-{- 272" '/;, 
Les  argumens  2nt  —  211 1  et  72'/  —  72"/  ne  peuvent  visiblement  le 
former  par  leur  combinaison  avec  les  angles  v — v' ,  v  —  v",  v — v% 
et  leurs  multiples,  en  y  changeante,  v',  v",  dans  nt\t,  n't-\-tf 
n't-t-t";  ainsi  dans  les  expressions  de  dR?  d'R',  d"R',  on  peut  se 
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dispenser  de  considérer  les  perturbations  des  satellites  m  et  in"  ; 
il  suffit  d'avoir  égard  à  celles  du  satellite  m'.  Son  inégalité  re- 
lative à  l'angle  zn't  —  iri't ,  en  se  combinant  par  voie  de  sous- 
traction avec  l'angle  v —  v',  et  son  inégalité  relative  à  l'angle 
nt — n't,en  se  combinant  de  la  même  manière  avec  l'angle  2f' — 2/, 
produisent  des  termes  dépendans  de  l'angle 

ni  —  Zn't  -f-  2/1" 1 -f-  s  —  3i  -f- 2/. 

Considérons  le  terme  7n'  .A^.cos^v — v')  de  l'expression  de  R, 
Eu  n'ayant  égard    qu'à  ce  terme ,   on   a 

èR—~ m'.A^.dv.sin.(y— 0+TO'-(^r)  -dr. cos.  {v— v'). 

Si  l'on  néglige  les  perturbations  de  m  et  les  excentricités  des 
orbites,  on  a   dr=o  et  dv=.ndt;  partant 

àR  =  —  m'.A(-,\7id.  sin.(v  —  v')-, 

ce  qui  donne  dans  àR,  les  termes  de  l'ordre  du  carré  des  forces 
perturbatrices , 

m'.A^'K ndt .  JV .cos.(c — v') — 772' . (—p1^)  - "'^ ■  ^r' •  s'in'  (y — f7)- 

On  a  par  le  n°  4>  eu  ne  considérant  que  les  perturbations  dé- 
pendantes de  l'angle  zn't — 271 1, 

2t  n   .771    .F  /        r.  n.,r  n\ 

-7-= —, — — T, — tjtt  .  cos.  (zn  t  —  %n  t  -f-  2/  —  a/)  5 

JV  =  —, "'•m";jrr      .  sin.  (a»'f  —  an"/  + 2 4  —  24J. 
an  — 27i  —  ;ZV  -  x  ' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  termes  précédens  ;  en  ne  con- 
servant que  les  termes  dépendans  de  nt  —  5/i't-j- 2?i"t ,  et  obser- 
vant que  n  est  à  fort  peu  près  égal  à  2n'  ;  on  aura 


8.(277.'—  27l"—  N') 

On  a  à  très-peu  près  par  le  n°  4> 


Son A.d/I= 8  fan'— an"— Av) .<fcs.sin.(nf— Siz'f-j-an'f  +  e  —  3/+2e"> 
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de  plus,  27z'— 'in"  est  égal  à  n —  ri ',  du  moins  à  très-peu  près  , 
ensorte  que  leur  différence  est  jusqu'à  présent  insensible  -,  on  aura 
donc,  en  changeant  nt-\-i,  n't-\-i,  ri't-\-î',  respectivement  dans 
v ,  v' ,  v",  ce  que  l'on  peut  faire  ici  ,  et  en  substituant  ddi>  au  lieu 
de  oandt.àR, 

3n3.m'm".".F'G 

La  partie  de  R  relative  à  l'action  de  m"  sur  m,  ne  renfermant 
que  des  termes  dépendans  de  l'angle  v  —  v"  et  de  ses  multiples  ; 

elle  n'ajoute  aucun  terme   à  cette  valeur  de  -y-. 

Considérons  présentement  le  terme  m.A^  .cos. (v  —  v')  ,    de   la 

partie  de  l'expression  de  R'  qui  dépend  de  l'action  de  m  sur  ?n', 
comme  on  l'a  vu  dans  le  n°  4-  En  n'ajant  égard  qu'à  ce  terme, 
on  a 

d'K  =  m .  Af  .  dv' .  sin.  (y  —v) -f- m .  dr' .  (  ^hj  . cos. (y  —  •). 
Cette  fonction  développée   renferme  la  suivante  , 

m-, A?  .  <W.sin.(V— v')-j-m.dfr'.  ( ^°-  V  cos.(V— v') 

— m.  A^.ridt.  M. cos.(y— v')  +  m(J^-J  .ridt.fr  .sin.(v— v'). 

En  substituant  pour  JV  et  JV,  leurs  valeurs  précédentes ,  et  ob- 
servant qne  ri1  =  ~ .  ri ,  à  fort  peu  près  ,  et  que  l'on  a  par  le  n°  4> 
d'une  manière  fort  approchée  , 

G^-.d.A^-ri'.i^f), 
on  aura 

Za!  .ridtA'R'z=. — g-p 7 — jr^—  -sin.(f— ot>  +2^). 

ib.(/t — n — A  J  x  ' 
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On  peut  observer  ici ,   en   comparant  les  deux  expressions  pré- 
cédentes de  Sci/idt.àR,  et  de  Za  n'dt. à'R',  que   l'on  a 

o  =  m.àR-\-m'  .à'R'; 

ce  qui  est  conforme   à  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le  n°  65  du 
second  livre. 

La  partie  de  R  relative  à  l'action  de  m"  sur  m  renferme  le 
terme  m" .A'^ .cos.^zv'  —  zv").  En  n'avant  égard  qu'à  ce  terme, 
on  a 

à'K=— zm".  A'U.  dv'.  sin.(2(/— ^^-m"  dr' .(—-^  cos.(2|/— 2/). 

Cette  fonction  développée  renferme  la  suivante, 

—vn\A&Mv'.ûrï.(iv'— 2/)— 4ro".,4'«.7z'<#.JV.cos.(2/— a/) 

— im\n'dt.  é"r'.(^jP)sm.{W— 2v")+m\  dSY.  (^^J.cos.^'— 2/). 

On  a  par  le  n°  4*  en  ne  considérant  que  l'action  du  satellite  m 
sur  m', 

er  m.n  .G  ,    .  ,      ,  /v 

— -■= ; ; ^ryz   .  COS.  (nt U  t-\-£ ë) 

r,  ,  m.n  .G  .       .  ,  ,  - 

àV  = —, jTjT-  .Sm.(7Zt  —  nt-4-é —  6  J: 

n —  ri — A  v  '  '  ' 

En  observant  donc  que  n  ■=.  iiï  à  fort  peu  près ,  et  que  l'on  a 
par  le  n°  4  l'équation  très- approchée, 


F  =  -4a.A^-a".(^y, 


on  aura 


oa' .  n'dt .  à'R'  =  -Z™m'-n]-d*    .  F  G .  sin.  (<v—5v'-\-2V*\ 

02.. {n — n — J\  )  v  '  ' 

En  réunissant  ces  deux  valeurs  de  3à 'n'dt. à'R',  on  aura 

ddv  q.mrri'.n3  r,„  ,  „  ,  ff. 


Il  nous  reste  à  considérer  la  valeur  de  à"R".  Le  ternie  de  iî'' 
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dépendant  de  2/  —  2/  est  ,  par  ce  qui  précède  ,  égal  à 
m' .A'wcos.(2i>'  —  2/)}  en  n'ayant  donc  égard  qu'à  ce  terme, 
on  aura 

à"R°^2m\A'^\dv\ûnl{2v'—2v")+m\dr\{^~) .  cos.  (a(/—  2Vn). 

Cette  fonction  renferme  la  suivante, 

4/ra^^'C2^/^V^£^/xos.(2/--2/)^-277^^^^V^.c^K.(^^Ysin.(2/-■2/). 

En  substituant  pour  JV  et  «JV,  les  parties  de  leurs  valeurs  qui 
dépendent  de  l'angle  nt  —  n'ty  et  observant  que  ri'=-\n,  et 
n"  =  \n  à  fort  peu  près;  on  aura 

jt   «      b  jj.   au  d"  ^re  -mm  .F  G. dP     a     »       -  —  /  .    _  »\. 

b4-(n—n — A)        a  v  " 

d'où  il  est  facile  de  conclure  qu'en  n'ayant  égard  qu'à  l'action  ré- 
ciproque de  m'  et  m",  on  a 

ce  qui  est  conforme  au  n°  65  du  second  livre.  On  a  donc 

ddv"  3n3  .mm'  .F'G        a'  ,  v  /  ,         ir\ 

Soit 

7  Zn.F'G  la        ,       „    ,    q  »  .     a"  ») 

£  =  —  5-7 ; — ^ .  J-r- .m ' .m" -\-^.m.m"-\—T-T.m.m  \. 

&.(ji — » — A)      la  4  4a  J 

et  nommons  cp  l'angle  v  —  3*/ +  2//;  on  aura,  en  réunissant  les 

1  ,     ddv  5. ddv'        .  2. ddv" 

valeurs  de  ^r,— 3^-,  et  -^-, 

-~=:k.n*.  sin.<p. 

i5.  On  peut  supposer  dans  cette  équation,  k  et  n*  constans, 
parceque  leurs  variations  sont  très-petites  ;  son  intégrale  donne 
alors 

±d<p 


dt  = 


\/ c  —  ik.ri1 .  cos.ip 
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c    étant    une   constante   arbitraire    dont  la    valeur  peut  donner 
lieu  aux  trois  cas  suivants  : 

i°.  Cette  constante  peut  surpasser  2k. n*,  abstraction  faite  du 
signe;  alors  elle  est  nécessairement  positive  :  l'angle  dzq>  croissant 
indéfiniment ,  il  devient  égal  à  une,  deux,  trois,  etc.  circon- 
férences ; 

20.  La  constante  c  peut  être  moindre,  abstraction  faite  du 
signe,    que    aÀvz3,   k    étant    positif.    Dans    ce    cas,     le     radical 

V  c — 2kn*  .cos. cp  devient  imaginaire,  lorsque rfcîp  est  égal  à  zéro,  ou 
a  une ,  deux,  etc.  circonférences  ;  l'angle  <p  ne  peut  donc  alors 
qu'osciller  autour  de  la  demi-circonférence  à  laquelle  sa  valeur 
moyenne  est  égale  ; 

3°.  La  constante  c  peut  être  moindre  ,  abstraction  faite  du 
signe ,    que    2^/za ,   k   étant  négatif.   Dans  ce  cas  ,    le    radical 

V  c — 2k7i*.cos.Q  devient  imaginaire,  lorsque  ±<p  est  égal  à  ua 
nombre  impair  de  demi-circonférences;  l'angle  <p  ne  peut  donc 
alors  qu'osciller  autour  de  zéro  ,  ensorte  que  sa  valeur  moyenne 
est  nulle. 

Le  cas  de  l'égalité  entre  c  et  ±  2kr?  peut  être  censé  compris 
dans  les  précédens  :  il  est  d'ailleurs  infiniment  peu  probable. 
Voyons  lequel  de  ces  différens  cas  a  lieu  dans  la  nature. 

Nous  verrons  dans  la  suite,  que  k  est  une  quantité  positive; 
ainsi  le  troisième  cas  n'existe  point,  et  l'angle  db  cp  doit  ou  croître 
indéfiniment  ,  ou  osciller  autour  de  la  demi-circonférence. 
Supposons 

<p  =  it  db  <sr  ; 

it  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité  ;  nous 
aurons 

<ft=  —   Jj 

y  c-j-  zkn*  .cos.<ar 

Si  les  angles  =b  <p  et  <vs  croissent  indéfiniment,  c  est  positif  et 
plus  grand  que  zkn*;  on  a  donc  dans  l'intervalle  compris  depuis 

dû? 

<sr  =  o  jusqu'à  us  égal  au  quart  de  la  circonférence,  dt  < -=  , 

/t.  y  ak 

Mécan.  cél.  Tome  IV.  I 
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et  parconséquent  t  <  — -7==',  ainsi  le  tems  t  que  l'angle  <sr  era» 

ri.  yak 

ploierait  à  parvenir  au  quart  delà  circonférence,  serait  moindre 
qUe  — ^7=.  Nous  verrons  ci-après  que  ce  tems  est  au-dessous  de 

3.11.  {/zk 

deux  années-,  or  depuis  la  découverte  des  satellites,  l'angle  ^  a 
toujours  paru  nul,  ou  du  moins  très-petit;  il  ne  croît  donc  point 
indéfiniment,  et  il  ne  peut  qu'osciller  autour  de  zéro ,  ensorte 
que  sa  valeur  moyenne  est  nulle.  C'est  ce  que  l'observation  con- 
firme, et  en  cela  elle  fournit  une  preuve  nouvelle  et  remarquable 
de  l'attraction  mutuelle  des  satellites  de  Jupiter. 

De  là  résultent  plusieurs  conséquences  importantes.  L'équation 
v  —  3</-{-2p":=:7r-f-<z3-,  donne  en  égalant  séparément  à  zéro,  les 
quantités  qui  ne  sont  pas  périodiques , 

nt —  Zn't  +  nn"t-\-s —  5i.'-\-2&"=7C  ; 

d'où  l'on  tire  n  —  5n'-j-  2ti"=o.  Ainsi,  i°.  le  mojen  mouvement 
du  premier  satellite,  plus  deux  fois  celui  du  troisième,  est  rigou- 
reusement égal  au  triple  de  celui  du  second  satellite;  20.  la  lon- 
gitude moyenne  du  premier ,  moins  trois  fois  celle  du  second  , 
plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est  exactement  et  constamment 
égale  à  la  demi-circonférence.  Le  même  résultat  a  lieu  relative- 
ment aux  longitudes  moyennes  synodiques  ;  car  on  peut  dans 
l'équation 

nt  —  Zn!t-\-innt-\-  g  —  3/  +  2É"=7r. 

rapporter  les  angles  à  un  axe  mobile  suivant  une  loi  quelconque, 
puisque  la  position  de  cet  axe  disparaît  dans  cette  équation  j 
on  peut  donc  y  supposer  que  nt-{-e,  n't-\-e'}  n!'t-\-&  expriment 
des  longitudes  moyennes  synodiques. 

De  là  il  suit  que  les  trois  premiers  satellites  ne  peuvent  jamais 
être  éclipsés  à-la-fois.  En  effet,  nt-\-i,  n't-\-i,  n"t-\-£  étant 
supposés  exprimer  des  longitudes  moyennes  synodiques ,  on  a 
dans  les  éclipses  simultanées  du  premier  et  du  second  satellites  3 
nt  H-  £   et  n't-\-é  égaux  à  fr;  l'équation  précédente  donne  donc 

3/// +  2/  =  3*; 
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ainsi  la  longitude  moyenne  du  troisième  satellite  est  alors  égale 

Dans  les  éclipses  simultanées  du  premier  et  du  troisième,  nt-^  s 
et  n"t-\-d'  sont  égaux  à  rf;  ce  qui  donne 

3/z7  +  3/  =  27r; 

ainsi  la  longitude  moyenne  synodique  du  second  satellite  est 
alors  |  iC.  Enfin,  dans  les  éclipses  simultanées  du  second  et  du 
troisième  satellites ,  ?i't  -f-  e'  et  n°t  +  e"  sont  égaux  à  m  ;  ce  qui 
donne 

lit  +  £  =  271". 

La  longitude  moyenne  synodique  du  premier  satellite  est  donc 
nulle  alors,  et  au  lieu  d'être  éclipsé,  il  peut  produire  sur  Jupiter 
une  éclipse  de  soleil. 

On  a  vu  dans  le  n°  4  que  les  deux  principales  inégalités  du  se- 
cond satellite,  produites  par  les  actions  du  premier  et  du  troi- 
sième, se  réunissent  en  vertu  des  théorèmes  précédens,  dans  un 
seul  terme  qui  forme  la  grande  inégalité  que  les  observations 
ont  indiquée  dans  le  mouvement  du  second  satellite;  ces  inéga- 
lités seront  donc  constamment  réunies  ,  et  il  n'est  point  à  craindre 
que   dans  la  suite  des  siècles  elles  se  séparent. 

Sans  l'action  mutuelle  des  satellites,  les  deux  équations 

n  —  3/z/-f-2tt"  =  0; 

Ê  —  5ê'  +2ê"  =0; 

n'auraient  aucune  liaison  entre  elles;  il  faudrait  supposer  d'ail- 
leurs, qu'à  l'origine,  les  époques  et  les  moyens  mouvemens  des 
satellites  ont  été  ordonnés  de  manière  à  satisfaire  à  ces  équations, 
ce  qui  est  infiniment  peu  vraisemblable;  et  dans  ce  cas  même, 
la  force  la  plus  légère,  telle  que  l'attraction  des  planètes  et  des 
comètes,  aurait  fini  par  changer  ces  rapports.  Mais  l'action  réci- 
proque des  satellites  fait  disparaître  ces  invraisemblances,  et  donna 
de  la  stabilité  aux  rapports  précédens.  En  effet,  on  a  par  ce  qui 
précède,  à  l'origine  du  mouvement 


ndt  ndt      '       ndt 

I   2 


=  ±\/^-~2k.COS.(t  —  5é-t-2i')f 
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c  étant  moindre  que  2kn*;  il  suffit  donc  pour  l'exactitude  des  théo- 

.  ,     ,  ,  ,,    i,       .     .  |      r  •       ..  dv  Zdv        ,     ndv"       ., 

renies  precedens,  qu'a  1  origine,  la  fonction  — ■,-  — •  — -j  -\ 2t' 

été  comprise  entre  les  limites 

-$-3#.sin.(f  .'s  —  fV+O 

et  pour  la  stabilité  de  ces  théorèmes,  il  suffit  que  les  attractions 
étrangères  laissent  toujours  la  fonction  précédente  dans  ces  limites. 
Les  observations  nous  apprennent  que  l'angle  est  est  très-petit, 
et  qu'ainsi  l'on  peut  supposer  cos. <w=  ï — f-^'j  s°it  donc 

c-f-a/»!3 ^2  g 

n°- .  k  7 

C  étant  une  arbitraire ,  à  cause  de  l'arbitraire  C  qu'il  renferme  j 
l'équation  différentielle  entre  est  et  t  donnera 

<sr  =s  £ .  sin.  (  «f .  K  /t  +  ^4  )  j 

^  étant  une  nouvelle  arbitraire. 

Le  mouvement  des  quatre  satellites  de  Jupiter  étant  déterminé 
par  douze  équations  différentielles  du  second  ordre  ;  leur  théorie 
doit  renfermer  vingt-quatre  constantes  arbitraires  :  quatre  de  ces 
constantes  sont  relatives  aux  mojens  mouvemens  des  satellites,  ou,, 
ce  qui  revient  au  même,  à  leurs  moyennes  distances  :  quatre  sont 
relatives  aux  époques  des  longitudes  moyennes  :  huit  dépendent 
des  excentricités  et  des  aphélies,  et  huit  autres  dépendent  des  in- 
clinaisons et  des  nœuds  des  orbites.  Les  théorèmes  précédens  éta- 
blissent deux  relations  entre  les  mojens  mouvemens  et  les  époques 
des  longitudes  moyennes  des  trois  premiers  satellites,  ce  qui  ré- 
duit à  vingt-deux,  ces  vingt-quatre  arbitraires.  C'est  pour  y  sup- 
pléer, que  l'expression  de  est  renferme  les  deux  nouvelles  arbi- 
traires €  et  A. 

Si  l'on  reprend  la  valeur  précédente  de -Tir  5  en  y  substituant 
<it  "\~Ç>,ûx\.{nt.y  k>^-A)}  au  lieu  de  v- — 3p'-j-2p";  on  aura 

ddv         Zn? .m' .  m" .  F' G      a     p      .       ,  , y  s-  .      ^s 
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ce  qui  donne  en  intégrant  et  négligeant  les  constantes  arbitraires 
qui  font  partie  de  l'époque  et  de  la  longitude  moyenne , 

V=.  —  0 — n-7 -, — jtf:  •  —  •  b.Slll.f  «/.  V  K  -\-  A), 

S.n2k.  (n — n  — iv  )     a  v  '         /  ' 

et  parconséquent ,  en  substituant  pour  k ,  sa  valeur,  on  a 

g.sin.Çnt.  \/k-\-A~) 

y  ■  /  n       "• 

qa    .771  n       rn 

1  +  7TT?+- 


4a. m'       4a  ■Jn" 

On  trouvera  pareillement 

-^.f.sin.(ni.|/i+i) 
,             Aa.  m 
V  =  — 


qa  .7ra        a  .m 
lïï.C.sm.{nt.\/k+A') 


„       Sa.m 
V  = 


,   qa  .777, 


4«  .  777,'  4a  ■  771" 

Les  trois  premiers  satellites  sont  donc  assujétis  à  une  inégalité 
dépendante  de  l'angle  nt.V  k-\-A.  Les  observations  seules  peu- 
vent fixer  son  étendue  qui  dépend  de  l'arbitraire  £,  et  l'instant 
où  elle  est  nulle ,  et  qui  dépend  de  l'arbitraire  A.  Cette  inéga- 
lité mérite  une  attention  particulière  de  la  part  des  astronomes  : 
on  peut  la  considérer  comme  une  libration  des  monvemens  moyens 
des  trois  premiers  satellites,  en  vertu  de  laquelle  la  différence  des 
deux  premiers,  moins  le  double  de  la  différence  du  second  et  du 
troisième ,  oscille  sans  cesse  autour  de  la  demi-circonférence  : 
par  cette  raison  ,  nous  désignerons  cette  inégalité  sous  le  nom  de 
libration  des  satellites  de  Jupiter.  Elle  a  beaucoup  d'analogie 
avec  la  libration  du  spbéroïde  lunaire ,  dont  nous  avons  donné 
l'analyse  dans  le  cbapitre  II  du  cinquième  livre  :  elle  remplace, 
comme  elle,  deux  arbitraires  des  longitudes  moyennes  ;  elle  est  en- 
core insensible  comme  elle,  ce  qui  tient  aux  circonstances  particu- 
lières des  mouvemens  primitifs  des  satellites. 

Les  rayons  vecteurs  des  trois  satellites  sont  assujétis  à  la  même 
inégalité.  En  effet,  elle  produit  dans  l'expression  du  moyen  mou- 
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vementfndt,  l'inégalité 

C.sin.(»£.  y/fe+^O. 
Cfdm       dm      * 

ce  qui   donne  dans  n  considéré  comme  variable,  l'inégalité 

n.C.  y/Â.cos.(nt.  \/k-\-A) 
Qjdm         a"m 


1  + 


4<ïm'        4am" 


En  désignant  cette  inégalité  par  <Pn,  et  observant  que  a  =  /&""*, 
on  aura 

«Tacs-ga.-; 

c'est  la  variation  du  rayon  vecteur  r ,  dépendante  de  l'inégalité 
précédente.  On  obtiendra  de  la  même  manière,  les  variations  cor- 
respondantes de  r  et  i~\ 

i6.  La  libration  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter  modi- 
fie toutes  leurs  inégalités  à  longues  périodes:  eile  donne  à  leurs 
expressions  une  forme  particulière  qui  les  lie  entre  elles  ,  et 
qui  est  un  cas  très-singulier  de  l'analyse  des  perturbations.  Sup- 
posons que  A.  sin.  (it-\-o)  soit  une  inégalité  à  longue  période,  du  sa- 
tellite m ,  qui  aurait  lieu  si  elle  n'était  pas  modifiée  par  l'action 
des  deux  autres  satellites.  Soient  A' . sin. (it -f- o)  et  A",  sin.  (it-\-o) , 
les  inégalités  correspondantes  des  satellites  m'  et  m" ;  on  aura,  en 
n'ayant  égard  qu'à  ces  inégalités, 

=: —  i  .  A  .  sin.  (it-f-o)  ; 


de 

ddv' 

de 


= —  2*.  A',  sin.  (//+<?)  j 


ddv"  .        „      .       /  •,    .       \ 

-sr=-2\A'.sin.(ri+o); 

Mais  on  a  par  ce  qui  précède ,  en  ne  considérant  que  l'inéga- 
lité de  la  libration , 
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ddv        h.. n1. ira.  {y —  3v'-\-zv") 
dt2  "~~  .  ga'm       dm 

En  réunissant  ces  deux  valeurs   de  -^,  on  aura 

ddv       knL.%va..(y — 3v'-\-zv")       .    ,      •/•.,% 

-7^-=  S f — l\X.%VQ..{lt-\-o). 

dt1  aam   ,    a  m  >      '     ' 


4«?i'     4a,n" 

Soient  donc  Q. sin. (//+o)  ,  Ç'.sin.(z7  +  0)  et  Çff.sin.(/f  +  o)  , 
les  inégalités  de  v,  v'  et  v",  dépendantes  de  it-\-o,  et  modi- 
fiées par  l'action  réciproque  des  satellites.  En  supposant  v—5i>'-\-2»* 
égal  à 

ns  -KÇ  —  ZQ'+zQ")  .sin.  (#+0)  ; 
on  aura 

d'où  l'on  tire,  en  substituant  Q. sin. (it-\-o)  pour  p,  dans  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation , 

Q  =  .\.l.A,t'-(^~5^  +  a^> 
\      4a?71'     4am'/ 
On  trouvera  de  la  même  manière 


Ç=A"+ 


/         ga'771        a"  m  \       ' 


5am 


/         qfi'm.        a"  m  \ 

Ces  frois  équations  donnent 


g-Sg  +  ag^'       ,_,„ 


1* 
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parconséquent 

kn\  (> 3a'-J-2A") 


/-.         .  Un ':  (.A—  ÛA   -f-2A  ) ^ 

\  (ia—  à»2)-  (1+7 7+7 ;;)/ 

»  \      4am      4am  / 


sin.  (  //  4-  0  )  j 


-  .  &7l\  (à  —  OA +  2A    ) 


t/  =  <À - ; -, v—rj  ,sm.Ut-\-o); 

0*—  foi»)  .  (  i  +2— -,  + 7/) 

f^.kn*.  (A-3./+2V") 

^  =<  A  -f- -. ; r, — ->  •  sin. (zt-\-o). 

'  '.„,„./         qam        a  m\  f 

\      4am      4am  / 

On  doit  faire  ici  une  remarque  importante.  L'analyse  précé- 
dente suppose  i  beaucoup  plus  petit  que  n  —  iri,  ou  ri —  iri. 
En  effet,  pour  pouvoir  changer,  comme  nous  l'avons  fait  dans 
le  n°  i4>  nt-\-t,  rit-\-i,  rit-\-£,  respectivement  en  v,  v ,  v", 
dans  l'angle  nt — Zrit-{-m"l-\-e — ^é'-j-is";  il  faut  que  le  même 

changement  soit  permis  dans  les  expressions  de  1—^-  et  de  JV , 

dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  n°  cité.  Ces  expressions  dé- 
pendent   des   angles   nt- — rit-\~i — &' ,    et    in'l  —  iti't-^-n' —  il'. 

Considérons  d'abord  la  partie   de  —^-    dépendante      de     l'angle 

nt — rit  +  n —  /.  On  a  par  le  n°  3  ,  en  n'ajant  égard  qu'aux 
termes  dépendans  de  cos.(i' — v') , 

o^d'.^+N-.^+P.cos.iv-v'), 

P  étant  un  coefficient  constant.  Si  l'on  substitue  pour  v,  nt-\-& 
H-Q. sin. (il-\-o),  et  pour  v',  ri  t -{- e' -\- Q' .sin. (it+o);  on  aura  en 
développant  cos.(2;  —  v')  ,  en  série  , 

0^^  +  N'>.7-£  +  P.cos.(nt--rit-i-z-0 


a'\dt2 


•+-P'^'Z     ^.cos.(/zf— rit+i—z'—it— o  ) 

__P(Q'-Q)  .co^nt—n't+i—i'-^it+o  )  ; 

d'où 
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d'où,  l'on  tire  en  intégrant,  et   observant  qne  i  et  n — in!  sont 
très-petits  par  rapport  à  n ,  et  que  iV'  diffère  très-peu  de  n', 

a-  n.  (ri—71 — A)  v  '  ' 

-i ,        ~n>     , -cos. (nt — n't-\-i — e'—it—o) 

'    211 .  (11 — n  — A'  — i)  v  ' 

/       ~^-,  ,  a  -cos.  (nt-rn't-i-i — e.' -\-it-\-o). 

2n.(ji—n —J\  '-f-0 

Si  l'on  suppose         ,___„,  assez  petit  pour  pouvoir  être  négligé  sans 
erreur  sensible,  on  aura 

j  r  cos.  (nt— ii  t  +  e  — s')  -t 

—^-=—7 ; — ^.<    ,    (Q'—Q)      (cos.(nt—n't  +  e—s'—it—o)      )  \„ 

^  7       l~  2  l  —  COS.(77t—  n't+e—  ê'-f  7t  +  o)  j) 

En  substituant  #  et  2/  respectivement  pour  «/-{-H-Q.sin.^Y+o)^ 
et  /77-j-é'-j-Ç'.sin.(/^+o),  on  aura 

r'Sr'  P  /"''-#» 

— 7r=   -7 7 TvT  .  COS.  (f — ^  ). 

a  *  77 .  (72 77 i\  }  ' 

Il  est  aisé  de  voir   que  l'inégalité  correspondante    de    <JV   sera 

Q.P  .       ,  ,v 

7 ' — tvm  •  sin.(v  —  y  ). 

77  .  (  77 77 1\    )  v  ' 

On  appliquera  le  même  raisonnement  aux  parties  de  —7^-  et  de 

JV  dépendantes  de  l'angle  211't  —  2n't-\-2i — 2/,  et  l'on  trou- 
vera que  l'on  y  peut  changer  semblablement  les  angles  n't  -f-  e'  et 
rî!t-\-( ' ,  respectivement  dans  v  et  v",  pourvu  que  l'on  ne  considère 
que  les  inégalités  de  v'  et  de  v"  dépendantes  d'un  angle  quel- 
conque it-\-o,  dans  lequel  i  est  beaucoup  moindre  que  n  —  zn' , 
ou  n'  —  2n". 

L'inégalité  dépendante  de  Mt-\-E  —  7,  que  nous  avons  déter- 
minée dans  le  n°  8 ,  est  de  ce  genre  ;  sa  période  étant  environ 
dix  fois  plus  grande  que  celle  de  l'angle  nt — in't.  L'expression 
de  cette  inégalité,  trouvée  dans  le  n°  cité,  donne  en  la  compa- 
rant à  celle-ci  A.sin.(^  +  o), 

n  n  '  n  \ 

Mëcan.  cel.  Tome  IV.  K 


JV= 
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d'où  l'on  tire 

n  7 

on  a  donc,   en  n'ayant  égard  qu'à  cette  inégalité , 

ZM     \  Zkn* 


—  .  j  i  H f£~-, r^r\.fl-.sin."(M+£-7)  ; 


d  p  = .  ;  i  — -S — -, ir- —  > .  ff.  sin.(M/+J£ — I); 


8am'.(M*—kn*).(i  +  2 7+- ) 

\      4am     4am  J 


4a 

JV ,H ,  ,     -( .  tf.  sin.  (JW/+£-7). 


~  »    ,.  „,.       7    „n    f         qa'm  .    a"m\, 

v  i     4am     4am  / 


Nous  avons  déterminé  dans  le  n°  12  les  inégalités  séculaires 
des  satellites.  Leurs  parties  les  plus  sensibles  sont  celles  qui  dé- 
pendent des  variations  séculaires  de  l'orbite  de  Jupiter  et  de  la 
position  de  son  équateur.  Les  valeurs  de  i  qui  leur  sont  relatives 
sont  très-petites ,  ensorte  que  l'on  peut  négliger  i%  eu  égard  à  kn'', 
on  a  donc,  en  ne  considérant  que   ces  inégalités, 


h- 


(A  — 3.'+2Aff) 


;2'.  }  qa'/TT.      «"771  v  .  sin.  (ît-{-o)  ; 

f  4a771'     4am"  3 

3c'm.(A  —  3  '  +  2/') 


*/ =2'.  <     T"~     r?     ,  w'm  ,   o'ib\    ,  sin.  (ll+o)', 
v  \      4am     4am  J) 

!„  dm.  (K  —  3/4-  2\")        i 

\      4a7n     4n,n-  / 


¥ 

la  caractéristique  2'  se  rapportant,  comme  dans  le  nc  9,  à  toutes 
les  inégalités  de  la  forme  sin.(z7-j-o).  De  là  on  tire 

v  —  3</  +  2*/'=  o  ; 

ainsi  les  inégalités  à  longues  périodes ,  dans  lesquelles  za  est 
considérablement  plus  petit  que  kn°- ,  ne  troublent  point  les  rap- 
ports que  nous  venons  d'établir  sur  les  longitudes  moyennes  et 
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sur  les  moyens  mouvemens  des  trois  premiers  satellites:  par  l'ac- 
tion mutuelle  de  ces  corps,  ces  inégalités  se  coordonnent  de  ma- 
nière à  satisfaire  à  ces  rapports.  C'est  ainsi  que  nous  avons  vu 
_dans  le  n°  -i6  du  second  livre,  que  l'action  de  la  terre  sur  le 
sphéroïde  lunaire,  fait  participer  le  mouvement  de  rotation  de 
ce  sphénoïde  aux  inégalités  séculaires  de  son  mouvement  de  ré- 
volution, et  maintient  par-là  l'égalité  de  ces  deux  moyens  mou- 
vemens. 

Représentons  par  C.t,  C'.t1  et  C A*,  les  équations  séculaires 
des  trois  premiers  satellites,  dépendantes  des  variations  séculaires 
de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  Jupiter ,  et  même  de  la  résistance 
de  l'éther ,  et  qui  auraient  lieu  sans  l'action  mutuelle  de  ces 
corps.  On  aura  ces  équations  séculaires,  en  développant  en  sé- 
ries, S'.À.sin.  {it-\-o)  ,  2'.À'.sin.(^-f-o),  2'.A".sin.(^-f-o)  , 
jusqu'aux  secondes  puissances  de  /,  et  en  observant  que  les  termes 
des  séries ,  indépendans  de  t  se  confondent  avec  les  époques  des 
longitudes,  et  que  ceux  qui  dépendent  de  la  première  puissance 
de  t  se  confondent  avec  les  moyens  mouvemens.  Les  expressions 
précédentes  de  v ,  v' ,  v" ,  donneront  ainsi  pour  les  expressions  des 
équations  séculaires  modifiées  par  l'action  réciproque  dés  sa- 
tellites , 

i  n  {C-ZC'+aC") 


,    adm   ,    a"m  }  .  t%  ', 
1  +  7 — /  +  / i\ 

„,,      3dm.(^C—3C+zC")    n 

/     i  (     ,  9a'm  i    a"m\  >  •  I*  ', 

r„  a"m.(iC—3C'-{-2C") 

t/    — ; 7 t, 

9  a  m       a  m 
am,       ^am  , 


„    /         aa'm       dm  \  )  .  t*. 


Ces  valeurs  peuvent  être  employées  sans  erreur  sensible,  pendant 
plusieurs  siècles,  et  elles  suffiront  pendant  long-temps  aux  besoins 
de  l'astronomie. 

17.  Les  rapports  presque  commensurables  des  moyens  mouve- 
mens des  trois  premiers  satellites  ajoutent  des  termes  sensibles  aux 
équations  (/),  (i'),  (i") ,  du  n°  6,  qui  déterminent  les  variations 
des  excentricités  et  des  périjoves  des  orbites.  Reprenons  en  effet 

K  2 
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les  valeurs  de  dfet  de  df  du  n°  67  du  second  livre.  Elles  donnent, 
en  observant  que  /jl=  i   à  fort  peu-près, 


—  a'ndt .  \T\  — e*  .  sin.  v\-r-)\ 
<f.(g.sin.^)=:    i-    " — ^.{2.sin.y-|-|g.sin.^--f-{g.sin.(y— &)}\-t~) 

-f-  aahdt»\T\  — e2 .  cos.  v  -(-t:\ 

Si  l'on  néglige  l'excentricité  e  dans  le    second  membre  de   cette 
équation ,  et  si  l'on  ne  considère  dans  R  que  les  termes 

—  ^^■-hm'.A^  .cos.O  — 2z/)j 

la  première  de  ces  équations  donnera ,  en  y  substituant  a'-f-arJV^ 
au  lieu  de  r*.  et  nt-\-i.-\-  JV,  au  lieu  de  v , 

d. (e .cos.wp}-=. t^andt .ni! A^ .  sin. (21^ —  21;')  .cos. a» 

—  andt .  m  •  (  — -5 — J.  cos. (2/^ — 2^).sin.v 

—  ndt .  itZlîï  ,  sin,  (nt+t)-—ndt .  ^p'~~^, ,  JV.cos.(n/-f-g} 


+4ndt.U^^,sm;(ni-t-%. 


Ne  considérons  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  que 
les  termes  dépendans  de  l'angle  nt  —  irtt  -f-  g  —  2 g' ;  et  observons 
que  l'on  a  à  très- peu-près  par  le  nc  4> 

r$r  m' .  nF  .  ,     .  ,  N 

—r=: : / zm  •  COS.  (272Ï —  2«/-J-2g  — 2g  > 

aJ  2.(2« — an  —  A')  v  ' 

cTp  = '—, — sr  •  sin.  ( 2nt—  zn't-i-2ê — 2g'); 

et   que  l'on  a  par  le  même  n°, 


F=-^-a:(^-) 
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on  aura 

m  .F.ndt      f  (o)  )     .      ,    ,  .     ,  ,. 

v  '  2  l  271 271  J\  ) 

La  longitude  moyenne  dans  l'ellipse  variable,  est  augmentée 
par  le  n°  7,  de  termes  qui  deviennent  sensibles  à  raison  des 
grands  diviseurs  qui  les  affectent ,  et  qui  dépendent  de  l'angle 
nt — 27i't-\~& — 21'  -{-gt-j-T.  Soient 

Q  .sm.(ni— 2n't ■+■&-- 2s -\-gt-\-T)-, 
Q'.sin.(77t — 2/2'f+Ê— 2i  -\-gt-\-Y); 

les  termes  de  v  et  de  v' ,  dépendans  de  cet  angle.  Il  faut  augmen- 
ter nt  et  rit  respectivement  de  ces  quantités  dans  le  terme  pré- 
cédent, 

m  .F.ndt     f  (o) 


2 


•  I1  — —> — icA  '  sin.(nt-—2rit-i-£  —  2 s'); 

(.  271 277. — i\J  v  '  •" 


et  il  en  résulte  dans  l'expression  de  d.  (e .  cos.^) ,  le  terme 

On  a  par  le  n°  6, 

e .  cos.<sr  z=±  —  h.  cos.  (gt  -f-  T)  j. 

il  faut  donc  augmenter  la  valeur  de  lig  donnée  par  l'équation  (/') 
du  même  n° ,  de  la  quantité 

m'.  Fn      t  (o) 


b-^3-^}.(*Q'--Qh 


ce  qui  revient  à  retrancher  cette  quantité,  du  second  membre  de 
cette  équation.  Le  terme 

est  de  l'ordre  du  cube  de  la  force  perturbatrice;  mais  à  raison 
de  la  grande  ellipticité  du  sphéroïde  de  Jupiter,  et  de  la  com* 
mensurabilité   très-approchée  des  moyens  rnouvemens  des  deux 
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premiers  satellites,  la  fraction — -  , T  està-peu-près  égaleàf; 

il  est  donc  nécessaire  d'y   avoir   égard. 

L'expression  de  d(e  .cos.  <sr')  donne  pareillement,  en  ne  consi- 
dérant dans  R'  que  les  termes 

_  Çtp?) +W2'.  A[°  .cos.(p—v')-{-m".  A'^.  bos^i*-'—  'àv')', 
d.  (d .  cos.  m') = — 2a' .  n'dt .  m .  A^  .  sin .  {y — 1>') .  cos.t/ 

f  dAM  \ 

—a'1 . n'dt. m .  I  ■  ,  ',  j  . cos.(f — y') . sin. v' 
-\-4a  .n'dt .m" .A'^ .sm.(2i;'—2i;") .cos.S 
—a'* .  n'dt .  m" .  (^?) .  cos.(>'_ aj>) .  sin.  • 

—  5?$.  (f  ~jy? .  sin. (n't+£)—iïdé?~l?} .  JV .  cos.(ra'H-0 

+  4^.11=1^.  L^.sin.(^  +  0; 
or  on  a  par  le  n°  4  j 

r'JV  m. 7/. G  . ■  .    ,         ,s  m".n'.F'  ,     ,  .    .    ,, 

— 77-=— — ; 7 ^r^r. cos. (nt—n  t+s—s  ) 7 — —T-.zos.{?.n  t—2.n*t+2e—2.e); 

a  2.(77, — n — A)  2.(71 — 7i — A')  " 

<Ti/  =     7"  ' "  '   ry  . sin. (nf— 7t/f+£--s/) -j ^-^r7.sin.(a»  f  —  2rc"*+aa'—  2e")- 

n — n — iv  71 — 77, — A' 

Par  le  même  n°,  on  a  à  très-peu-près, 

G=z2a'.A^—a" 


da> 


on  aura  donc,  en  ne   conservant    que  les  termes  dépendans  des 
angles  nt — 2n't-\-t —  2/   et  fit  —  2iï't-\-i-—  2»", 

o\(e'.cos.O  = •  G.  {1 V-ï-h-sin.  (nt  —  int-\-s—  2/) 

al        n — 77, — A7  J  - 

_7£_t£^  F/  r (o     jsb    ,,_w,      ,_2;„ 

1  2  (         71 — n' — A7  J  y 

Soit  Q" .ûn.(nt—<2rit-\-i—2i'-\-gt-\-T)>  le  terme  de  JV,  que 
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nous  avons  déterminé  dans  le  n°  7.  Si  l'on  observe  que 

nt — 2n't-\-e  —  ^■=it-\-n't — 2ix"t-\~i — 2-"; 
on  aura  dans  d.(e  cos.  <w)  ,  le  terme 


m 

7 


■M-k-n-n'-rr}  • G  •(aÇ,-Ç).8in.&*-f-r) 


il  faut  donc  ajouter  au  second  membre  de  l'équation  (/)  du  'n°  6, 
la  quantité 

On  trouvera  de  la  même  manière,  qu'il  faut  ajouter  au  second 
membre  de  l'équation  (i")  du  même   n%  le  terme 

les  équations  (i) ,  (Jf) ,  (i")  et  (iw)  deviennent  ainsi 
o  =  h.{g— (o)  —  0  —  (0,1)  —  (0,2)  —  (o,3)} 

o  =  /z'.{g—  (,)-[7|-(i,o)-(i,a)-(i,5)} 

o=7/.{^-(2)-[71_(2;o)-(2ji)-(2,3)} 

0~>.{^(3)-[g-(3,Q)-(3,I)'T(5,2)} 
rhjCôl  .ft+foT]  .h'~-h&.  h". 


<n 
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On  pourrait  croire  que  les  équations  (H)  du  n°  10,  et  qui 
sont  relatives  aux  inclinaisons  et  aux  nœuds  des  orbites ,  peuvent 
en  vertu  des  considérations  précédentes,  acquérir  quelques  termes 
sensibles  dépendans  du  carré  de  la  force  perturbatrice  ;  mais  il 
est  facile  de  se  convaincre  que  cela  n'est  pas,  en  considérant  les 
équations  différentielles  de  ces  mouvemens  ;  trouvées  dans  le  n°  71 
du  second  livre. 

18.  Le  carré  de  l'inégalité  principale  des  satellites  ,  que  nous 
avons  développée  dans  les  nos  4  et  5,  peut  produire  un  terme  sensi- 
ble ,  que  nous  allons  déterminer.  Cette  inégalité  peut  être  supposée 
relative  à  une  ellipse  variable;  et  dans  ce  cas,  elle  affecte  l'ex- 
centricité et  le  périjove  de  l'orbite.  Ainsi  (1) .  sin.(2nt — 2ii!t-\-2i — 2e') 
exprimant  par  le  n°  5  cette  inégalité  dans  le  mouvement  du  premier 
satellite  ,  et  2e.  sin.  (nt-^-n —  <sr)  étant  le  premier  terme  de  la  par- 
tie elliptique  de  v;  si  l'on  représente  par  Jx.(e.sin.<sr)  et  par 
<T.(d.cos.<ztr),  les  variations  de  e. sin.tr  et  £.cos.<ïf,  dépendantes  de 
la  force  perturbatrice;  on  aura  dans  v  l'inégalité 

2cT .  (e .  cos.<ar) .  sin.  (nt-\-&)  —  2  £ .  (e .  sin.  &r) .  cos.  (nt-\-s). 

Donnons    à   l'inégalité   (i).sin.(27zi —  2n't-^-2i —  21),  la  forme 
suivante  : 

(î).cos.(nt —  2n't~\-  £  —  2a'). sin. (rit  ~\~e) 
-f-  (1).  sin.  (ut —  2n!t-\-i  —  2ê').cos.(/z£-f-e). 

En   la  comparant  à  l'inégalité  précédente  ,    on  aura 

2 .  cf .  (e . sin.  <sr)  =  —  (1) . sin.  (nt  —  211! t  -j-  6  —  2t')  ; 
2 .  ef .  (e .  cos. <îtr)  =       (1) .  cos. (#2  —  211't  -f-  £  —  2/). 

Ces  Valeurs   sont  les  mêmes  que  celles  auxquelles  nous  sommes 
parvenus  dans   le  n°  précédent.  En  effet,  nous  avons  trouvé 

,  ,  .  m' .  Fndt     /  (6)         n     .  ,  ,  ._ 

d.(e.cos.^)  = .  (  1 ^ — -r ):sm. (fit — 211  t  +  s — 2/). 

2  \        2» — 2,n — N/  ■ 

d'où  l'on  tire  en  intégrant } 

2<T.  (e.COS.  1<r)= y  .  [  l— V^ s"r  )  .COi.UU  —  211  t  +  S  —  2;)- 

n — 2ti      \       211  —  ara— N/ 

Si 
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Si  l'on  observe  maintenant  que  N  est  à  très-peu-près  égal  à 
n'{i — (o)},  et  que  par  le  n"  4> 

.    ».  ;         m! .F .n 

on  verra  que  cette  seconde  valeur  de  2.S1  .(e.cos. «r)  coïncide 
avec  la  précédente.  Maintenant  l'expression  elliptique  de  v  con- 
tient le  terme  f  .e*.sin. (2/7.2 -f- 26 —  2^),  ou 

f .  (e2 .  cos.1  <tër  —  e1 .  sin.*  <ar) .  sin.(2/zi  -f-  2î) 
—  f  .e2.sin.<zër.cos.'sr.cos.(2«£  -}-  2ê). 

En  changeant  e.sin.<sr  dans  e.ûn.  'zsr-f-ef  (tf-sin.^)  ,  et  e.cos.<zy 
dans  e.cos.<sr-f-J\(e.cos.'ar) ;  on  voit  que  l'expression  de  v  con- 
tient la  fonction 

| .  {(J^ .  ecos.vry  — ■  (<T .  e  sin. <sr)2} .  sin.(277/:-f-  iè) 
—  f .  £ .  e  cos.-sr .  cT .  e  sin.<sr .  cos.(2nt  -f-  2?). 

En  substituant  pour  <J\ecos. <&-,  et  cT.esin.'W,  leurs  valeurs  pré- 
cédentes*, il  en  résulte   dans  v   l'inégalité 

^.(02.sin.(4^  —  4/z'/+4s—  4/). 
On  trouvera  de  la  même  manière  dans  v ,  l'inégalité 

^.(n)1.sin.(2«i  —  2n't-\-2é — <2i)  ; 
et  dans  v",  l'inégalité 

^.(lll)\sin.(27z'£ 27l"t+2t  2i). 

Ces  inégalités  sont  très-petites;  celle  qui  est  relative  à  v'  est  la 
seule  qui  mérite   d'être  considérée. 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  encore  dans  les 
coefficiens  de  la  principale  inégalité  des  trois  premiers  satellites^ 
des  quantités  qui  augmentent  considérablement  par  le  diviseur 
(77 —  27z')%  qui  les  affecte.  Nous  avons  eu  égard  dans  le  11°  ^,  à  la 
partie  sensible  de  ces  quantités  }  qui  dépend  du  produit  des  masses 
des  satellites  par  l'ellipticité  du  sphéroïde  de  Jupiter ,  en  dé- 
Mécan.  cél.  Tome  IV*  L 
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terminant  avec  précision  les  valeurs  de  N,  N'  et  IV.  Les  autres  par- 
ties sont  assez  pelites  pour  pouvoir  être  négligées  sans  erreur  sensible. 

ig.  Nous  avons  déterminé  dans  le  n°  i3  les  équations  séculaires 
du  mouvement  des  satellites  de  Jupiter,  et  nous  avons  observé 
que  la  seule  partie  de  ces  équations  qui  puisse  devenir  sensible 
à  la  longue,  est  celle  qui  dépend  des  variations  séculaires  des 
élémens  de  l'orbite  de  Jupiter,  et  de  la  position  de  son  équa- 
teur.  Si  la  partie  de  dR,  dépendante  du  carré  de  la  force  per- 
turbatrice ,  renfermait  des  termes  de  la  forme  QH*.dt,  Q  étant 
un  coefficient  constant ,  et  H  étant  comme  précédemment  l'ex- 
centricité de  l'orbe  de  Jupiter*,  il  est  visible  que  la  partie  cor- 
respondante de  la  double  intégrale  ff5a.ndt.uR  qui  entre  dans 
l'expression  de  v ,  acquerrait  par  les  intégrations  un  diviseur  de 
l'ordre  du  carré  de  la  force  perturbatrice,  ce  qui  le  rendrait  sen- 
sible, et  du  même  ordre  que  les  quantités  déterminées  dans  le 
n°  i3j  il  importe  donc  d'avoir  les  termes  de  ce  genre,  ou  de 
s'assurer  qu'il  n'en  existe  point. 

J'observe  d'abord  que  //a  dans  R  ne  peut  pas  être  multiplié  par 
le  sinus  ou  cosinus  de  2.1,  I  étant  la  longitude  du  peribelie  de 
Jupiter;  parceque  la  valeur  de  R  est  indépendante  du  point 
arbitraire  où  l'on  fixe  l'origine  des  longitudes.  La  partie  nou 
périodique  dei?,  due  au  carré  de  la  force  perturbatrice,  et  mul- 
tipliée par  £P,  ne  peut  être  que  le  résultat  de  la  combinaison 
de  deux  angles  qui  se  détruisent  mutuellement  sous  le  signe  cosinus; 
car  R  ne  renferme  évidemment  que  des  cosinus.  Donnons  à  H* 
cette  forme  , 

Une  partie  de  l'angle  compris  sous  le  signe  cosinus  peut  appar- 
tenir aux  coordonnées  de  m  ,  et  cette  partie  est  la  seide  que  l'on 
doit  faire  varier  dans  R,  pour  obtenir  t\R;  or  quelle  que  soit 
cette  partie,  il  est  clair  que  la  différentielle  du  terme  précédent  est 
nulle-,  àR  ne  renferme  donc  aucun  terme  delà  forme  Q.H*.dt, 
dépendant  du  carré  de  la  force  perturbatrice.  Il  est  visible  que  le 
même  raisonnement  s'applique  aux  termes  dépendans  du  dépla- 
cement de  l'équateur  et  de  l'orbite  de  Jupiter.  Ainsi  le  carré  de 
la  force  perturbatrice  n'introduit  aucune  quantité  sensible  dans  l'é- 
quation séculaire  des  satellites  de  Jupiter  et  dans  celle  de  la  lune» 
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CHAPITRE    VI. 

Valeurs  numériques  des  inégalités  -précédentes. 

20.  Jr  o  u  R.  réduire  en  nombres  les  inégalités  déterminées  ci- 
dessus,  il  faut  connaître  les  durées  de  la  révolution  sjdérale 
des  satellites,  et  leurs  moyennes  distances  au  centre  de  Jupiter. 
Ces  durées  sont  par  les  tables, 

Ier   sat.  $%  769137787; 

II  sat.  3;,  551181017; 

III  sat.  7>,  i545528o8  j 

IV  sat.  i6>,  689019396. 

Les  valeurs  de  n ,  n',  n"  et  nm  étant  réciproques  aux  durées  pré- 
cédentes ,   on  a 

n  —  ^.9,433419; 

n'  =  nm .  4,699569; 

n'=  n".  2, 332643. 

Pour  déterminer  les  moyennes  distances  a,  a',  a*  et  a",  nous 
observerons  que  la  plus  grande  élongation  du  quatrième  satellite  à 
Jupiter,  dans  ses  moyennes  distances,  et  vue  de  la  moyenne  distance 
de  Jupiter  au  soleil ,  a  été  observée  par  Pound,  de  i53o",864.  A 
cette  même  distance ,  le  diamètre  de  l'équateur  de  Jupiter  a  été 
observé  par  le  même  astronome,  de  i2o",37o4;  en  prenant  dons 
ce  demi-diamètre  pour  unité,  on  a 

a"  =25,43590. 

Il  peut  y  avoir  sur  ce  rapport  de  a"  au  demi-diamètre  de  Ju- 
piter,  une  incertitude  qui  tient  principalement  à  l'évaluation  du 

L  2 
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diamètre  de  Jupiter ,  et  à  l'influence  de  l'irradiation  sur  sa  me- 
sure 5  mais  elle  ne  peut  produire  d'erreur  sensible  dans  les  ré- 
sultats suivans  ;  seulement  l'unité  dont  nous  faisons  usage,  peut 
ne  pas  représenter  exactement  le  demi-diamètre  de  l'équateur  de 
Jupiter. 

Quant  aux  distances  a ,  a',  a",  il  est  beaucoup  plus  exact  de 
les  déduire  de  la  valeur  de  a"  par  la  loi  de  Kepler,  que  de  les 
tirer  immédiatement  des  observations.  Suivant  cette  loi,  lamojenne 
distance    a     du    premier    satellite    au    centre    de    Jupiter,    est 

3        

g     /  ri"* 

a"  •  \r  ~"  Mais  l'exactitude  de  cette  expression  est  un  peu  al- 
térée par  les  forces  perturbatrices  du  mouvement  des  satellites, 
qui,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n°  5,  ajoutent  aux  mojennes 
distances  a  et  a"  les  quantités  <Pa  et  JV",  dont  nous  avons  donné 
les  valeurs  analytiques  dans  le  même  n°.  Le  seul  terme  sensible 
de  ces  valeurs  est  celui  qui  dépend  de  l'applatissement  de  Jupiter, 

et  qui,  pour  £~a,  est  égal  à  a .  p~l    ;    il  faut  donc    ajouter    cette 

quantité  à  la  valeur  de  a ,  que  donne  l'équation  «2  =  -ô;  on  a 
ainsi 


a; 


On  a  par  la  même  raison  , 


a  =:n 
on  aura  donc 


3      

expression  dans  laquelle  on  peut  substituer  a" .  1/  ^,  au  lieu 
de  a,  dans  le  diviseur  4.   Il  est  facile  d'en  conclure   les  expres- 

sions  de  a!  et  de  a".  La  valeur  de  (p — •!<?>)  peut  être  déterminée 
avec  précision  ,  par  les  mouvemens  des  orbites  des  satellites.  Une 
première  approximation   m'a  donné  0,0217794  pour  cette   quan- 
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tité  :  cette  valeur  est  suffisamment  approchée,  pour  que  l'erreur 
dont  elle  est  encore  susceptible  n'ait  aucune  influence  sensible 
sur  les  déterminations  suivantes.  On  trouve  ainsi 

a  =  5,698491  ; 
d  =  9,066548  ; 
0*=  14,461893; 
aw  =  25,435go. 

En  comparant  ensuite  les  satellites  deux  à  deux  ;  on  a  conclu 
au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  n°  49  ^u  second 
livre,  les  résultats  suivans  : 

/  et  II  satellites, 
a.  5=  0,62851829  ; 
d'où  l'on  a  conclu 

Z>^\  =  2,202968796;       Z»^,  =  —  0,595719117. 
Ensuite 

£f=2,25884oo;     #°= 0,7543117;     Z.f=o,3632i43; 

a  a  i 

^=0,192354.2;     3f=o,io65n5;     #5)=  o,o6o5324  ; 

£f)=o,o349955;     #7)=o,02û48oo; 

^0)  «ft<°  d»« 

-^-=i.<>999l65     -^J-=i,75ooi4-,    .-^-=1,452760; 

Jèf  dbf  db<p 

■^-=1,084600;     -^-=0,773248;     -^-=o,537oio; 

-^-=o,36663g. 
^=3,571615. 
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/  et  III  satellites. 

«  =  0,5940349095 
d'où  l'on   a  conclu 

&°\ =2,0784163%  ;     3^,=— .o,38623i35o. 

2  a 

Ensuite 

#0)= 2,0852433  ;     #°= 0,4194902  ;    b?>= 0,1 248495; 
Z»f)=o,o4ii4io;    3^=0,0142110;    3^=0,0050800. 

2  2  x 

d&?°  di"  d&w 

-^-=0,476087;     -^-  =  i,2o8235;    -^-=o,68i569; 

dbf  db™ 

^-=0, 329802  ;     -^-  =  o;  1 49798. 

I  et  IV  satellites. 

<x  =  o,224o334io  ; 
d'où  l'on  a  conclu 

#^=2,025175212;     3coi= — 0,222618894. 

a  s. 

Ensuite 

Z.^=2,02583i  ;      3Ç°=0,228387  ;      3^=o,o384562  ; 

£  2 

3^=0,0071873;    3^=0,0014098;    3f =0,0002846. 

db<p  db<-p  dbf 

-^=o,23738i;     -^.=  i,o59579;     -^  =  0350827; 

db<P  db<? 

-^=0,09772!  ;    ^  =  0,025197. 
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77   et    III   satellites. 

a.=  0,62692671 4- 
d'où  l'on  a  conclu 

bc°\  =2,201911 334  ;     3£\=— 0,59438633g. 
Ensuite 

^=2,2570986  ;    #°=o,75i534o  ;    3«=o,36o9io8; 

2  2  a 

£f=  0,1 906386  ;     £f =0,100295;       ^  =  0,059691  j 

#S)=0,034428  ;     bf =0,020107. 
d&<°  <Z6Ç°  d&f 

-^-=i,o93i5o;     -^-  =  i,74565o;     -^.=  1,444842; 

•af  <&«>  àkf> 

-^-=1,076290;     -^=o,7655i7;    -^-=o;53o3i5. 

«m 
-^-=o,36n24. 

è'f=2,537577. 

a 

77  ê'^   7?^  satellites. 

«  =  0,356447000; 
d'où  l'on  a  conclu 

6^  ,= 2,064048552;     £«=—  0,350692291. 
Ensuite 

#°=2,o685o85  ;    M°=o,3749i7;       #2)=o,ioo8oo3  ; 

a  Ï  2 

MS)=o,o5oo272  ;    3^=0,0093817;    3f)=o,oo3o277. 

a  2  2 

<$oî  «B«  d&« 

-^-  =  0,4i5i4i  ;     -^-  =  1,164667;     -^-=0,599392; 

db?  dbf> 

-^-=0,2653175  -^=0,108542. 
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III    et    IV    satellites. 

«.  =  0,568562391  ; 
d'où  l'on  a  conclu 

&Wi_3jI65aoo864;     #2,=— .0,544549802. 

a  a 

Ensuite 

Z>f =2,i996536  ;  #°=o,6558357  ;  ^=0,284370  ; 

3f =0,135969  j  bf =0,068124  }    #5)=o,o35i8o  j 

M6)=o,oi8696  j  ôf =0,010398. 

<»<0)  dèc,°  rfèf 

-^=o,87893i;     -^=1,545882;    -^  =  1, 190293  j 

db<»  dbf  dbf 

—^-  =  0,8124215      ——■  =  0,520520  J      —^-=0,350751  J 

-^=0,201993. 

21.  Au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  n°  3,  on  a 
conclu  les  résultats  suivans,  dans  lesquels  on  a  supposé ,  comme 
dans  le  n°  précédent, 

P— Y-<P  =0,217794. 

Les  valeurs  de  N,  N',  N"  et  N"  dépendent  de  cette  quantité  , 
et  elle  est  principalement  sensible  dans  la  valeur  de  N.  Ces  va- 
leurs dépendent  encore  des  masses  m,  m'}  m"  et  lîf  des  satellites. 
Une  première  approximation  m'a  donné 

m  =  0,00001841 13 j 
m' ■==■  o,oooo258325  j 
m" '  =  o,oooo865 1 85; 
mm=.  0,00005590808  j 

la 
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la  masse  de  Jupiter  étant  prise  pour  unité.  La  petitesse  de  l'in- 
fluence de  ces  masses  sur  les  valeurs  de  N,  N',  etc.  rend  insen- 
sibles les  erreurs  qui  peuvent  avoir  lieu  dans  les  évaluations  pré- 
cédentes. La  masse  m'  est  multipliée  dans  l'expression  de  N1,  par 
la  fonction 

cette  fonction  est ,  par  le  n°  55  du  second  livre ,  égale  à 


2.(1— a2)2  ' 

on  pourra  donc  l'obtenir  aisément,  ainsi  que  les  fonctions  ana- 
logues, au  moyen  des  résultats  numériques  donnés  précédemment» 
Cela  posé,    on   a  trouvé 

N  ■=.  «".9,4269167; 
N'  =  «'..4,6979499  j 
A'"=  «"'.2,5325090; 
N'"=  «".0,9999070. 

En  supposant  ensuite  la  révolution  sydérale  de  Jupiter ,  de 
4532J°u",6o22o8,  on  a 

M  =  7îro.o,oo385i96; 

de  là  on  a  conclu  les  formules  suivantes,  dans  lesquelles  les  quan- 
tités m ,  m',  m"  et  7«'"  expriment  les  masses  des  satellites,  mul- 
tipliées par  dix  mille. 

i87",4465.sin.     (rît— nt-\-i  —  e)  ' 

—  2i736",4863.sin.2  (iït—nt-\-î—t) 

r  ,     !  —         7o",85i5.sin.3.(/27 — nt-\-& — ê) 

cTp=772'.   /  1     '  >  'A 

—  i6",i926.sin.4-(«'ï — nt-\-i — 1) 
— -  5",4o39.sin.5.(///  —  ntr\-i  —  e) 

—  2",i433.sin.6.(«'/,  —  nt-\-î  —  e)  J 
Mécan.  cél.  Tome  IV.  M 


9° 
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rf-  ni 


2i",9534.sin.     (tï't—nt  -{-g"  — g) 

—  i8",5i97.sin.2  (ri't—nt-\-i'—i.) 

—  i",90i7.sin.3.(«'7 — nt-\-i  —  g) 

—  o"J,3569.sin.4.(«^—^+6"— -s) 

3",6i09.sin.     (nmt— <nt+ea  —  s) 

—  i",5588.sin.2  («'7— /z*+gw  —  g) 

—  o",iojg.sin.5. (nmt — nt-\-i" — g) 


JV  5=  w' 


+  7»' 


+  771"'. 


«4-   0",l460.sin.  (2«f 2iW/-{-2£  —  2E). 

0,000084865 
-j-  0,00046652 . cos.     {jH—'Ut+é  —  i. 

—  0,09764199.005.2  («7 — -«^H-e' — g 

—  0,0004091 7.  cos.  5.  («7 — nt-\-i  —  s 

—  0,00010761  .cos.4-(/"/£ — nt-\-î  —  s 

—  0,00003824.  cos.  5.  («7 — 7lt-\-é  —  g 

—  0,0000 1 642 .  cos.6 .  (fl't — 7it  -\-t  —  £ 

0,00000703 
+  0,00007780.  cos.     (n"t — nt-\-i — g) 

—  o,oooio63i  .cos.2  (n"t-—nt-j-e'  —  g) 

—  0,00001 3io.  cos.  3.  (ri't  —  nt-\-i' — g) 

—  0,00000269.  cos.  4.  (n"t — 77f+e"— -g) 

0,0000011 3 
-f-  0,00001478.  cos.     (nmt — nt-}-£m-—>  g) 
— <  0,00000968. cos.2  (rî*t — nt-\-é" — g) 
— -  0,00000078 .  cos. 3 .  (n"t — nt—é"  —  g) 
+  0,00000095 

—  0,00000095.  cos.  (iMt  —  2nt-j-2E-—  2±). 
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9* 


—  6g5  i",4&6o  .sin.     (nt-—n't-\-è — e' 

—  52",63i5.sin.2  (nt — n't-\~e. — i 
£1/ s=nn  .{  —       io*,5253.sin.3.(/z2— n't-{-e — i 

—  3',3448.sin.4.(/z£— n't+i— i 

—  i  ",296g.  sin. 5.  (/z2—-  n't-\-& — e' 


4-7»' 


'  184*,  5172.  sin.     (Vf — n't+e'-—  é 

—  12 108*^9920. sin. 2  (n't — n't-^-e" — i 

—  68",8828.sin.3.(«^— n't-\-{— é 

—  i5',7643.sin.4.(«7— n't+e"— e 

—  5",2597.sin.5.(«7— rtt-\-{— i 
\  —  2'>8i4.sin.6.(/z"/— n't-±-e—  e' 


4-  m" 


ip*,3755.sin.     (nmt—n'l-}-é" 
—  io", 8356.  sin. 
■ —     1  ",0646.  sin. 


1.  (nmt— rit+C  —  e)  y 
1.2  (ift— n't+  é"—è)  \ 
u3.(ri"t—7Ït+e"'--e)  ) 


ér  =  m 


4- w\< 


4-    oV>88i.sin.(ara'*— aAft-f-a/  —  iE). 

—  0,00044608 

4-  o,o5o6g5i8.cos.  (nt — n't-\-i — s) 
4-  o,ooo5gig7.cos.2  (nt — n't-\-i — «') 
4-  o,  000 14002.  cos.  3.  {nt — n't~\-i  —  e) 
+  0,00004784.  cos.4-(nt —  n't-i-e — e') 
4-  0,00001928. cos. 5. (nt — i«74-Ê — e') 

0,00006497 
4-  0,00075255. cos.     (n"t — <n't-\-£ — & 

—  0,08670960.008.2.(727 — n't-\-i"^-e 

—  o,ooo635g8.cos.3.(/z'7 — rit-\-& — i 

—  o,oooi6685. cos. 4  (n"t—n't-\-i" — é 

—  0,00006067 .  cos. 5 .  (rit — n't-\-  e" — <=' 


Mî 
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f        0,00000798 

\  -f-  0,00007146  .cos.  (jimt — rit-\-î" — g') 

\  —  0,000101 35  .cos. 2  (nwt — rit~\-s" — g') 

(  —  0,00001189  . cos.3. (rft—- n't-j-î"  —  é) 

+  0,00000609 

—   OjOOOOOÔOg.  COS. (iMt 2«7  +  2E 2ê'). 


JV=w 


24",2648.sin.     (nt—n't -H— O 

—  o",jo44.sin.2.(nt  —  7i"t+é — &") 

—  o",  1277  .sin.3.  (nt — /z'7-f-g— s") 


+  m'. 


—  3478",2675.sin.     (n't—  n"t+ é  —  i)  ' 

—  5o",939g.sin.2  .(rît — nt-\-i  —  e") 

—  io",207i  .sin.5.(rit—n"t-^-é—s") 

—  3",23o5.sin.4.(«7— ri't+é  —  £) 

—  i",255i  .sia.5.(n't— »"/+«'— e") 

—  o",5453 .  sin.6 .  («7— «7+ i— f) 

io6",i6i4.sin.     (nmt~n"t+em— e") 

—  36a%io3o.sin.2  (ri"t  —  n"t-\-e"'—e") 

—  25",4655.sin.5.(«"7  —  n"t-\-em-^e") 

—  5",9227 .  sin.4.  (ri"t— ?i"t+em— e") 

—  i",88oo.sin.5  (ri"t—rit-\-i"  —  i) 

—  o",6997  .sin.6.  («"Y— ri't+ê"— g") 

+  2",3870.sin.(2ra^— .affi+ai1-  2E). 

—  0,00054798 
k»     /  "+"  °^°°o59i47.cos.  («/ — n"t-\-i. — e1") 

-f-  0,0000 1900. cos. 2. (nt — n  t~\-& — e  ) 
+  0,00000348.  cos.  3.  (nt — rî't+e — i") 


•+-  m" 
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r  —  0,00070942 
-\-  0,041 57743  .cos.  (n't—~n"t-\-é — ê") 
-f-  0,00091 726. cos. 2. (lit — n"t-\-e—é") 
-f-  m' •  \  +  0,0002 17 12. cos. 3. (rit — Tz'V-f-s'— •  é") 
-f-  0,00007409.  cos.4-(«'^ — n"t-\-é — ê") 
+  0,00002980.  cos.  5.  («'^ — n"t~\-s — ê") 
4-  o,ooooi3i8.cos.6.(re'f— ri't -{-€■— .e") 

o,oooo685o 
-f-  0,00075191  .cos.  (rft — n"t-\-Ém—ér) 

—  0,0044961  .co*.2.(nmt—n't+£— e") 
-f-77zw.J  — .  o,ooo398oi.cos.3.(«w/— ^+êh'— g") 

—  0,00010474.  _COS.4.(»*7—  #7+ g"— g") 

—  o,oooo356g.co3.5.  («"/—»"/ +£"  —  6") 

—  0,00001 379.  cos.6.(«"ï — n"t+î" — e") 

•+-  o,oooo3g44' 

—  o,oooo3g44.cos.  (zMt — znmt-\-2E~— 2ero). 


j .._         I  +  i4^458.sin.  (nt  —  rft+i—é")  1 

~  "V  \\_  0",02o6 .  sin.2(nt—n'"t  -f-  g  —  g'")  J 

22ff,452i  .sin.     (Wt^TO+e'-- 1) 

—  o*,3o85.sia.2.(/z7— «'"*  +  £'— g'") 

—  o",  o54o .  sin.  3 .  (n't — n'"t  +  Y  —  &"'  ) 

—  35w,4372.sin.     (n"f—  rft-\-i—  i) 

—  1 5ff,957o . sin.2 . (n"t  —  n"t  -f-  ê"  —  gw ) 
+       •  <[  —  3",5293.sin.3.(/z^— «'7-fr/— 6W) 

—  1  ",o  1 97 .  sin.4 .  (n"t — irt  -f-  ê" — è"  ) 
~  o",3735 .  sin,5 .  (n°t—ti"t+£—i') 
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-f-  i2%988i.sin.(a«"/-- sMt— 2Î1 — 2E) 

—  0,000881 52 
^rm=m.  <{  +  0,0005701 8. cos.     (nt—nmt+<;—em) 

-f-  0,00000 n 3. cos.2. (nt — tft-\-% — êw) 

—  0,00093981 
,    )   -f-  0,00091758.00s.  (n't  —  rft-^-é — s") 

-f-  0,00001095.  cos.  2.  (rit — n!"t-^e — e") 
+  0,000001 66.  cos.3. (n't — nmt-\-é' — e") 

—  0,001 1444^ 

-f-  0,00326071. cos.  (n!'t—7imt-j-è—em) 
+  0,00057836.  cos.2.(rc"/— «"V+g"— gw) 
-f-  o,oooi36i4.cos.3.(«7—nw^+6"— f) 

-|~  0,00037741 

• —    0,0005774l  .COS.^MiC 2Tl"'t-\-2Ë 2Z°). 


22.  Considérons  maintenant  les  inégalités  dépendantes  des  excen- 
tricités des  orbites.  Représentons,  comme  dans  le  n°  17,  les  inégali- 
tés deJV,  JV ',  JV",  dépendantes  de  l'angle  nt — 2n't-\-t — 2.é-\-gt-\-T , 
par 

Q  ,sin. (nt — 2rtt-\-i-—2é -^-gt-j-T); 

Q'  .sin.(nt — 2?ït-\-e. — 2e.'.-{-gt-{~T)  ; 

Q"  .sin.(nt — 2iït-{-é. — 2ê'-f*^-f-r). 

On  aura  par  le  n°   7, 

v  a.Qi — 2ra+g-)a      l  'a  )  7 

Z         ï    rn.{GH+a-.Fh} 


+^^4.^.{F7.'+i.G7/}y 
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V  (n — 2ii-\-gY    l  a  J 

Nous  avons  donné  dans  le  n°  4  les  valeurs  analytiques  de  F,  G, 
F',  G',  ce  qui  donne  pour  les  valeurs  numériques  , 

F  =  1,483732  ; 
G  = — o,857i5g; 
F'—  i,46658o; 
G'=— o,85537o. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  trouve 

„  ,   (i6,85o2o4. h  —  6,118274. h'} 

Q  =  — «m.  - — —  :~—L 


Q'=      m 
«-{-  ni 
Q"  =  —  m! 


V  +3ooi3ooV 
{i5,5o745o.^  —  4,85i,go7.y} 

fI+    g    Y 

\        3ooi3oo/ 
„  {4,i33o8o.y  —  i,5ii467.^"}  , 

\1+3ooi3ooV 
,    {5,348954 .y  —  i,i88i55.&"} 

V  +3ôôf3ôôV 


On  déterminera  les  quantités  h,  h',  h",  Tf  et  g,  au  moyen 
des  équations  (J^)  du  n°  17.  Pour  réduire  ces  équations  en 
nombres,  nous  observerons  que  la  valeur  0,0217794,  qu'une  pre- 
mière approximation  m'a  donné  pour  p — i<p,  étant  susceptible 
d'incertitude,  nous  ferons 

P  —  1  <?=/*•  0,02 17794; 
(jl  étant  un  coefficient   indéterminé.  On  trouve  ainsi  par  le  n°  6, 
(o)  =  553878",76.^,        [ô]  =  io5",27; 
(0  =  io9oo3",2o./a;       [7]  =  207^29; 

(2)  =     2i264",8g.^;        (t]  =  4i7",655 

(3)  =       2946",95.^;        f3]  =  974V9. 
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(0,1)  =  m' .  39826^00  ;  [o,7|  =  m'  .295 16", 02°, 

(0,2)  =  m",   52o5",o5;  [0^2]  =»  ni" .   a5iï",5g', 

(o,3)  =  m".     767", 12;  [ô,~3]  es  m".     2i3',46. 


(1,0)  =  m  .5i57Z",ji;  '"|7,oj  =  m  .234oo",o4; 
(1,2)  =  m" .  i9566",65  ;  g^  =  m'  .  14469', 66; 
(i,5)  =  m".   1804',  18;     [7/3]  =  m".     79o",56. 


(2,0)  =  m  .   3267",52;     [2^0]  =  m  .    1 576^46 ; 

(2,1)  =  m' .  1 5492^62 ;  nr,ii  =  m' .11456", 90; 

(2,3)  =  rrf.  5886", 85;     gj]  =  772"  „   3995",o3. 


(3,o)  =  in  .  363",09;  3,o  =  m  .  ioi",o3; 
(3,i)  bb  m'  .  io77",i5;  [v]  ^.ttz'.  471^99; 
(3,2)  =  77zw.   4438', 87  j      g^j   =  77z'".5oi2",57; 

lee  équations  (V)  du  n°  17  deviennent  ainsi, 

o—  (g— 553878",78.^—  \o5"  ,q,j  .—  0^26"  ,00. m' .— 52o5",o5 .  m'— 767", 12. m"}.h 
+  a95 1 6",o2 .  m'A'  +  a5 1 1  "539 .  m"#  -f-  2  !  3",46 .  tt/'A" 
-{ 6888o5" . m-H56o8>9,/ ■  771' )  . m7;+{ 25oio5'/re  + 1 58545" . ?n'+  2i595i"  .m"}. m'h'+78z34" . m' m" h' 

\        3ooi3oo"/ 

o={g-— i09oo3",2o.^— 207",29— 3i573",7i.m— ig5Se*,65.77i"— i8o4",i8.77i"}.&' 
.       +  23400", 04.  mh  +  1 44G9", 66.  m"  h" +79o", 56.  m"  h'° 
{226500". 77i+  145201". in —  196007.???-"}  .mh 

+~  (I+_£_.y      ~^~ 

\        3ooi3oo'/ 
{  82242"  .  77i2  +  52068"  ■  mm'—  140696 .'  777771"  +946o3" .  m' m"  +60174"  .m"1},  h' 

\        3ooi3oo  / 

+ 
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,  {—  25726" . 771  +  545,q6" .  m'  -j-  225 1 8" .  m" }      „   y, 

+  (1+  "2   y  m    ' 

c  ={g— 21 264.",8g .//— 41 7",63— 3267"J32 .  m— 1 549a'I)62 .  m.' — 5886",65 .  m") .  h' 
+ 1 576";46 .  mh  +  !  i456",go .  m'A'  +  0995",o3 .  m~A" 
57700". mm  h— {20952"  .m— 28176".^— 17^1"  .m"}  .m'h'~ {10279. m/+6554'7.7n."}  .Tn'A* 

V+3ooi3oo'7 

o={g— 2946",95.Ju— 974"ig— 363ff,io.m— io77",15.77i'— 4438,,J87.m''}./^ 
-f-  101" fi5 .mh  -j- 4ji" ,(}$  .m  h' -{-ooiz" fi? .m"h" 

Lorsque  les  masses  m,  m',  ot"  et  m"7  seront  connues.,  ainsi 
que  l'indéterminée  /ut,',  on  aura  en  résolvant  ces  équations ,  quatre 
valeurs  de  g,  et  les  rapports  correspondait  des  indéterminées  h, 
h',  h"  et  h",  à  l'une  d'entre  elles ,  qui  restera  indéterminée.  Ces 
quatre  systèmes  de  g ,  h,  h ',  h",  h"  donneront  autant  de  valeurs 
pour   Q,   Q'  et  Q°. 

L'action  du  soleil  ajoute  encore  au  mouvement  du  satellite  m, 
les  deux  inégalités 

■ .  sin.  (nt  —  2Mt-\-z— 2E-\-gt-\-Y) 


2.n .  (fiM -f-  N — n — g)  ' 

—  ™-J?-.sm.(Mt-i-E—I). 


La  première  n'est  sensible  que  pour  le  troisième  et  le  quatrième 
satellites,  et  l'on  peut  y   supposer  n-$-g  =  N,  ce    qui  réduit  le 

coefficient  de  cette  inégalité  à — '— '-. —  .h.  On  a  ensuite, 

I.  satellite.  — - '-, —  =  0,001 53 12  ; 

4'i  7 


II.  sat.  ',  ■  ==  0,0030737  j 

III.  sat.  '  Ai"'  =  0,0061926  j 


i5.M 


IV.  sat,         ~i~~s~  ==:  °.>01 44449» 
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Nous  avons  observé  dans  le  n°  i3,  relativement  à  la  seconde 
inégalité,  qu'elle  est  modifiée  par  l'action  réciproque  des  satel- 
lites. On  peut  ensuite  prendre  pour  H.ûn.(Mt-\-E — /),  la  moi- 
tié du  premier  terme  de  la  plus  grande  équation  du  centre  de  Ju- 
piter, et  ce  terme  est  égal  à 

6iao8*,23.sin.(iIft  +£—/). 

Cela  posé ,  on  aura  ,  en  n'ajant  égard  qu'à  l'inégalité  précédente  } 

JV=-  VA-Y       (^-A?r).{1+â^  +  ^) Un-UW  +  E-I); 

»  l      4am     4am  i  ' 


■!■ 


4am'      4Û 
ya'm.knr' 


\  l       4am      4am  > 

t  Sa"  m .  kna  •. 

<r/=-l49">96.(1+;2om  _  /        ^      £»N    .sin.(^+£-/) 

v  \      4cwi     4am  / 

jy==  —  349",79  •  sin.  (Ifi  +  £  —  /  ) . 

25.  Déterminons  les  inégalités  du  mouvement  des  satellites, 
en  latitude.  Les  équations  entre  X,  X' ,  X"  et  A"  du  n°  10  de- 
viennent 

0=  {  553878^,76 ./a-f-  1  oo",27  +  39826",oo .  m'+  52o5",o5 .  m"  -f  767",  12 .  771'0} .  a 
— 5982G",oo .  m'A'—  52o5",o5 .  m"  a"—  767",  1 2 .  m'V—  1  o3",27  ; 

c=(io9oo3",20.^-f-2o7",29-)-3i573'',7i-"J+i9566'',65.m"+i8o4")i8.77i0'},A' 
—  3i573",7i  .mA— 19566",65.m"A"— i8o4";i8.77i'"AB— 207^26  ; 

o  =  {âi264")89./x  +  4i7'',63+3267%32.m+i5492",62.m'-f5886";85.7nw}.A1' 
— 3267",32 .  TTiA—  i5492";6q  .  to'a'— 5886"  ,85 .  m"*."—  417  ,"65  ; 

o={294G",95.^  +  974",i9+3S3"3io.77i+io77"Ji5.m'+4438"J87.m"}.A^ 
_363",io.mA— io77",i5.771'a'— 4438",87.7n"A"  — 974"3ig. 

Les  équations  entre  /,  /',  l",  F  et  p  du  même  n°  deviennent 

o={p— 553878"j76.^— io3"J27— 39826",oo.m'— 52o5")o5.77^"-7G7''3l2.7M,,'}/. 

+  39826",oo .  m'l'-f-  52o5")05 .  m"H'+  767",  1 2 .  m'"l"  ; 
o  — ^p_1o9oo3",2o.,a— 2o7"')29— 3i573",7i.m— i95SG",65.m"— i8o4",i8.mw}i' 

+  3i573",7i  ,mZ+  i9566";65.77i"f-f-  i8o4*,i8.m'/»  ; 
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o=[p—  flia64",89;p— 4i7",63— 3aSf,Za.m—  iS^'Sz.rri—  5886",85.mw}.Z" 

-î-  3a67";32 .  771/+ 1 5494",62 .  m'ï+  5886",85 .  m'"!!"  ; 
o={p~z94&',S5.u— 974',i9— 365", 10. m— io77",i5. m'— 443?,", 87. m"}. I'" 

-j-363">io.ml+io77",i5.m'l'-{-4438")'è7.m"l". 

Lorsque  fx  et  les  masses  m,  m',  m"  et  rrf  seront  connues  ,  on  aura 
aumojendes  quatre  équations  entre  les  indéterminéesÀ,À',À"et;\.a', 
les  valeurs  de  chacune  de  ces  indéterminées.  Les  quatre  dernières 
équations  donneront  en  éliminant,  une  équation  en  p  du  qua- 
trième degré,  et  l'on  en  tirera  par  les  formules  du  n°  10  la  la- 
titude des  satellites  au-dessus  de    l'orbite  de  limiter. 

On  a  vu  dans  le  n°  10  que  la  partie  de  la  latitude  5  qui  dé- 
pend de  l'inclinaison  6'  de  l'équateur  de  Jupiter  à  son  orbite ,  est 

(A—  i).fl'.sin.  (»+*•') 

Si  l'on  prend  pour  plan  fixe  l'orbite  de  Jupiter  en  1750,  et  pour 
origine  de  v  et  "$"'  l'équinoxe  du  printems  de  Jupiter,  à  cette 
époque  ;  on  a  par  le  même  n" 

O'^'L  +  bt; 

On  déterminera  a  et  b ,  au  moyen  des  équations  suivantes ,  qui 
résultent  des  formules  différentielles  du  n°  5g  du  second  livre, 

a  =  (4,5) .  I.  cos.  n  -f-  (4,6) .  1' .  cos.  n'  ; 
b  =  —  (4,5).J.sin.n—  (4,6).2'.sin.  W; 

les  valeurs  de  (4>5)  et  de  (4,6)  étant  celles  du  n°  24  du  livre  VI. 
On  doit  observer  de  diminuer  clans  la  première  de  ces  valeurs  la 
masse  de  Saturne,  dans  le  rapport  de  335g,4  à  35i5,6;  comme 
on  le  verra  dans  la  suite,  I  est  ici  l'inclinaison  de  l'orbite  de 
Saturne  sur  celle  de  Jupiter  en  1750.  n  est  à  la  même  époque  la 
la  longitude  de  son  nœud  ascendant  sur  cette  orbite ,  et  comptée 
de  l'équinoxe  du  printems  de  Jupiter.  /'  et  n'  sont  les  mêmes 
quantités  relativement  à  Uranus.  Les  observations  donnent  à  fort 
peu-près, 

Ni 
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'X  =  3%4444, 
d'où  l'on  tire 

^  =  9ff,o52g, 
b  =  o",ojo55o. 
On  a  ensuite  par  le  n°  5o , 

lp~jiS*C~ç~B\{M1+77i.ii\X+m\n,\\'+m\n"\X"+ma .n">.X'}. 

Si  l'on  suppose  que  Jupiter  est  un  sphéroïde  elliptique,  on  a  par 
le   n°  14  du  livre  V, 

sC—A-B  _      (P-Lç).p.R*dR. 
C  —    °         p.MdR  ' 

£  étant  la  densité  d'une  couche  du  sphéroïde  dont  le  rayon  est  R, 
et  R  d?vant  être  supposé  égal  à  l'unité  ,  à  la  surface.  Si  l'on 
suppose  les  densités  des  couches  de  Jupiter  et  de  la  terre  à  des 
distances  proportionnelles  aux  diamètres  de  ces  deux  planètes  , 
en  raison  constante,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  cT  est  re- 
présenté parla  même  fonction  de  R ,  pour  ces  deux  planètes } 
alors  la  fraction 

fl.R\âR 

fî.Rï.dR 

est  la  même  pour  ces  planètes.  Dans  l'hypothèse  que  nous  ve- 
nons de  faire ,  si  les  deux  planètes  étaient  fluides  ,  leurs  ellip- 
ticités seraient,  par  le  n°  4^  du  livre  III,  proportionnelles  aux 
valeurs  respectives  de  <p  pour  chacune  d'elles,  ou  aux  ellipticités 
qu'elles  auraient ,  si  elles  étaient  homogènes.  Supposons  que  cela 
ait  encore  lien  dans  leur  état  actuel ,  et  l'on  a  vu  dans  le  n°. 
cité,   que  cela  est  à-peu-près  conforme  aux  observations  ;   alors 

les  valeurs  de  — —r-, seront  pour  chacune  de  ces  planètes,  res- 
pectivement proportionnelles  aux  ellipticités  relatives  au  cas  de 
l'homogénéité.  Ces  ellipticités  sont  par  le  même  n°  comme  les 
nombres  0,10967  et  0,0043344!;  ensorte  que  l'on  a 
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zC—A—B fQ.C—A—B\       10967 


_  (iC—A—B\ 

"  '  —  V       ç      ) 


c       ""v      c      )'  433,441  J 

la  valeur  de  - j, dans  le  second  membre  de  cette  équation, 

étant  relative  à  la  terre.   Cette  dernière  valeur  est,  par  le  n°  14 
du  cinquième  livre,  égale  à 

O,0o5lC)D23 


1-f  £.0,748493' 
On  a  de  plus,  par  le  n*  44  du  livre  VI, 

3,(i  H- g)  =  2,566. 
Au  mojen  de  ces  données ,    on  trouve  pour  Jupiter , 

O.C—A—B  ,   _- 

c =  0,14735. 

Les  observations  donnent  la  durée  de  la  rotation  de  Jupiter , 
égale  à  ojour,^i5j'j ,  et  celle  de  sa  révolution  sjdérale,  égale  à 
4332À,6;  d'où  l'on  tire 

M <y',4i577 

T—  4332>,6" 
On  aura  ainsi 

y  =  3",559i 
-J-  m  .2i34";,6o.À 
-f-  m' .    529^78.  A' 
-f-  m" .    i5o'',52.Xff 
■+■  m".     23",99.X"'. 

Une  première  approximation  m'a  donné 

A  =  o,ooo63534  ; 
A'=  0,0064232  ; 
A"=  0,0299802  ; 
X"=  0,134612  ; 
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en  adoptant  les   valeurs    précédentes  des    masses   des  satellites , 
on  aura 

■/7  =  9',8788; 
d'où  l'on  tire 

6'  =  L  -f-  o",07o35o  ; 

■¥  =  0^8259. 

Telle  est  donc  à-peu-près  la  précession  annuelle  des  équinoxes 
de  Jupiter  sur  son  orbite. 

Pour  réduire  en  nombres  les  inégalités  du  mouvement  pério- 
dique des  satellites  en  latitude,  déterminées  dans  le  n°  11,  nous 
observerons  que   l'on  peut  y  supposer  sans  erreur  sensible, 


Nl+l=i;     N:+^=i;     *;+£=.. 
Cela  posé,   on  trouve 

s  z=m' . 0,005494^7  •  (ï — F)  ■  sin.  (5v — 4"' — pt — A) 

—  0,000 1 5  3 1 2 .  (JJ — l) .  sin .  (v — 2  U — pt — A)  ; 

s'  z={m, 0,00276975  (/ — l')-\-m".o, 001 7091  o.(l" — /')}.sin.(2P — 3*>' — pt — A) 

—  0,00050736 .  (Z/ — /') .  siin.(y' — 2  U—pl — A)} 

s"  =  m  .  0,001 555o5 .  (/' — /*) . sin. (a*/ — 2^" — pt — A) 

—  0,00061925 .  (JJ — /") .  sin. (2/ — 2  U— pt — A)  ; 

5"'=  —  o,ooi4478i5  .  (Z7— /'") .  sin.  (v*— 2  U—pt—h). 

24.  Considérons  maintenant  les  inégalités  dépendantes  du  carré 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites,  dont  nous  avons 
donné  les  expressions  dans  le  n°  i3.  Les  plus  sensibles  à  la  longue 
sont  les  équations  séculaires  des  satellites,  dépendantes  des  va- 
riations séculaires  de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  Jupiter.  Mais  il 
est  facile  de  s'assurer  qu'elles  ont  été  jusqu'à  présent  insensibles  , 
et  qu'elles  le  seront  long-tems  encore.  En  effet,  la  plus  grande 
est  celle  du  quatrième  satellite ,  et  son  expression  est  par  le  n°  1 3 , 


2.(1—  Xmy.  5  .'L.bt>— 5.(5).X*.'L.èl*— 2.  3 \.Hx.ct\ 
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On  a  par  ce  qui  précède , 

b  =  o",070o5o  ;  £  =  3%4444  ; 

on  a  ensuite 

2C  =  i",g446; 


en  faisant  donc  usage  des  valeurs  de  Km,  3  et  (3),  données  pré- 
cédemment, et  supposant  ^t=i  dans  (3)-,  on  trouve  l'équation 
séculaire  du  quatrième  satellite  égale  à 

—  o",oooi35.^5 

et  parconséquent  elle  sera  long-temps  insensible. 

Le  n°    i3  nous  offre  encore  l'inégalité  suivante,  dans  le  moyen 
mouvement  du  quatrième  satellite,  rapporté  à  l'orbite  de  Jupiter, 


.6'./".sin.(/tf+A— Y). 


P 
Une  première  approximation  m'a  donné 

pt-\-  A—  <f'=t. 75/n'  — 52875ff 

r=2772ffî 

l'inégalité  précédente  devient   ainsi 

— 4ç/,5i  .sin.(/.754i"— 52875"). 

Les  inégalités  de  ce  genre    sont    insensibles,    relativement    aux 
autres   satellites. 

25.  Il  nous  reste  à  considérer  les  inégalités  dépendantes  du  carré 
de  la  force  perturbatrice.  On  a  vu  dans  le  n°  18  que  le  second 
satellite  est  assujéti  à  l'inégalité 

^ . ( 1 1 y . siu.  (p.nt  —  zn't  -{-2i — 2g'). 
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Les  observations  donnent  à  fort  peu-près 

(h)  =  ii923"j 

l'inégalité  précédente  devient  ainsi 

&g",j8.s'm.(ant —  2n't-{-2ê  —  2/). 

Les  inégalités  du  même  genre  sont  insensibles,  relativement  aux 
autres  satellites. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE    VII. 

De  la  durée  des  éclipses  des  satellites. 

26.  iM  o  u  s  n'observons  point  immédiatement  le  mouvement 
des  satellites  de  Jupiter  autour  de  cette  planète.  Leur  élongation 
à  Jupiter,  vue  de  la  terre,  est  si  petite,  que  les  plus  légères  er- 
reurs dans  les  observations  en  produisent  de  plusieurs  degrés,  dans 
leurs  mouvemens  jovicentriques.  Mais  leurs  éclipses  offrent  un 
moyen  incomparablement  plus  exact  pour  déterminer  ces  mouve- 
mens ,  et  nous  devons  à  l'observation  de  ces  phénomènes,  la  con- 
naissance de  leurs  inégalités.  Jupiter  projette  derrière  lui  ,  rela- 
tivement au  soleil ,  une  ombre  dans  laquelle  les  satellites  se  plongent 
près  de  leurs  conjonctions.  L'inclinaison  des  orbites  des  trois  pre- 
miers satellites,  à  l'orbite  de  Jupiter,  et  leurs  distances  à  la  pla- 
nète, sont  telles  que  ces  corps  s'éclipsent  à  chaque  révol  tion  ; 
mais  le  quatrième  cesse  souvent  de  s'éclipser,  et  cela  joint  à  la 
durée  de  sa  révolution,  rend  ses  éclipses  plus  rares  que  celles 
des  autres  satellites. 

Un  satellite  disparaît  à  nos  jeux  avant  qu'il  soit  entièrement 
plongé  dans  l'ombre  de  Jupiter.  Sa  lumière  affaiblie  par  la  pénombre, 
et  parceque  son  disque  s'enfonce  de  plus  en  plus  dans  l'ombre  de 
la  planète,  devient  insensible  avant  qu'il  soit  totalement  éclipsé j 
son  bord,  au  moment  où  nous  cessons  de  le  voir,  est  donc  en- 
core à  une  petite  distance  de  l'ombre  de  Jupiter,  et  si  l'on  con- 
çoit à  cette  distance  une  surface  semblable  à  celle  de  l'ombre, 
l'immersion  du  satellite  dans  l'intérieur  de  cette  surface ,  et  sa 
sortie ,  seront  pour  nous  le  commencement  et  la  fin  de  son 
éclipse. 

Cette  ombre  fictive  n'est  pas  la  même  pour  tous  les  satellites. 
Elle  dépend    de    leur    distance    apparente    à    Jupiter    dont    l'é- 
clat affaiblit  leur    lumière   :   elle    dépend    de  l'aptitude  plus   ou 
Mécan.  cél.  Tome  IV.  O 
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moins  grande  de  leurs  surfaces,  à  réfléchir  la  lumière  :  elle  dé- 
pend encore  de  la  pénombre,  et  probablement  de  la  réfraction 
et  de  l'extinction  des  rayons  solaires  dans  l'atmosphère  de  Jupiter. 
La  plus  grande  durée  des  éclipses  d'un  satellite  ne  peut  donc  pas 
nous  faire  connaître  avec  précision  celle  des  autres  satellites; 
mais  la  comparaison  de  ces  durées  doit  nous  éclairer  sur  l'influence 
des  causes  que  nous  venons  d'indiquer.  Les  variations  des  distances 
de  Jupiter  au  soleil  et  à  la  terre,  en  changeant  l'intensité  de  la 
lumière  que  nous  recevons  des  satellites ,  influent  sur  la  durée 
de  leurs  éclipses  :  l'élévation  de  Jupiter  sur  l'horizon  ,  la  pureté 
de  l'atmosphère  terrestre ,  enfin  la  force  des  instrumens  dont  se 
sert  l'observateur,  influent  pareillement  sur  cette  durée.  Toutes 
ces  causes  répandent  de  l'incertitude  sur  les  observations  des 
éclipses  des  satellites,  et  principalement  sur  celles  du  troisième 
et  du  quatrième.  Heureusement,  on  peut  observer  assez  fréquenv 
ment  l'immersion  de  ces  deux  satellites  ,  dans  les  mêmes  éclipses; 
ce  qui  donne  l'instant  de  leur  conjonction  d'une  manière  assez 
précise,  et  indépendante  de  la  plupart  des  causes  dont  nous  ve- 
nons de  parler. 

Déterminons  d'abord  la  figure  de  l'ombre  de  Jupiter.  Si  cette 
planète  et  le  soleil  étaient  sphériques,  l'ombre  de  Jupiter  serait 
im  cône  tangent  à  la  surface  de  ces  deux  corps.  Mais  Jupiter 
est  sensiblement  elliptique  ;  la  figure  de  son  ombre  doit  donc 
différer  sensiblement  de  celle    du  cône. 

Considérons  généralement  l'ombre  d?un  corps  opaque  éclairé 
par  un  corps  lumineux,  quelles  que  soient  les  figures  de  ces 
corps.  Si  par  un  point  quelconque  de  la  surface  de  l'ombre ,  on 
mène  un  plan  tangent  à  cette  surface,  il  sera  tangent  à-la-fois 
aux  surfaces  des  deux  corps.  Il  est  visible  que  les  trois  points 
de  contingence  seront  sur  une  même  droite  qui  coïncidera  par- 
conséquent  avec  la  surface  de  l'ombre  ;  cette  surface  est  donc 
formée  par  les  intersections  d'une  suite  de  plans  tangens  aux  sur- 
faces des  deux  corps  opaque  et   lumineux.  Soit 

x  =  ay  -f-  bz  ~\-  c 

l'équation  générale  de  ces  plans,  a,  b,  c  étant  des  quantités  va- 
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riables  d'un  plan  à  l'autre.  Nous  pouvons  appliquer  ici  les  con- 
sidérations du  n°  63  du  second  livre,  relativement  aux  orbes  pla- 
nétaires considérés  comme  des  ellipses  variables.  Si  l'on  fait  varier 
infiniment  peu  les  coordonnées  x,  y ,  z,  elles  pourront  encore  être 
censées  appartenir  au  même  plan  ;  ainsi  l'on  peut  différencier 
l'équation 

x  =  ay  -\-  bz-\-c, 

en  regardant  a,  b ,  c  comme  constans  ,  ce  qui  donne 

dx  =  ady  -f-  bdz. 

En  la  différenciant  ensuite  ,  en  faisant  tout  varier  et  retranchant 
la  première  différentielle  de  la  seconde,  ou  aura 

o  z=zy.da  -f-  z.db  +  de; 

ensorte  que  si  l'on  considère  b  et  c  comme  fonction  de  a  ,   on 
aura 

.  db    ,    de 

Soit  maintenant,  /x  =  o,  l'équation  à  la  surface  du  corps  lu- 
mineux. Nommons  X,  Y,  Z ,  les  trois  coordonnées  de  cette  sur- 
face ,  au  point  où  elle  est  touchée  par  le  plan.  Pour  qu'il  soit 
tangent  à  cette  surface  ,  il  faut  non-seulement  que  ses  coordonnées 
puissent  appartenir  à  l'équation  de  cette  surface ,  mais  qu'elles 
puissent  encore  appartenir  à  sa  différentielle, 

Substituant  pour  dX  sa  valeur  adY-\-bdZ  ;  on  aura 

•=•»-•{(&)+«•(£)}+«  ■{(&)+»  •(*)}• 

Cette  dernière  équation  doit  évidemment  avoir  lieu,  quels  que 
soient  dY  et  dZ  ;  on  a  donc 

O  2 


to8  MÉCANIQUE    CÉLESTE, 

°-(â)+*-(ll> 

En  combinant  ces  équations   avec  celles-ci, 

p  =  o;     Xz=aY+bZ-{-c; 

/à.  étant  fonction  de  X}  Y,  Z;  on  aura  en  éliminant  X,  Y>  Z> 
une  équation  finale  en  a,  Z>,  c. 

Soit  ensuite  jx'-=o  l'équation  à  la  surface  du  corps  opaque  ; 
et  nommons  X ,  Y' ,  Z' ,  les  coordonnées  correspondantes  aux  points 
où  elle  est  touchée  par  le  plan.  //.'  étant  considéré  comme  fonc- 
tion de  ces  coordonnées ,  cette  équation  fournira  de  la  même 
manière  les   quatre  suivantes  : 

.  °=m+> ■<&)■• 

p!z=o;     X'  =  aYr-{-bZ'  +  c; 

d'où  l'on  tirera  une  seconde  équation  en  a ,  b ,  c.  Au  moyen 
de  cette  équation  et  de  la  première,  on  aura  b  et  c  en  fonctions 
de  a.  Substituant  ces  fonctions  dans  les  deux  équations 

x  —  ay  -f-  bz  -f-  c  ; 

,  db    ,    de 

on  aura  deux  équations  entre  x,  y,  z,  etc.  :  éliminant  a,  on 
aura  entre  x ,  y,  z,  une  équation  finale  qui  sera  celle  de  la 
surface  de  l'ombre.  Telle  est  donc  la  sokition  générale  du  pro- 
blême de  la  détermination  de  l'ombre  du  corps  opaque,  solution 
qui  donne  également  l'équation  à  la  surface  de  la  pénombre  5  car 
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il  est  clair  que  cette  surface  est  formée,  comme  celle  de  l'ombre, 
par  les  intersections  successives  des  plans  qui  touchent  les  sur- 
faces du  corps  lumineux  et  du  corps  opaque,  avec  la  seule  diffé- 
rence, que  dans  le  cas  de  l'ombre,  on  doit  considérer  les  inter- 
sections des  plans  qui  touchent  ces  surfaces,  du  même  côté  5 
au  lieu  que  dans  le  cas%ë'la  pénombre,  il  faut  considérer  les 
intersections  des  plans  qui  touchent  ces  surfaces,  des  côtés  op- 
posés. Appliquons  cette    solution  à  l'ombre  de  Jupiter. 

Supposons  d'abord  Jupiter  et  le  soleil,  sphériques.  Soit  R  le 
demi-diamètre  du  soleil,  R'  celui  de  Jupiter.  Soit  D  la  distance 
des  centres  de  ces  deux  corps ,  et  fixons  au  centre  du  soleil  l'ori- 
gine des  coordonnées.  L'équation  de  la  surface  du  soleil  sera 

X1  +  JT*  +  Z*  —  R'  =  0  ; 

ensorte  qu'ici  /*  =  X*  +  .F*  +  Z*  — ■  JR*;  on  aura  donc  par  ce  qui 
précède,  les  quatre  équations 

X2  +  Y%  +  Z*  —  2?*  =  o  ; 

Z  +  bX—o; 
X=ar+bZ  +  ç. 

Les  trois  premières  équations  donnent 

Xa  .  (  1  +  a*  + fr)  —  R'- 

Les  trois  dernières  donnent 

X.(i +«*  +  £*)  =c; 
d'où  l'on  tire 

c*  =  i?\  (1  +  0*4-3*). 
L'équation  de  la  surface  de  Jupiter  est 

(X'  —  Z>)*4-'Jr'*  +  Z,i  —  È!*-=o; 
ensorte  qu'ici  ^^(X'— Z>)*+J^*+Z'* — R'%  on  aura  donc  par  ce  qui 
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précède,  les  quatre   équations 

(  X'  —  Dy  +  F''  +  Z'a  —  R>  =  o  ; 
r'  +  a.(X  —  Z))  =  o; 
Z'  +3.  (X'  — Z>)— o; 
X'  —  D=  aF'  +  bZ'-t-c  —  D', 

d'où  l'on  tire 
en  faisant  donc 


on  aura 

c-D        •>. 

c    —  h 

et  parconséquent 

D 

c  = . 

1  — A 

L'équation 

donnera  ainsi ,  en  faisant 

J      ~~ /ï\(l— A)*  ' 

l'équation 

Celle-ci 

x  =  ay  -f-  bz  +  c 
deviendra, 


x  —  J?-  =  ay  +  zYj2  —  a\ 


En  différentiant  cette  dernière  équation  par  rapport  à  a  seul  , 

on  aura 

az 
O  =  y _  : 
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d'où  l'on  tire 

fy 


et  parconséquent 


Vf  +  a* 


D 


1  —  A 


=/•>+*•  7 


OU 


t=x-*y=a/fc-çr*i*,>i 


équation  à  la   surface  du  cône,  j"  et  z  étant  nuls  à  son  sommet, 

on  aura  à  ce  point 

D    . 
■z  = ; 

i  ■ —  a' 

c'est  la  distance  du  sommet  du  cône,  au  centre  du  soleil.  En  en 
retranchant  D  ,  on  aura  la  distance  du  sommet  du  cône  au  centre 
de  Jupiter  ,  égale  à 

Dk 


Maintenant,  pour  avoir  égard  à  l'ellipticité  de  Jupiter,  nous 
supposerons  que  son  équateur  coïncide  avec  le  plan  de  son  or- 
bite. L'erreur  qui  peut  résulter  de  cette  supposition  serait  nulle, 
si  Jupiter  était  sphérique  ;  elle  n'est  donc  que  de  l'ordre  du  pro- 
duit de  l'ellipticité  de  Jupiter,  par  l'inclinaison  de  son  équa- 
teur ;  elle  doit  parconséquent ,  être  insensible.  Cela  posé ,  on 
aura  comme  précédemment, 


c  =  R  .  y/~\-\-a?-{-b\ 
L'équation   de  la  surface  de  Jupiter  sera 

(  X'  —  Df  +  Y"  +  (  i  -Hp)2.  (2"  —  .R/â)  =  o  ; 
R'  étant  le  demi-petit  axe  de i  Jupiter;  en  représentant  donc  par  {a' 
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le  premier  membre  de  cette  équation  ,  on  aura  par  ce  qui  précède, 

r'-\-a.(X'  —  B)  —  o; 

(i+p)*.Z'  +  £.(X'-Z?)  =  o; 
X'  —  D~aF'  +  bZ'-\-c~  D  ; 

d'où  l'on  tire 


c 

Soit 


ii±îh£— >. 
/■•  =  —£ 


on  aura,   en  négligeant  le  carré  de  p, 

ce  qui  donne  pour  l'équation  du  plan, 

En  la  diflférentiaut  par  rapport  à  a  seul,   on  a 

Eliminant  <2 ,  au  mojen  de  ces  équations,  on  aura  l'équation  de 
la  surface  de  l'ombre.  Mais  on  peut  simplifier  le  calcul,  en  ob- 
servant que  si  l'on  suppose 


fv 


/y 
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—yd~=r  étant  la  valeur  de  a,  dans  l'hypothèse  sphérique,  on  a 


(-t^;)-v^? 


f3 <7  P  -.y  ,_ . .  rffz 


L'équation  du  plan  devient  ainsi, 

g— ;■  ./-rr-ps  fe i     g       ,*£>   _££_. 

d'où  l'on  tire 

(x g-VS=/'.(y'+^)-a^x''-a'-.^^^^. 

y  est  égal  à  — I/'  ,a  —  i,    le    radical  devant  avoir   le 

signe  —  ,  parceque  x  est  moindre  que  -— ■ .  On    a    ainsi  à   très- 
peu-près 

D  étant  considérablement  plus  grand  que  R  ;  on  aura  donc 

c'est  l'équation  delà  figure  de  l'ombrede  Jupiter.  On  trouvera  par 
la  même  analyse  ,   que  l'équation  de  la  pénombre  est 

A'-P+JQ'    ( r_    P   Y  — v»-i-7»J-    2*       «,*»    f       g         i   T) 

— b= — A*    t+i;  t-jf  +  *  +ï^f  •1^5^p+Ii- 

Considérons  une  section  de  l'ombre  de  Jupiter,  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe ,  à  la  distance  r  du  centre  de  la  planète. 
On  aura  dans  ce  cas,  x-=.D  +  rj  partant 

R*     en  ,      ..    ,.      ,m._...  ,   _,  ,     sa       „,    r      /î  i 


^.{D.A-r.Ci-A^^^  +  ^  +  ^.p^.f 


j/y^+; 


On  a  d'abord  en  négligeant  p  , 

Mécan.  cél.  Tome  IV.  P 


n4  MÉCANIQUE   CÉLESTE, 

substituant  cette  valeur ,   dans  le  terme  affecté  de  p ,  on  aura 

1  A.Z? 

Cette    équation  est    celle    d'une  ellipse    dont    l'ellipticité    esÉ 
_  ^-.  La  quantité  —  étant  peu  considérable  même  relati- 


K.D 

Veraent  au  quatrième  satellite  •,  on  voit  que  cette  ellipse  est  à 
peu-près  semblable  à  l'ellipse  génératrice  de  Jupiter.  Son  demi- 
grand  axe  est 


o+p)-*'-('-t> 


où  l'on  doit  observer  que  (i  -j-p) .  R'  est  le  demi-diamètre  de  l'équar 
teur  de  Jupiter.  Soit  a.   ce  demi-grand  axe,  et  faisons 


P' 


nous   aurons  pour  l'équation  de  la  section  de  l'ombre  de  Jupiter* 

et  2*  sera  la  plus  grande  largeur  de  cette  section. 

Eu  faisant  À  négatif  dans  les  valeurs  de  a.  et  de  p',  l'équation 
précédente  deviendra  celle  de  la  section  de  la  pénombre  ;  d'où  il 
suit  que  la  plus  grande  largeur  de  la  pénombre ,  à  la  distance 
r  du  centre  de  Jupiter,  étant  égale  à  la  différence  des  deux  va- 
leurs   de  a,    relatives   à   l'ombre   et    à  la   pénombre;    elle    sera 

—R-(i-{-f>).R',  ou  21— -}  R  étant  le  demi-diamètre  du  soleil. 
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Nommons  présentement  Z  la  hauteur  d'un  satellite,  au-dessus 
de  l'orbite  de  Jupiter ,  au  moment  de  sa  conjonction  ,  r  sa  dis- 
tance au  centre  de  Jupiter,  et  vt  l'angle  décrit  par  le  satellite 
sur  l'orbite  de  la  planète,  depuis  l'instant  de  la  conjonction,  eu 
vertu  de  son  mouvement  synodique.  Prenons  ensuite  pour  axe 
des  x ,  la  projection  du  rajon  vecteur  du  satellite  sur  l'orbite  de 
Jupiter,  au  moment  de  la  conjonction,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  prolongement  du  rayon  de  l'orbite  de  Jupiter,  à  cet 
instant  ;  on  aura 

j*  =  (r* — z1)  .  sin*.2v 
L'équation  de  la  section  de  la  surface  de  l'ombre  devient  ainsi, 

(ra  —  zî).sin*.î\  =  a1  —  (i-f- />')». z\ 

Nous  négligerons  les  quantités  de  Tordrez4  et  z'.sin1.^, ,  ce  qui 
réduit  l'équation  précédente  à  celle-ci, 

r1 .  sin!.^  =  ce  — -  (  i  +  Y  Y .  z*  ; 
or  on  a 

Z.     •  dZ     .     .      .    .  ddZ  . 

+  sin.v,.^  +  f.sin'.ïv.-^— r-f-etc. 

on  aura  donc  à  très-pen-près 

r'.sin\pl  =  **  —  (iH-p')\  Z1—2(i-hp'y.sin.vl.Z.~', 
d'où  l'on  tire 


é^m L^4/{;  +  (1+f.).f}.{i_o+f0.|}. 

s  étant  supposé  exprimer  la  tangente  de  la  latitude  du  satellite  , 
au-dessus  de  l'orbite  de  Jupiter,  au  moment  de  sa  conjonction, 
on  a  à  fort  peu-près  Z  =  rs,  r  étant  à  très-peu-près  constant  j 
l'équation  précédente  devient  ainsi, 

P   2 
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Cette  formule  prise  en  donnant  le  signe  -f-  au  radical,  exprime 
le  sinus  de  l'arc  décrit  par  le  satellite ,  en  vertu  de  son  mouve- 
ment synodique,  depuis  la  conjonction  jusqu'à  l'émersion.  Avec 
le  signe  — ,  elle  exprime  moins  le  sinus  de  ce  même  arc,  depuis 
l'immersion  jusqu'à  la  conjonction. 

Soit  T  le  temps  que  le  satellite  emploie  à  décrire  la  demi- 
largeur  a,  de  l'ombre,  en  vertu  de  son  mouvement  synodique  s 
et  t  le  temps  qu'il  met  à  décrire  l'angle  v,.  Supposons 


(tt —  M)  .clt 


X  étant  une  très-petite  quantité,  a  étant  la  moyenne  distance  du 
satellite  à  Jupiter,  -  est  le  sinus  de  l'angle  sous  lequel  la-demi- 
largeur  a.  serait  vue  à  cette  distance.  Soit  £  cet  angle  ;  on  aura 
à  très-peu-près, 

7V,.(i-X) 

*—         ë        • 

Si  l'on  substitue  dans  cette  expression,  au  lieu  de  vt)  son  sinus 
qui  en  diffère  très-peu  ;  au  lieu  de  sin.2'I  sa  valeur  précédente, 

et  £  au  lieu  de  -,  on  aura 


,=r.(,_A-).{-(,+f-)..i.*±t/{f+(l+f0.|J.{;-o+,-,.f}}- 

Si  l'on  n'a  égard  qu'aux  équations  du  centre  des  satellites ,  on  a 
comme  l'on  sait, 

r=  a  .  {  i< — §  X]  j 

et  il  résulte  encore  du  n°  4  y  que  la  même  équation  subsiste,  en 
ayant  égard  aux  principales  inégalités  des  satellites  ;  on  aura  donc 
à  très-peu-près, 
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Si  l'on  nomme  t' la  durée  entière  de  l'éclipsé  ;  on  aura 


d'où  l'on  tire 

C.  [/~4T\  (1—  A')—  f* 

Cette  équation  servira  à  déterminer  les  constantes  arbitraires  que 
renferme  l'expression  de  s ,  en  choisissant  les  observations  des 
éclipses  dans  lesquelles   ces  constantes  ont  eu  le  plus  d'influence. 

La  durée  des  éclipses  étant  un  des  points  les  plus  importans 
de  leur  théorie ,  nous  allons  examiner  particulièrement  les  formules 
précédentes.  La  demi-largeur  a.  de  l'ombre  varie  avec  les  dis- 
tances du  satellite  à  Jupiter,  et  de  Jupiter  au  soleil.  En  nom- 
mant D' —  J\D  la  distance  de  Jupiter  au  soleil,  D'  étant  sa 
moyenne  distance,  et  faisant  comme  ci-dessus,  r  =  a.(i — jl); 
la  variation  de  a  sera 

£D\    (1—  h)  .a 


(i+f0./r.{*x-.i£} 


xD' 


fXest  toujours  fort  petit  par  rapport  à  -jy  ,    et    cette    dernière 

quantité  est  H.cos.  {Mt~\-E  —  I);  ainsi  la  variation  de  a  est 
à  fort  peu-près, 

d'où  il  suit  que  dans  les  formules  précédentes,  il  faut  substituer 
au  lieu  de  ^ ,  la  fonction 

«.{j-il^Ll.^.H.cos.Om+E-I)}-, 

Ç,  dans  cette  fonction,  étant  relatif  aux  moyens  mouvemens  et 
aux  moyennes  distances  du  satellite  à  Jupiter,  et  de  Jupiter  au 
soleil. 
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T  exprimant  le  temps  que  le  satellite  emploie  à  traverser  la 
demi-largeur  a  de  l'ombre  ;  ce  temps  diminue  par  la  variation 
de  a,  de  la  quantité 

T.  (1~A) .  ^  .  H .  cos. (Mt+E—I)', 

mais  il  augmente ,  parceque  le  mouvement  synodique  est  à  fort 
peu-près  dans  l'instant  dt 

(n-M).di.  {i  +  X—  -^Lj.  H.  cos.  (Mt  +  E— l)}j 

ce  qui  donne  pour  l'accroissement  de  T  dû  à  cette  cause, 

T.  {^^jj.H .co%.{Mt+E—l)—X]  ; 

En  négligeant  donc  X,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus,  on 
trouvera  qu'en  vertu  des  deux  causes  précédentes  réunies,  T  se 
change  dans 

*•{■  +  (j£a- ^  •  Ç)-H.c0,{Ml+E-l)} 

mais  ces  deux  causes  n'ont  d'effet  sensible  que  sur  les  éclipses 
du  quatrième  satellite. 

Dans  ces  éclipses ,  vers  les  limites  de  ces  phénomènes,  les  quan- 
tités de  l'ordre  s4,  que  nous  avons  négligées  sous  le  radical  de 
l'expression   précédente  de  t,    peuvent  devenir  sensibles.  Mais  la 

seule  qui  ait  quelque  influence  est  le  carré  de  (i  -f~ p') .  g"  ,  - ,  qu'il 

aurait  fallu  ajouter  à  la  quantité  comprise  sous  ce  radical.  On 
en  tiendra  compte ,    en  augmentant  sous  ce  radical ,   ainsi  que 

dans  les  expressions  de  if  et  de  s,   X  de  la  quantité     ' ,  ^: 

i 

Nous  avons  confondu  l'arc  vl  avec  son  sinus  ;  mais  on  a  à 
très-peu-près 

v,  =  sin.  v,  -f-  | .  sin3.  v,  ', 
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la  râleur  précédente  de  t' doit  donc  être  multipliée  par  i-f-i.sin*.i>,. 
Relativement  au  premier  satellite,  v,  est  d'environ  dix  degrés,  ce 
qui  rend  sensible  le  produit  de  t'  par  ■|,sirr%»'I.  Mais  cette  erreur 
est  corrigée  en  grande  partie  ,  par  la  supposition  que  nous  avons 

faite  de-  =  £;  car  on  a-  =  sin.  £;  nous    aurions  dû  parconsé- 

quent  supposer  -  =  £  —  | .  sin3.  £ ,  ce  qui  revient  à  peu-près  à  mul- 
tiplier la  valeur  de  t'  par  1 — f.sinSê,  parceque  le  terme 
— L        »  compris  sous  le  radical  de  l'expression  de  t',   étant 

une  petite  fraction  dans  la  théorie  du  premier  satellite ,  on  peut 
négliger  son  produit  par  y.sin3.^.  La  valeur  t'  déterminée 
par  la  formule  précédente  ,  doit  donc  être  multipliée  par 
i-f-^.sin".  y,  — i.sin2.  £,  ou  par  1  — -p^.cos. 2i^l-j-~.cos.2S.  L'arc 
Vj  différant  peu  de  £ ,  relativement  au  premier  satellite,  le  pro- 
duit de  if  par  ^.(cos.2t>l —  cos.2£)  est  insensible. 

La  valeur  de  T,  déterminée  par  un  très-grand  nombre  d'éclipsés, 
donnerait  la  distance  moyenne  du  satellite  au  centre  de  Jupiter , 
en  parties  du  diamètre  de  l'équateur  de  cette  planète,  si  le  sa- 
tellite disparaissait  à  l'instant  où  son  centre   entre  dans    l'ombre 

de  Jupiter.  En  effet ,  -  étant  ici  le  sinus  de  l'angle  sous  lequel 

la  demi-largeur  de  l'ombre  est  vue  du  centre  de  Jupiter,  dans 
les  moyennes  distances  de  la  planète  au  soleil ,  et  du  satellite  à 
Jupiter  ;  nous  nommerons  q  cet  angle  ,  et  nous  aurons  par  ce  qui 
précède , 

La  valeur  observée  de  T  donnera  celle  de  l'angle  q ,  qui  n'est 
que  l'arc  correspondant  décrit  par  le  satellite  ,  en  vertu  de  son 
moyen  mouvement  synodiquej  on  aura  donc  les  quatre  équations 
suivantes  : 
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(l+p')./T      ici"         (i— M     a"'\ 

a'"  *  \  a'  A         "  L»'  i  —  S1D'  9  > 

d"  '  \  1  a         •  D'\— Sm'  ^  J 

Chacune  de  ces  quatre  équations  donne  une  valeur  de  - —   ,      ,y 

c'est-à-dire,  la  valeur  de  am  en  parties  du  rayon  (i-f-p').-R'  de 
l'équateur  de  Jupiter  ;  car  il  y  a  très-peu  d'incertitude  sur  le  rap- 

m 

port  de  jy ,  donné   par  les  observations    de    Pound,    citées    par 

d"      d"      d" 

Newton1,  et  les  rapports — ,  — -,  —   sont  bien   déterminés  par  le 

n°  20.  Les  différences  de  ces  valeurs  de  a"  feront  connaître  les 
erreurs  de  la  supposition  que  les  satellites  s'éclipsent  au  moment 
de  l'entrée  de  leurs  centres  dans  l'ombre.  En  effet  la  pénombre., 
la  grandeur  et  le  plus  ou  le  moins  de  clarté  des  disques  ,  la  ré- 
fraction que  les  rajons  solaires  peuvent  éprouver  dans  l'atmos- 
phère de  Jupiter ,  sont  autant  de  causes  d'erreur  qu'il  est  très- 
difficile   d'apprécier. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE     VII  I. 

Détermination  des  masses  des  satellites  et  de  Vapplatis- 

sement  de   Jupiter. 

27.  .Ljes  formules  du  chapitre  VI  renferment  un  grand  nombre 
de  constantes  indéterminées  dont  la  connaissance  est  indispen- 
sable pour  établir  la  théorie  de  chaque  satellite.  Les  principales 
sont  les  masses  des  quatre  satellites  et  l'applatissement  de  Jupiter: 
nous  allons  d'abord  nous  en  occuper.  Pour  en  fixer  la  valeur, 
il  faut  cinq  données  de  l'observation.  Nous  prendrons  pour  pre- 
mière donnée,  l'inégalité  principale  du  premier  satellite,  inéga- 
lité dont  le  plus  grand  terme,  d'après  les  recherches  de  Delàmbre, 
est  égal  à  223",47I  en  temps,  c'est-à-dire  qu'il  avance  ou  re- 
tarde les  éclipses  du  satellite,  de  cette  quantité,  dans  son  maxi- 
mum. Pour  le  convertir  en  arc  de  cercle,  il  faut  le  multiplier 
par  la  circonférence  entière ,  ou  par  400%  e*  Ie  diviser  par  la 
durée  de  la  révolution  synodique  du  premier  satellite,  durée  qui 
est  égale  à   1^769861.  On  aura  ainsi  pour  ce  terme 

o',5o5o5g. 

Le  plus  grand  terme  de  cette  inégalité  est,  par  le  n9  21, 

m':  2%  17  564863. 

En  égalant  ces  deux  quantités,  on  trouve 

772'  =  0,2D2355. 

Nous  prendrons  pour  seconde  donnée,  l'inégalité  principale  du 
second  satellite,  dont  le  plus  grand  terme,  d'après  les  recherches 
Mécàn.  cél.  Tome  IV.  Q 
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de  Delambre  ,  est  égal  à  io5g",i8  en  temps.  Pour  le  réduire  en 
arc  de  cercle,  il  faut  le  multiplier  par  4°°%  et  le  diviser  par  la 
durée  de  la  révolution  synodique  du  second  satellite,  durée  qui 
est  égale  à  5;,554o65;   on  aura  ainsi  pour  ce  terme 

i%ig2o68. 

Par  le  n°   21,   le  plus  grand  terme  de  cette  inégalité  est 

m .  695 1  ",466  -f-  m"  .121  o8",Q93 . 

En  égalant  ces  deux  quantités,  on  aura 

772=1,714845 — 772".  1,7419^4  j     (0* 

La  troisième  donnée  dont  nous  ferons  usage,  est  le  mouve- 
ment annuel  et  sydéral  du  perijove  du  quatrième  satellite ,  mou- 
vement qui  ,  d'après  les  recherches  de  Delambre,  est  égal  à 
7959", io5.  Nous  supposerons  donc  dans  la  dernière  des  équations 
en  g  du  n°  22,  ^=7959", io5.  Elle  devient  alors,  en  la  divisant 
par  h"', 

o=6984",9i5— 2946",95.//.— 563",io.7?z— io77ff,i5.772'— 4458",87.?7i' 

101  ,03.77Z.p-f-47I  ,99-?72   -^+  3012  ,37  .772    .j^. 

Pour  réduire  cette  équation  à  ne  renfermer  que  les  indéterminées 

h  hf         h" 

p.,  m  et  ??z",  il  faut  en  éliminer  les  fractions  ^—y  -j-,  -p.  La  com- 
paraison d'un  grand  nombre  d'éclipsés  du  troisième  satellite  , 
avec  la  théorie,  m'a  fait  voir  que  l'expression  de  son  mouve- 
ment renferme  deux  équations  du  centre  très-distinctes,  dont  une 
se  rapporte  au  perijove  du  quatrième  satellite.  Delambre  a  fixé 
cette  équation  à  756",6o5,  et  il  a  trouvé  l'équation  du  centre  du 
quatrième  satellite  égale  à  92Ô5",56,  ce  qui  donne 

h"  756",  6o5  Q    C£    Q 

F=P5T56:=0^816578- 

C'est  la  quatrième  donnée  que  nous  tirerons  des  observations , 
pour  déterminer  les  masses.  L'équation  précédente  devient  ainsi 
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0=6734' >654 — 294^95.^t — 565",  io./7z-f-ioi*,o3.m.r^j 

h'  (>& 

—  4i93\89.m'+io9757.F.  ] 


Les  trois  premières  équations  en  g  du  n°  22  deviennent ,  en  y 

h" 


h" 

substituant   pour  g,  m'  et  7»,  leurs  valeurs  précédentes,  et  en  les 


divisant  par  If, 
o=— (248i7",58^-553878',78  .ft+i5g2oi",5 .  m+5ao5",o5  .m'+jGf,  12 .  mm] .  ^ 

+  {i53Si";8i  +578o5*,9.77i  — 49445",3.m"}.|l  )'  C 

+  )G8i"fi7.m"  +  2i3",4e.mw 

c  =  {56497",7-tfî-r-2253o6",4- w1—  ig5ooi",4. mm"  j  .-75 

J775i",8i5— io9oo3",2.^— 43608",  1  .m— 4i432",o.m"—  1 804",  18.  m"  1    _^\  ;  (4) 
+l— 8i8o7"J5.m2+i39953".mm"  —  59856",!. m"2  )'k"\ 

+ 1 834",5o .  m"  +  79o",56 .  tu"—  ao89",63 .  mm"  + 1 829",o6 .  m7* 

o=i49i3",3.m.A  +  {4i75".23-4842",59.m4-4i4a"Jo4.m"}.-^      ? 
+  S76",79—  i736",44./^  — 266",8o.77i  — i23",7o.to"  +35 14",  34-  7/1'°.  ) 

Enfin,  la  cinquième  donnée  dont  nous  ferons  usage,  est  le  mou- 
vement annuel  et  sydéral  du  nœud  de  l'orbite  du  second  satel- 
lite suç  le  plan  fixe.  Ce  mouvement  est  rétrograde  et  égal  à 
i5587o",4,  d'après  les  dernières  recherches  de  Delambre  :  c'est 
la  valeur  de  p.  En  la  substituant  dans  la  seconde  des  équations 
du  n°  23,  en  /?,  /,  /',  etc.,  et  divisant  cette  équation  par  l ',  on 
aura 

o=i33663",io—  io9oo3">20.//— Zi573">7i  .m.(i  — j\— i9566*,65.m"/i  — Ç\) 

/       l'"\  ("■>  (6) 

—  i8o4",i8.m'".(i—  j\  \ 

La  première,  la  troisième  et  la  quatrième  des  mêmes  équalions, 
deviennent,  en  les  divisant  par  l'  et  substituant  pour/?  et  m,  leurs 

Q2 
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valeurs  précédentes , 

o  =  9253")79+{i245i3",3— 553878")78.//— 5ao5",o5.m"-767",i2.7nw}.^ 

/"  ,    ï"  /  J  (7) 

-f-  52o5"jo5 .  m" .  y  -f-  767",  12 .  m" .  y 

0 = 36oo"  j2S+32S7"J32 .  m .  j,  +  [  1 29852",5 1  —  2!  264",89  .^— 3267",32 .  7n-5886",85  .m'"}.  Ç) 

l-  p(8) 

-f  5886",85.mw.y  V 

o  =  25o")a8  +  363",io.77î.^  +  4438")87.m".^  ) 

p»  ,  ;  (9) 

+  {i32S45"j93—  2946",95./i/.  —  363",io.m—  4438",  87.  m"}.  ^-4 
Pour  tirer   de  ces  équations  les  valeurs  des  neuf  inconnues  , 

•     h       h'      l      ï1      ï"  ,  I  ■        J 

jx,  m,  m  ,  m  ,  r»,  -m,  y,  y,  y,  on  observera  que  les  cinq  der- 
nières étant  peu  considérables  ,  on  peut  d'abord  les  supposer  nulles 
dans  les  équations  (2) ,  (5)  et  (6).  En  éliminant  ensuite  m  de  ces 
trois  équations,  au  mojen  de  sa  valeur  en  m!',  donnée  par  l'équa- 
tion (1);  on  aura  trois  équations  entrent,  m"  et  m",  au  moyen 
desquelles  on  déterminera  ces  trois  inconnues,  et  parconséquent  m, 
au  moyen  de  l'équation  (1). 

On  substituera  ces  premières  valeurs  approchées  de  /ut,,  m,  m",  m'", 
clans    les    équations  (3)  et  (4) ,    et  l'on   en   conclura  les   valeurs 

7  7  / 

de  Ta;  et  de  t^.  On  substituera  encore  ces  mêmes  valeurs  appro- 
chées dans  les  équations  (7),  (8)  et  (9),  et  l'on  en  conclura  les 
valeurs  de    j, ,  y,   y  ;  on  substituera  ensuite  ces  valeurs  de  -rr„  , 

p,,  T"  T>  T >  dans  les  équations  (2),  (5)  et  (6),  qui  ne  renferme- 
ront plus  alors  que  les  quatre  inconnues  \x,  in,  m",  m".  On  en 
éliminera  m ,  au  moyen  de  l'équation  (1) ,  et  en  résolvant  en- 
suite ces  équations,  on  aura  des  valeurs  de  fx ,  m",  m",  et  par- 
conséquent  aussi  de  m,  plus  approchées  que  les  premières. 

On  fera  de  ces  secondes  valeurs  approchées  le  même  usage 
que  des  premières.  On  continuera  ainsi  ,  jusqu'à  ce  que  les  deux 
valeurs  approchées  consécutives  de  chaque  inconnue  soient  extrê- 
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meraenl  peu  différentes,  ce  qui  aura  lieu  après  un  petit  nombre 
d'opérations.  On  a  trouvé  ainsi 

ix  =  i,oo55g74', 
m  =  0,175281  -, 
m' '  =  0,2  3a  555  ; 
ni '==  0,884972  ; 
mm=  o,4265g  1  ; 
h   =  7zw.  0,0020622 1  j 

7/  =  ir .  0,01 75550  j 

72"  =  7z\o,o8i6578; 
/    =        V .  0,0207938  j 
2"   =  —  /'.  o, o34253o  -, 

r  s  —  r.  0,000931 164. 

La  quantité  /a  détermine  l'applatissement  de  Jupiter.  Pour  cela , 
nous  observerons   que  l'on   a  par  le  n"  22  , 

p  —  |  <p  =  /a. 0,02 17794. 

En  substituant  pour  /x  sa  valeur  précédente,  on  aura 

p  — f-(p  =  0,02l90l3. 

Pour  déterminer  (p,  nommons  Z  la  durée  de  la  rotation  de  Jupi- 
ter, et  T  celle  de  la  révolution  sydérale  du  quatrième  satellite  5 
on  aura  à  très-peu-près  } 

nr>2 


<P  = 


d"6.? 


On  a  par  le  n°  20 , 

suivant  Cassini , 
On  aura  ainsi 
ce  qui  donne 


a"  s=  25,4359  ; 

r  =  1^689019  j 
t  =  0^,413889. 

<P  =  o,  098799a  J 
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Le  demi-diamètre  de  I'équateur  de  Jupiter  étant  pris  pour  l'unité, 
le  demi-axe  du  pôle  sera  1  —  p,  et  parconséquent  égal  à  0,9286992. 
Le  rapport  de  l'axe  du  pôle  à  celui  de  I'équateur  a  été  mesuré 
en  différens  temps.  Le  milieu  entre  les  diverses  mesures  est  0,929, 
ce  qui  ne  diffère  du  résultat  précédent  que  d'une  quantité  insen- 
sible. Mais  si  l'on  considère  la  grande  influence  de  la  valeur 
de  //.,  sur  les  mouvemens  des  nœuds  et  des  absides  des  orbes  des 
satellites ,  on  voit  que  le  rapport  des  axes  de  Jupiter  est  donné 
par  les  observations  des  éclipses,  avec  plus  d'exactitude  que  par 
les  mesures  les  plus  précises.  L'accord  de  ces  mesures  avec  le 
résultat  de  la  théorie,  nous  montre  d'une  manière  sensible,  que 
la  pesanteur  vers  Jupiter  se  compose  des  attractions  de  chacune 
de  ses  molécules,  puisque  la  variation  dans  la  force  attractive  de  Ju- 
piter ,  qui  résulte  de  Fapplatissement  observé  de  cette  planète  , 
représente  exactement  les  mouvemens  des  nœuds  et  des  absides 
des  orbes  des  satellites. 

Rassemblons  maintenant  les  résultats  que  nous  venons  de  trou- 
ver. Si  l'on  divise  les  valeurs  de  m,  m',  tu"  et  rrf  par  dix  mille, 
on  aura,  par  le  n"  ai,  les  rapports  des  masses  des  satellites  à 
celle  de  Jupiter,  et  ces  rapports  seront 

I.  satellite 0,0000170281  ; 

II.  sat o,oooo2D2555  -, 

III.  sat 0,0000884972  ; 

IV.  sat 0,0000426591  ; 

le  rapport  des  deux  axes  de  Jupiter  sera  0,9286992. 

Si  l'on  adopte  les  valeurs  des  masses  de  Jupiter  et  de  la  terre , 
que  nous  avons  données  dans  le  n'  21  du  livre  VI,  on  trouve  que 
la  masse  du  troisième  satellite  est  0,027037 ,  celle  de  la  terre 
étant    prise  pour    unité.  Nous   avons    trouvé    dans    le  n°    44  du 

même  livre,  la  masse  de  la  lune  égale   à ^ô-^,  ou 0,014599;  ainsi 

la  masse  du  troisième  satellite  de  Jupiter  est  presque  double  de 
celle  de  la  lune,  à  laquelle  la  masse  du  quatrième  est  presque 
égale. 
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CHAPITRE     IX. 

Des  excentricités  et   des  inclinaisons    des  orbes   des 

satellites. 

29.  Apres  avoir  déterminé  I'applatissement  de  Jupiter  et  les 
masses  de  ses  satellites ,  nous  allons  évaluer  en  nombres  les 
inégalités  séculaires  des  élémens  de  leurs  orbes.  Les  excentricités 
et  les  mouvemens  des  absides  dépendent  de  la  résolution  des  équa- 
tions en  g  du  n°  22.  Si  l'on  y  substitue  pour  p,  m,  mf>  m",  et  mm, 
leurs  valeurs  précédentes  ,  elles  deviennent 

o  =  jg-57»W-Y    5l277g10       ).ft  +  to58')a-      a5871'/°  VU) 
\  \1+3ooi3oo"/  )  (  V+3ooi3ooVJ       I 

1  V+3ooi3oo")  5 

4o54")77  - ^— -7 .  h  +  \g— ïSM-lffi —  -p -S! ^— —  I .  // 

V+3ooi3oo"  j  J  (  \1+3ooi3oo")3      / 

-f  Cia8o5",5+,    2o8o^"^°        ?.A"  +  557";25.A»; 


00 


\        3ooi3oo  / 
V+3ooi3ooV  ■>  ?  V+3ooi3oo"J 


1902", 60 

\       3ooi3oo"/ 
0  =  i7";5o6  .A  +  io9",67 .  A'  +  a665\86 .  A"  +  (g—  8179',  12).  A?  ;        (4)- 


+  |g_28478",7-—        2-£^^  -A"  +  i7o4",ao . A"  ; 


>;  (3) 
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Ces  équations  donnent  une  équation  finale  en  g,  d'un  degré 
fort  élevé.  A  chacune  des  valeurs  de  g  répond  un  système  des 
constantes  h  ,  h',  h"  et  h'",  dans  lequel  trois  de  ces  constantes  sont 
données  au  moyen  de  la  quatrième  qui  reste  arbitraire.  Ainsi , 
la  nature  du  problême  ne  demandant  que  quatre  arbitraires , 
l'équation  en  g  n'a  que  quatre  racines  utiles.  La  grande  influence 
de  l'applatissement  de  Jupiter  sur  les  mouvemens  des  absides  des 
satellites,  rend  les  valeurs  de  g  peu  différentes  de  celles  qui  au- 
raient lieu  par  l'effet  seul  de  cet  applatissement  :  on  aura  ainsi 
une  première  approximation  de  ces  valeurs  ,  en  égalant  à  zéro 
les  termes  des  équations  précédentes  ,  dans  lesquels  se  trouve  l'in- 
connue g.  Cette  considération  facilite  extrêmement  la  détermi- 
nation des  valeurs  de  g ,  que  l'on  peut  obtenir  par  une  approxi- 
mation prompte,  de  la  manière  suivante: 

On  observera  d'abord  que  la  première  valeur  de  g",  dans  l'ordre 
des  grandeurs,  est  peu  différente  de  620000"  :  on  supposera  donc 
g- =  620000" ,    dans  les   équations  (2),   (5)    et  (4),    et   après  les 

h'      h"     h'" 

avoir  divisées  par  h,  on  en  tirera  les  valeurs  de  -r,  -y ,  -j-.     Ou 

substituera  ensuite   ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  et  l'on  mettra 

pour  g-,  620000"  dans  le  diviseur  fi -f- 5 — S__ _  \  ,   On    aura    ainsi 

une  valeur  de  g  plus  exacte  que  la  valeur  supposée.  On  fera  de 
cette  nouvelle  valeur  le  même  usage  que  de  la  première ,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  deux  valeurs  consécutives 
de  g  qui  soient  à  très-peu-près  les  mêmes.  Un  petit  nombre  d'essais 
suffira  pour  cet  objet,  et  alors  on  sera  certain  que  les  équations 
(1) ,  (2),  (3)  et  (4)  seront  satisfaites  ,  ce  que  l'on  vérifiera  d'ailleurs 

en  y  substituant  pour  g ,  -7-,  -r,  -j-,  leurs  valeurs.  On  trouve  ainsi 

g  =  6o6989",9  ; 
7z' =  0,0 1852  58. 7z; 
h"  =  —  0,0034557.7»  ; 
hm=  —  o,ooooi755.7z. 

Les  valeurs  de  h',  h",  hm,  relatives  à  cette  valeur  de  g,  étant 
plus  petites  que  h,  on  peut   considérer  h   comme   l'excentricité 

propre 
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propre  du  premier  satellite,  dont  l'abside  a  un  mouvement  annuel 
et  sydéral  de  6o6g89",9. 

La  seconde  valeur  de  g  est  donnée  par  approximation,  en  éga- 
lant à  zéro  le  terme  de  l'équation  (2)  qui  contient  g  :  cette  va- 
leur est  à-peu-près  de  180000".  On  supposera  donc  gz=  180000", 
dans  les  équations  (1) ,  (5)  et  (4),   et  en  les  divisant  par  h',   on 

h        h"       h'" 

en  tirera  les  valeurs  des  fractions  -n,  jy>  tt'  ®a  substituera  en- 
suite ces  valeurs  dans  l'équation  (2)  divisée  par  h',  et  l'on  y  fera 
p-  =  180000",  dans  le  diviseur  (  1  -f-  5 — ^L — -  j  .  On  aura  ainsi  une 

valeur  plus  approchée  de  g ,  dont  on  fera  le  même  usage  que  de 
la  première.  En  continuant  ainsi ,  on  trouve 

g  =i78i4i',7; 
h  ===  —  0,0575392.72'; 
h"  ——  o,o436686.  U  ; 
V  =  0,00004357 .  h'. 

Les  valeurs  de  h,  h",  h"  étant  ici  plus  petites  que  h';  on  peut 
considérer  h'  comme  l'excentricité  propre  du  second  satellite 
dont  l'abside  a  un  mouvement   annuel  et  sjdéral  de  i78i4i",7. 

La  troisième  valeur  de  g  est  donnée  par  approximation,  en 
égalant  à  zéro  le  terme  qui  contient  g  dans  l'équation  (5).  Cette 
valeur  est  à-peu-près  de  3oooo".  On  supposera  donc  g"=3oooo", 
dans  les  équations  (1),  (2)  et  (4),  et  en  les  divisant  par  h",   on  en 

tirera  les  valeurs  de  p,  p  et  -p,  que  l'on  substituera  dans  l'équa- 
tion (5)  divisée  par  h",  et  l'on  y  fera  g=  3oooo",  dans  le  divi- 
seur (  1  -f-  5 — s_ — _  j  .  On  aura  ainsi  une  valeur  de  g  plus  appro- 
chée et  dont  on  fera  le  même  usage  que  de  la  première.  En  con- 
tinuant ainsi,   on  trouve 

g  =  29009",  8  ; 
h  =  0,02  38 11 1  .h"  ; 
h'  =  0,2 1 52920 .  h"  ; 
h1"  =  —  0,1291564.11", 
Mécan.  cél.  Tome  IV,  R 
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Ces  valeurs  de  h,  h',  If  étant  plus  petites  que  h";  on  peut  consi- 
dérer h"  comme  l'excentricité  propre  au  troisième  satellite  dont 
l'abside  a  un  mouvement  annuel  et  sjdéral  de  29ooo/',8. 

Enfin ,  la  quatrième  valeur  de  g  est  celle  que  les  observations 
donnent  pour  le  mouvement  annuel  et  sjdéral  de  l'abside  du  qua- 
trième satellite  ,  et  l'on  a  vu  précédemment  que  dans  ce  cas, 

g  =7959V°5; 
h  =  0,0020622 .  h'"  ; 

h'  =0,0175556.11"; 

7f  =  o,o8i6578.h'\ 

Les  valeurs  de  h,  h',  h"  étant  ici  plus  petites  que  hm;  on  peut 
considérer  If  comme  l'excentricité  propre  au  quatrième  satellite 
dont  l'abside  a  un  mouvement  annuel  et  sjdéral  de  795g", io5. 

On  voit  par  là  que  chaque  satellite  aune  excentricité  qui  lui 
est  propre.  Cette  circonstance  qui  n'a  pas  lieu  dans  la  théorie 
des  planètes ,  est  due  à  Papplatissement  de  Jupiter,  dont  l'effet  sur 
les  perijoves  des  satellites  est  très-considérable.  Il  ne  s'agit  plus 
maintenant  que  de  connaître  les  excentricités  propres  à  chaque 
satellite,  et  les  positions  de  leurs  absides  à  une  époque  donnée. 
Nous  dirons ,  en  exposant  la  théorie  de  chaque  satellite ,  ce  que 
les  observations   ont  appris  sur  cet  objet. 

Considérons  présentement  les  inclinaisons  et  les  mouvemens  des 
nœuds  des  orbes  des  satellites.  Ces  élémens  dépendent  des  équa- 
tions en  A  et  en  l ,  données  dans  le  n°  25.  Rappelons  ici  ces 
équations.  Les  équations  en  A  deviennent,  en  j  substituant  pour 
ft,  ra,  m',  m"  et  m",  leurs  valeurs  précédentes, 

o  =  —  1  o3",27  +  571 269",64  .  a  —     925o";8o .  x'  —  46o6",32 .  x"  — 327",25  .aw  ; 
o  =  —  2o7",26—     547i",i2.a4-i33377",33.a'—  i7ûi5")94.a"—  -76^,65.^  ; 
0=—4i7",G5~       566",  1 6.*—     3599";79.a'  +  28478";73.à"  —  z5n",z5.f,""; 
c=z  —  974V9—        62",92.x—       25o",28.x'—   3928",28.À"-f-8i79";ii  .a"*. 

En  résolvant  ces  équations,  on  trouve 
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x  =  0,00057879} 
y=  o,oo585888; 
Aff=  0,02708801  ; 
à"=  0,132  55804. 

Ces  valeurs  de  À,  X',  X"  et  X'"  déterminent  la  partie  de  la  lati- 
tude des  satellites ,  qui  dépend  de  l'inclinaison  de  l'équateur  de 
Jupiter  à  son  orbite.  Il  résulte  du  n°  10  que  200° — "SK  étant 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  cet  équateur  sur  l'orbite 
de  la  planète,  et  6'  exprimant  l'inclinaison  mutuelle  de  ces  deux 
plans  ;  on  a  en  faisant  pour  abréger,  200°  —  "¥'=1,  pour  ces  par- 
lies  de  la  latitude  des  satellites  sur  l'orbite  de  Jupiter, 

(1  —  X  ).6'.sin.(^  —  7); 
(ï  _  ,Y).6'.sin.(V  —  J); 
(1  _  x").ô'.sm.  (V—  /); 
(.!  _  x"/).9'.sin.(^—  7). 

L'inclinaison  S'  de  l'équateur  de  Jupiter  à  son  orbite,  et  la  lon- 
gitude 7  de  son  nœud  ascendant  sur  cette  orbite,  doivent  être  dé- 
terminées par  les  observations.  Delambre  a  trouvé  pour  l'époque 
de  ij5o} 

ô'  =      3°,435igj 

7  =  3480,62i2g. 

Ces  valeurs  de  S'  eî  de  7  ne  sont  pas  rigoureusement  constantes; 
on  a  vu  dans  le  n°  23,  que  la  valeur  de  6'  croît  chaque  année 
de  o",07o35,  et  que  la  valeur  de  7  diminue  annuellement  de  o",825g, 
relativement  à  un  équinoxe  fixe.  Ces  quantités  sont  si  petites , 
que  l'on  peut  se  dispenser  d'y  avoir  égard  dans  tout  l'intervalle 
de  temps  que  comprennent  les  observations  des  satellites  ;  mais  il 
sera  facile  de  les  faire  entrer  dans  le  calcul ,  si  on  le  juge  à 
propos. 

Les  équations  en  /  du  n°  23  deviennent,  en  y  substituant  pour 
y.,  m,  m',  in"  et  m",  leurs  valeurs  précédentes, 

R  2 
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c  =  (p— 571269^64). /+9253''J8oJ,-f.46o6'')32.f-f327'')25J"' 
o  =  547i",i2./-f  O—  iû3377",33).Z'+173i5",94.f  +  7G9")G5.Z"' 
o  =  5GG";  1 6 .  /  +  3599")79  ./'  +  (/>  —  28478",73) .  Z"  +  a5i  1  ",25 .  P 
o=     62")92./+   25o",28./'  +  3928"328.f  +  (/>  —  8i79",i0.r 


(5) 

(6) 

(7) 
(8). 


Ces  quatre  équations  donnent  une  équation  en  p  du  quatrième 
degré.  Pour  en  obtenir  les  racines,  on  fera  usage  de  la  méthode 
d'approximation  que  nous  venons  d'employer  pour  déterminer  les 
valeurs  de  g.  On  aura  ainsi  une  première  valeur  de  p  relaiive  à 
l'orbe  du  premier  satellite,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  / 
dans  l'équation  (5),  ce  qui  donne  p  =  5j  1269", 64.  En  supposant 
donc  à  p  cette  valeur    dans   les  équations  (6),  (7)  et  (8),  on  en 

1!     I"     ï" 
tirera  les  valeurs  de  y,  y,  y.  On  substituera   ces  valeurs   dans 

l'équation  Ç5)  divisée  par  /,  et  l'on  aura  une  nouvelle  valeur  de/? 
plus  approchée.  On  fera  de  cette  nouvelle  valeur  le  même  usage 
que  de  la  première,  et  l'on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on 
arrive  à  deux  valeurs  consécutives  de  p  extrêmement  peu  diffé- 
rentes. On  trouve  ainsi,  après  un  petit  nombre  d'essais, 

q  ==  57i38o/,32  ; 
/'  =  —  0,0124527 .  / 
l"  ==  —  0,0009597. 1; 
ï"  =  —  0,0000995 .  /. 

Les  valeurs  de  /',  V ,  l'",  étant  ici  moindres  que  /;  on  peut  con- 
sidérer cette  quantité  comme  exprimant  l'inclinaison  propre  de 
l'orbe  du  premier  satellite,  sur  un  plan  qui,  passant  constam- 
ment par  les  nœuds  de  l'équateur  de  Jupiter,  entre  cet  équateur 
et  l'orbite  de  la  planète,  est  incliné  de  l'angle  A. 6'  à  ce  même 
équateur.  Si  l'on  substitue  pour  A  et  6'  leurs  valeurs  précédentes  ; 
on  trouve  cette  inclinaison  de  i9",88.  La  valeur  précédente  de  p 
exprime  alors  le  mouvement  annuel  et  rétrograde  des  noeuds  de 
l'orbe  sur  ce  plan,  mouvement  qui  parconséquent  est  de  57i589",32. 

La  seconde  valeur  de  p  est  relative  à  l'orbe  du  second  satel- 
lite. Elle  est  donnée  par  les  observations  ,  et  l'on  a  vu  dans  le 
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n°  précédent,  que  l'on  a  dans  ce  cas 

p  =  i558yo",4  j 
/  =:  0,0207958./'  ; 
r=  —  o, o54255o.  I'; 
la  =  —  o.ooog3i2./'-, 

La  troisième  valeur  de  p  est  relative  à  l'orbe  du  troisième  sa- 
tellite ;  on  en  aura  une  première  valeur  approchée,  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  de  /"  dans  l'équation  (7),  ce  qui  donne 
p  =  28478",73.  En  substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (5), 

l     l'        ï" 
(6)  et  (8),  on  en  tirera  les  valeurs  de  j„,  j,  et  -p.    Ces    valeurs, 

substituées  dans  l'équation  (7)  divisée  pari",  donneront  une  seconde 
valeur  de  p  dont  on  fera  le  même  usage  que  de  la  première.  En 
continuant  ainsi,  on  trouve 

p  =  28575",48; 
/  =  0,01 1 1626./"  ; 
V  =  o,  1 64o55o .  /"  ; 

r=— 0,1965050./". 

Les  valeurs  de  /,  /',  /'"  étant  ici  moindres  que  /",  cette  quantité 
peut  être  considérée  comme  exprimant  l'inclinaison  propre  de  l'orbe 
du  troisième  satellite  sur  un  plan  qui ,  passant  constamment  par  les 
nœuds  de  l'équateur  de  Jupiter,  entre  l'éqnateur  et  l'orbite  de  la 
planète,  est  incliné  de  à". 6'  à  cet  équateur.  En  substituant  pour 
X"  et  6',  leurs  valeurs  précédentes ,  on  trouve  cette  inclinaison 
de  93o",52.  Le  mouvement  annuel  et  rétrograde  des  nœuds  de 
l'orbe  du  troisième  satellite,  sur  ce  plan,    est  de  28375^48. 

Enfin,  la  quatrième  valeur  de  p  est  relative  à  l'orbe  du  qua- 
trième satellite.  On  en  aura  une  première  valeur  approchée,  en 
égalant  à  zéro  le  coefficient  de  /"'  dans  l'équation  (8),  ce  qui  donne 
p  =  8ijg",ii.  En  substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (5), 

(6)  et  (7);  on  en  tirera  les  valeurs  de  -p-,,  -p,  -p.       Ces     valeurs 

substituées  dans  l'équation  (8)  divisée  par  /'",    donneront  une  se- 
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coude  valeur  de  p  dont  on  fera  le   même  usage  que   de  la  pre- 
mière. En  continuant  ainsi ,  on  trouve 

p^7682", 64; 

l  =0,0019856./'"; 

r  =0,0254108./"; 
r  =0,1248622./'". 

Les  valeurs  de  /,  /',  /",  sont  ici  moindres  que  /"';  cette  quantité 
peut  donc  être  considérée  comme  exprimant  l'inclinaison  propre 
de  l'orbe  du  quatrième  satellite,  sur  un  plan  qui,  passant  cons- 
tamment par  les  noeuds  de  l'équateur  de  Jupiter,  entre  l'équa- 
teur  et  l'orbite  de  la  planète,  est  incliné  à  cet  équateur,  de 
l'angle  A"'. 6'.  En  substituant  pour  X"  et  6'  leurs  valeurs  précé- 
dentes, on  trouve  cette  inclinaison  de  4546",74-  Le  mouvement 
annuel  et  rétrograde  des  nœuds  de  l'orbe  du  quatrième  satellite  f 
sur  ce  plan,   est  de  7682", 64. 

On  voit  par  là  que  l'orbe  de  chaque  satellite  a  une  inclinai- 
son qui  lui  est  propre  -,  circonstance  qui  est  due  à  l'applatisse- 
ment  de  Jupiter,  dont  l'influence  sur  les  mouvemens  des  nœuds 
des  orbes  des  satellites  est  très-considérable.  Il  reste  maintenant 
à  connaître  les  inclinaisons  propres  à  chaque  orbe ,  et  les  posi- 
tions des  nœuds.  Nous  verrons  bientôt  ce  que  les  observations 
ont  appris  sur  cet  objet. 
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CHAPITRE     X. 

De  la  lihration   des  trois  -premiers  satellites  de  Jupiter. 

ag.  vJn  a  va  dans  le  n°  i5,  que  les  moyens  mouvemens  des  trois 
premiers  satellites  de  Jupiter  sont  assujétis  au  théorème  suivant 
qui  a  lieu  généralement  par  rapport  à  un  axe  mobile  suivant  une 
loi  quelconque. 

Le  moyen  mouvement  du  -premier  satellite,  plus  deux  fois 
celui  du  troisième,  est  rigoureusement  égala  trois  fois  le  moyen 
mouvement  du  second  satellite* 

Pour  faire  voir  jusqu'à  quel  point  ce  théorème  est  conforme 
aux  observations,  je  vais  rapporter  ici  les  moyens  mouvemens 
séculaires  de  ces  trois  corps,  tels  que  Delambre  lésa  déterminés 
par  la  discussion  d'un  nombre  immense  d'éclipsés.  11  a  trouvé 
qu'en  cent  années  juliennes  ces  mouvemens  sont,  par  rapport  à 
l'équinoxe, 

1er.  satellite 825826 1  ",633 1 3 '  ; 

II.  sat 41I4I25%8i277  ; 

III.  sat 2o42o57°,9o398." 

Le  moyen  mouvement  du  premier,  moins  trois  fois  celui  du  se1- 
cond,  plus  deux  fois  celui  du  troisième,  est  ainsi  égal  à  2^,8. 
Cette  différence  est  si  petite,  que  l'on  doit  être  étonné  de  l'ac- 
cord de  la  théorie  avec  les  observations.  Cependant,  comme  les 
tables  doivent  être  rigoureusement  assujéties  au  théorème  précé- 
dent, Delambre  a,  pour  cet  objet,  légèrement  altéré  les  trois 
résultats  précédens. 
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Parle  n"  i5,  les  époques  des  moyens  mouvemens  des  trois  sa- 
tellites sont  assujéties  au  théorème  suivant  : 

L'époque  du  premier  satellite ,  moins  trois  fois  celle  du  se- 
cond, plus  deux  fois  celle  du  troisième ,  est  exactement  égale 
à  la  demi  -circonférence ,  ou  à  2000. 

Delambre  a  déterminé  ces  époques  par  la  discussion  d'un  très- 
grand  nombre  d'éclipsés,  et  il  a  trouvé  les  époques  suivantes,  pour 
le  minuit  commençant  le   premier  janvier  de  iy5o. 

Ier.  satellite i6°,69584; 

II.  sat 346°,o52 1  ; 

III.  sat ii°,4i354. 

L'époque  du  premier ,  moins  trois  fois  celle  du  second  ,  plus  deux 
fois  celle  du  troisième,  est.  ainsi  égale  à  200% 01962,  ce  qui  surpasse 
la  demi-circonférence,  de  i9Ô",2.  Les  observations  satisfont  donc 
un  peu  moins  exactement  au  théorème  sur  les  époques,  qu'à  celui 
sur  les  moyens  mouvemens.  Elles  pourraient  en  différer  encore 
plus  ,  par  la  considération  suivante. 

A  la  distance  où  nous  sommes  des  satellites  de  Jupiter,  ils  dis- 
paraissent à  nos  yeux ,  avant  que  d'être  entièrement  plongés  dans 
l'ombre  de  cette  planète  ;  ils  ne  reparaissent  qu'après  s'en  être  en 
partie  dégagés.  Pour  déterminer  l'instant  de  la  conjonction  d'un 
satellite  ,  on  suppose  qu'au  moment  de  l'immersion,  son  centre  est 
à  la  même  distance  du  cône  d'ombre  qu'au  moment  de  l'émersion  j 
or  il  peut  arriver  que  la  partie  du  disque  du  satellite,  qui  se  plonge 
la  première  dans  l'ombre  ,  et  qui  parconséqueut  reparaît  la  pre- 
mière, soit  plus  ou  moins  propre  à  réfléchir  la  lumière  du  soleil, 
que  la  partie  qui  s'éclipse  la  dernière,  et  alors  il  est  visible  qu'au 
moment  de  l'immersion  ,  la  distance  du  centre  du  satellite  à  la 
surface  du  cône  d'ombre  ,  sera  plus  ou  moins  grande  qu'au  mo- 
ment de  l'émersion.  L'instant  de  la  conjonction,  tiré  des  obser- 
vations ,  sera  donc  plus  ou  moins  avancé  que  le  véritable  instant. 
Les  époques  des  longitudes  moyennes  des  trois  premiers  satellites, 
conclues  des  observations  de  leurs  éclipses,  peuvent  différer  ainsi 
des  époques  réelles ,  et  ne  pas  satisfaire  exactement  au  théorème 

énoncé 
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énoncé  ci-dessus.  A  la  vérité ,  cela  suppose  que  la  partie  du  disque 
qui  s'éclipse  la  première,  est  toujours  sensiblement  la  même 3  et 
c'est  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature ,  les  satellites  présentant  cons- 
tamment ,  comme  on  sait ,  la  même  face  à  Jupiter ,  ainsi  que  la 
lune,  à  la  terre.  La  considération  que  nous  venons  de  présenter, 
n'empêche  pas  les  observations  de  satisfaire  au  théorème  sur  les 
moyens  mouvemens  qui ,  donnés  par  la  différence  des  époques  sé- 
parées par  de  grands  intervalles ,  sont  indépendans  des  inégalités 
qui  peuvent  exister  dans  la  lumière  des  diverses  parties  du  disque 
des  satellites ,  du  moins  lorsque  l'on  considère  autant  d'immersions 
que  d'émersions. 

La  différence  entre  le  résultat  des  observations  et  le  théorème 
sur  les  époques,  étant  peu  considérable;  Delambre  a  jugé  plus  con- 
venable d'y  assujétir  les  époques  de  ses  tables;  les  corrections  qu'il 
faut  faire  aux  observations  ,  étant  dans  les  limites  des  erreurs  dont 
elles  sont  susceptibles. 

Les  deux  théorèmes  précédens  donnent  lieu,  comme  on  l'a  vu 
dans  le  n°  i5  ,  h  une  inégalité  particulière  que  nous  avons  désignée 
sous  le  nom  de  libration  des  satellites ,  et  dont  nous  avons  donné 
l'expression  analytique.  Pour  l'évaluer  en  nombres,  nous  obser- 
verons que  l'on  a  par  le  n°  22  , 

F'=  1, 46658o  ; 
G  5=  —  0,8571 5g. 

L'expression  k  du  n°  14,  devient  ainsi 

k  =.  1 2  5 ,  855 . 1  % .  m' m"  -4-  -. .  mm"  -f-  -^-7 .  mm'  ]  ; 

la  '4  '    4a  i 

la  valeur  de  k  est  donc  positive,  comme  nous  l'avons  annoncé  dans 
le  n°  i5,  où  nous  avons  fait  voir  que  le  signe  de  k  détermine  si 
la  longitude  moyenne  du  premier  satellite,  moins  trois  fois  celle 
du  second  ,  plus  deux  fois  celle  du  troisième ,  est  égale  à  zéro  ou 
à  la  demi-circonférence  ;  le  signe  négatif  déterminant  le  premier 
cas ,  et  le  signe  positif,  le  second  cas. 

Si  l'on  substitue  pour  m,  m' ,  m",  leurs  valeurs  précédentes, 
on  aura 
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k  =  0,000000607302. 

Nous  avons  observé  dans  le  n°  i5  ,  que  si  le  théorème  sur  les 
moyens  mouvemens  des  trois  premiers  satellites  n'était  pas  rigou- 
reusement exact,  les  observations  s'en  écarteraient  de  100%  dans 

1  0O° 

un  temps  plus  petit  que      77^f'  Soit  T  la  durée  de  la  révolution 

sjdérale  du  premier  satellite,    on  aura  7zT;=400°  j  Ie  temps  pré- 

T 

cèdent  devient  ainsi -==..   En  substituant  pour    T ,    sa  valeur 

donnée  dans  le  n°  20,  il  devient  4oiiours,3i4î  parconséquent ,  il  est 
au-dessous  de  deux  années ,  comme  nous  l'avons  annoncé  dans  le 
n°  i5. 

Les  expressions  de  v ,  v'  et  v"  dépendantes  de  la  libration,  et 
que  nous  avons  trouvées  dans  le  n°  i5,  deviennent  en  y  substituant 
pour  m ,  m'  et  772" ,  leurs  valeurs  précédentes , 

v  =  P.sin.  (nt.\/"k  +  A); 

v' ■=. — P. 0,889912. sin. (nt.\/~k  -\-A)% 

v"  s==      P .o,o&2iï5.sm.{nt.\/r"k   -\-A); 

P  et  A  étant  deux  arbitraires  que  les  observations  doivent  déter- 
miner. La  durée  de  la  période  de  cette  inégalité  est         ._  ,    ou 

5  &  n.\/k 

T 
~/r=j  cette  durée  est  donc  de  227oioms,i8  ;  c'est-à-dire  d'un  peu 
y  k 

plus  de  six  ans. 

Après  avoir  considéré  l'ensemble  du  système  des  satellites  ;  nous 
allons  développer  la  théorie  particulière  de  chacun  d'eux,  en 
commençant  par  le  quatrième. 
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CHAPITRE     XI. 

Théorie  du  quatrième  Satellite. 


oo.  xJ  elambre  a  trouvé ,  par  la  discussion  de  toutes  les  éclipses 
observées  du  quatrième  satellite ,  que  son  mouvement  moyen , 
par  rapport  à  l'équinoxe  terrestre  du  printemps,  est  en  cent 
années  juliennes,  égal  à 

875427%45956. 

Il  a  trouvé,  de  plus,  que  la  longitude  moyenne  de  ce  satellite, 
par  rapport  au  même  équinoxe ,  à  l'instant  du  minuit  commen- 
çant le  premier  janvier  de  iy5o  (et  c'est  ce  que  j'entendrai. dans 
la  suite  par  l'époque  de   ij5o),   était  égale  à 

8o%6i24g. 
Soit  donc 

èm  =  8o%6ia49  -f- 1 .  8754%2745o,56. 

t  exprimant  ici  un  nombre  d'années  juliennes  écoulées  depuis  le 
commencement  de  iy5o;  (f  exprimera  la  longitude  moyenne  du 
quatrième  satellite,  observée  du  centre  de  Jupiter  et  rapportée 
à  l'équinoxe  terrestre  du  printemps. 

Delambre  a  pareillement  trouvé  que  le  périjove  de  ce  satellite 
avait  un  mouvement  annuel  et  sydéral  de  j^g",  io5,  ou  de 
8n3",735,  par  rapport  à  l'équinoxe  du  printemps;  et  que  la  lon- 
gitude moyenne  de  ce  périjove  était,  en  iy5o,   égale  à 

200%58o56; 
soit  donc 

Sa 
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<ar'"  =  20o%58o55-j- 1 .  81 15",755  ; 

9"  —  fts"  sera  l'anomalie  moyenne  du  satellite ,  comptée  du  périjove., 
et  l'on   aura 

0'"—^  =  :28o%23i94  +  £  .  8753°,463222i . 

On  a  vu  dansle  chap.IX,  que  le  coefficient  du  plus  grand  terme 
de  l'équation  du  centre  est  égal  à  9265",56.  Il  est  facile  n'en 
conclure  que  la  partie  elliptique  de  la  longitude  du  quatrième 
satellite  est 

6"'  -f-  9265". 56 .  sin.  (QT—vr*) 
+  42",, 4. sin. 2(6"— <arw) 
+        o", 2 7  .  s i n . 5  (  f — <sr'")  » 

Le  quatrième  satellite  participe  un  peu  de  l'équation  du  centre 
du  troisième.  Delambre  a  trouvé  le  coefficient  deceite  équation 
égal  à  i709",o5,  et  la  longitude  du  périjove  correspondante ,  ea 
ij5o,   égale    à 

343%82o67. 

Le  mouvement  annuel  et  sydéral  de  ce  périjove  est,  parle  n°  28, 
égal  à  29009", 8,  et  parconséquent,  son  mouvement  annuel  tro- 
pique est  égal  à  29i64",43-  Soit  donc 

<sr"  •==  345^82067  -f-  t .  2gi64*,43. 

Désignons  par  6"  la  longitude  moyenne  tropique  dii  troisième  sa- 
tellite*, b" —  mr"  sera  sa  longitude  moyenne,  comptée  du  périjove. 
Pour  déterminer  b",  nous  observerons  que  Delambre  a  trouvé  le 
mouvement  annuel  de  ce  satellite,  en  cent  années  juliennes^ 
égal  à 

2o42o57°,go4o, 

et  sa  longitude  moyenne,  à  l'époque  de  1750,  égale  à 

ii°,40092  3 
on  a  ainsi 
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6"  =  1 1%59549  + 1 .  20420^5790405 
efc  parconséquent 

6'  _  mr"  =  67^57282  -f-  t .  2o4i7°,6625ç)7. 
L'équation  du  centre  du  troisième    satellite  sera   ainsi 

i7og",o5  .  sin.  (3" — <w"). 
On  a  par  le  chap.  IX,   relativement  à  cette  équation  du  centre, 

h'"=— 0,1291 564.  h"; 

l'équation  du  quatrième  satellite,  dépendante  du  périjove  du  troi- 
sième ,   sera  donc 

—  i70g",o5  .  0,1291564  .  sin.  (6" — <zër") , 

et  parconséquent  elle  sera 

—  22o",.73.sin.(6ro— <). 

Si  l'on  nomme  n  la  longitude  moyenne  de  Jupiter,  rapportée  à 
l'équinoxe  du  printemps;  l'expression  de  dV"  du  n°  21  devient, 
en  y  substituant  pour  m"  sa  valeur  trouvée  dans  le  11°  27,  et 
négligeant  les  termes  dépenclans  de  m  et  de  m't  ce  que  l'on  peut 
faire  ici  sans  erreur  sensible, 

—  3i",36.sin.      ((/— 5W) 

—  i4"  12. sin.  2. (6"— b'") 

—  2"95.sin.  3.(/— -T) 

—  o"  90. sin.  4. (b"~ T), 

—  o",S3.sin.5.(;"— S'") 
~f-  1 2",99 .  sin .  (2 9'"  —  ail). 

Si  l'on  considère  ensuite  que  ,  par  le  n"  6,  — 2.hm  étant  le  coefnV 
eient  du  plus  grand  terme  de  l'équation  du  centre  du  quatrième 
satellite  ,  on  a  en  considérant  la  plus  grande  équation  du  centre  ? 
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—  2r  =  9265ff,56j 

on  aura  par  le  ns22,  l'inégalité 

o;oi44449 .  \  .  9265"'56  .  sin.  (ôm+^w—  ail), 

inégalité   qui  se  réduit  à 

66",94  .  sin.  (9"'  +  <®m  —  an). 

En  désignant  par  V  l'anomalie  moyenne  de  Jupiter,  comptée 
du  périhélie  ;  on  a    par  le  n°  22,  l'inégalité 

—  349", 79  .  sin.  F". 

Enfin ,  on  a  par  le  n°  24 ,  l'inégalité 

—  49ff,5i  .s'm.(t.  754i*-f-3i°,gi988). 

7541"  est  le  mouvement  annuel  et  sydéral  supposé  au  nœud  du 
quatrième  satellite;  mais  nous  avons  trouvé  dans  le  cliap.  IX ,  que 
ce  mouvement  est  un  plus  grand  et  égal  à  7682^64.  Il  en  faut 
retrancher  la  variation  annuelle  de  "Y,  qui,  par  le  n°  23,  est 
égale  à  o",8259  ;   l'inégalité  précédente  devient  ainsi , 

—  4g",5i  .  sin.0.768i",8i  +  3 1^91988  ). 

En  rassemblant  toutes  ces  inégalités;  on  a  pour  la  longitude  v" 
du  quatrième  satellite  ,  comptée  sur  son  orbite  ,  de  l'équinoxe  du 
printemps  terrestre, 


SECONDE   PARTIE,    LIVRE   VIII.        145 

v"  z=  S"'  +  9265",56 .  sin.    {T—vr"1) 

+  42",  14.  sin.  2.  (â'"— ^'") 

+  o",27.sin.5.(ô"'— <srw) 

—  5 1",  56.  sin.     (9"— S'") 

—  i4V2.sin.2.(4"—  6'") 

—  2B,95.  sin.  5.(9"—  9ro) 

—  off,9o.  sin. 4.(9"—  9ro) 

—  o",55.sin.5.(9"— ■  6'") 

—  22o",75.sin.     (9'"— O 
4-       ^".gg.sin.  (2âOT— an) 

+       66",g4.sin.     (6W+^'"— an) 

—  34g", 79. sin.  F 

—  49",5i  .sin.(^768i",8i4-5i%9i988). 

Considérons  maintenant  le  mouvement  en  latitude.  Ce  mouve- 
ment dépend  de  l'inclinaison  de  Péquateur  de  Jupiter  à  son  or- 
bite ,  et  de  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  à  une  époque 
donnée.  Delambre  a  trouvé  par  la  discussion  d'un  très-grand 
nombre  d'éclipsés,  principalement  du  troisième  et  du  quatrième 
satellite  ,  que  l'inclinaison  de  l'équateur  à  l'orbite  de  Jupiter 
était  de  5°,4352,  en  1750,  et  qu'à  la  même  époque,  la  longi- 
tude de  son  nœud  ascendant  était  348°,62i3.  De  plus,  la  pré- 
cession moyerme  annuelle  des  équinoxes  étant  i54",65,  et  la  pré- 
cession annuelle  de  l'équinoxe  de  Jupiter  étant  par  le  11°  a5, 
égale  à  0^,8259,  le  mouvement  annuel  de  ce  second  équinoxe  , 
relativement  au  premier,  sera  i55",8;  ensorte  que  la  longitude 
du  nœud  ascendant  de  l'équateur  de  Jupiter  sera. 

348%62i3-m/i55",8. 

Le  terme  (Xw — ï).Q.s'm.(vm~\-'¥')  de  l'expression  de  la  latitudes" 
du  quatrième  satellite,  trouvée  dans  le  n°  10,  deviendra  ainsi 

(1—  Àro) .  5%4352 .  sin .  (//"—  548%6a  1 3  —  t .  1 55",8)  ; 
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en  substituant  pour  à"  sa  valeur  donnée  dans  le  n°  2S }  on  aura 

2%98o5i .  sin.  (va  -f-5i0,3787  —  t.  i53",8), 

Le  terme  ï"  .ûn.(v"  -\-pt-\-  A),  qui,  par  le  n°  10,  entre  dans 
l'expression  de  s'",  et  qui  est  relatif  à  l'inclinaison  propre  de  l'or- 
bite du  quatrième  satellite  sur  son  plan  fixe ,  suppose  la  con- 
naissance  de  /'"  et  de  A.  Delambre  a  trouvé 

l   —  —2771  ,6, 

et  en  1750, 

A  =  83%2986i. 

La  valeur  de  p  relative  à  ce  terme  est,  par  le  chap.  IX,  768a",64", 
pour  le  rapporter  à  l'équinoxe  mobile  du  printemps  ten-estre,  il 
faut    en  retrancher   i54",63;  le  terme  précédent  devient  ainsi 

—  277i",6.sin.(^'+83%2986i+^7528",oi). 

La  comparaison  des  éclipses  du  troisième  satellite  a  donné  à 
Delambre,  la  valeur  de  /",  propre  à  l'orbite  du  troisième  satel- 
lite ,  égale  à  —  2283",g  ,  et  la  valeur  de  A  qui  lui  est  relative 
égale  en  1750,  à  2o8%5256a.  De  plus,  la  valeur  correspondante 
de  p  est,  par  le  n°  28,  28575",48;  en  en  retranchant  i54",63,  on 
aura  a822o",85  pour  le  mouvement  annuel  tropique  du  nœud  de 
l'orbite  du  troisième  satellite  sur  son  plan  fixe.  La  partie  de  s" 
relative  à  ce  mouvement  est  donc 

—  22S3'T,9.sin.(^  +  2o89,32562  +  /.2822o'',85). 

Pour  avoir  la  partie  correspondante  de  s" ,  il  faut  multiplier  le 

/"' 
coefficient  de  ce  terme  par  p ,  et  cette  fraction,  par  le  cliap.  IX } 

est  égale  à  — 0,1965650,  ce  qui  donne  dans  s"  le  terme 

448",9d  .  sin.  (  vm  -f-  2o8',32562  -f-  /.  2822o",85). 

Delambre  a  trouvé  la  valeur  de  /'relative  à  l'inclinaison  propre 
de  l'orbite  du  second  satellite  sur  son  plan  fixe,  égale  à  — 5i52",2, 
et  la  valeur  correspondante  de  A    en    ij5o,  égale  à  3o 3e, 76542. 

La 
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La  valeur  de  p  relative  à  cette  inclinaison  est,  par  le  n°  28  , 
i5587o",4-  En  en  retranchant  i54",63,  on  aura  i55yi5",77,  Pour 
le  mouvement  annuel  tropique  du  nœud  de  l'orbite  du  second 
satellite  sur  son  plan  fixe.  La  partie  de  sf  relative  à  ce  mouve- 
ment est  donc 

—  5i52",2.sin.(v'  +  oo3%76542  +  t.  i55ji5",j'j). 

Pour  avoir  la  partie  correspondante  de    sm,  il  faut  multiplier  le 

ï" 
coefficient  de  ce  terme  par  y,   et  cette  fraction,  par  le  cbap.  IX, 

est  égale  à  — 0,000931164.,  ce  qui  donne  dans  s"  le  terme 
4",8o.sin.  (^-f- 3o3%7654a -J-Z.  i337I5",77). 
Il  nous  reste  à  considérer  l'inégalité  de  s" 

—  o,ooi4478i5.(L'  —  lm).sm.(^—2U—p(  —  A) 

donnée  à  la  fin  du  n°  23.  Si  l'on  suppose  que  la  valeur  de  p  soit 
relative  au  déplacement  de  l'équateur  et  de  l'orbite  de  Jupiter  ; 
on  a  par  le  n°  10 , 

L  —  lm  =  xm.(L  —  L'), 
et  parcouséqnent 

lm  —  i'  =  (i—  X"').(L  —  L'). 

(1— Xm).(L  —  L').sin.(v'"-\-pt-\-A)  est  la  latitude  du  satellite  au- 
dessus  de  l'orbite  de  Jupiter,  en  le  supposant  mu  sur  son  plan 
fixe,  et  nous  venons  de  voir  que  ce   terme  est  égal  à 

2°,98o5i.sin.Oro-{-5i°,3787  —  *.i53",8); 

l'inégalité   précédente  de  sm  deviendra   donc 

2%98o5i.ooi4478i5.sin.(^  — 2Z7— 5i0,37874-;.i53",8)i 

et  parconséquent  elle  sera 

43",i5.sin.(*/'  —  2Z7—  5i°,5787-f-/.I55"J8) 
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parmi  les  autres  termes  renfermés  dans  l'expression 

—  o,ooi4478i5.(L'  —  r).sin.((/"  —  2U—  pt  —  K) 

le  seul  qui  soit  sensible  est  celui  cpii  est  relatif  à  l'inclinaison 
propre  de  l'orbite  du  satellite  sur  son  plan  fixe.  Dans  ce  cas, 
U  est  nul,  puisque  la  position  de  l'orbite  de  Jupiter  n'est  point 
sensiblement  altérée  par  l'action  des  satellites.  On  a  de  plus,  par 
ce  qui   précède, 

r.sin.(p'"+/7/+A)=—  277i",6.  sin.(^"+83%2986i-f-/.7528"Joi); 
le  terme  précédent  devient  ainsi 

—  4",oi.sin.(^'— 2?7— 85%2986i  — ^7528ff,oi). 

En  rassemblant  ces  différens  termes  de  la  latitude  s"  du  quatrième 
satellite,    au-dessus   de  l'orbite  de  Jupiter,  on    aura 

5w  =  2°,98o5i.sin.-(2/*-f-   5i°,57S7    —  m55",8) 

—  277i",6  .sin.O"'-!-  83%2986i +/.7528ff,oi) 
-f-    448",g5.sin.(^'"-{-2o8%32562  +  f.2822o",85) 
+       4",8o .  sin.  (2/"  +  5o3°,76542  + 1.  i557i5",77) 
+    .  45",i5.sin.(^"  —  2U—  5i°,57S7    +  *.i53ff,8) 

—  4",oi.sin.(z>B  —  2U—  85%2986i  —  t.752S",oi). 

Dans  les  éclipses  du  satellite  et  dans  celle  de  Jupiter  par  ce  sa- 
tellite, ces  expressions  de  v"  et  de  s'"  se  simplifient;  car  on  peut 
y  supposer  2YI  et  2ÏJ  égaux  à  2ÔW  et  à  2p'"';  et  alors  on  a  dans 
ces  phénomènes 
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^^=6ro  +  9i98,..62.sin.  .(&"  —  mrm) 
+  42",i4.sin.2.(9'"  —  *•') 
+        o",27.sin.3.(r  —  <&") 

—  3i",56.sin.     (f  — fl") 

—  i4",i2.sin.2.(î"  — &'") 

—  2",95.sin.5.(6"  —  &'") 

—  o",90.sin.4-(6"  —  6"') 

—  o",D5.sin.5.(â"  —  Ô')  —  22o',73.sin.(Ô"  —  «■") 

—  549*>79  sin.  ^ 

—  49ff,5i.sin.(/.768i',8i  +  5i%9i988); 

5"  =  2^9762  i.sin.(vw  +    5i%3787    —  7.        i53",8) 
—  2767",6.sin.(^-j-   83%2986i+/.     7528",oi) 
+  448'7,95.sin.(^ro  +  2o8%32562  +  f.   2822o",85) 
+     4ff,8o.sin.O"7  +  5o3%76542-f-/.i357i5",77). 

Cette  expression  de  s"  donne  l'explication  d'un  phénomène 
singulier  que  les  observations  ont  présenté  relativement  à  l'incli- 
naison de  l'orbe  du  quatrième  satellite  et  au  mouvement  de  ses 
nœuds.  L'inclinaison  sur  l'orbite  de  Jupiter,  a  paru  à-peu-près 
constante  depuis  1680  jusque  vers  i76o,  et  à-peu-près  égale  à  2°,7. 
Les  noeuds  sur  cette  orbite,  ont  eu  dans  cet  intervalle  un  mouve- 
ment direct  d'environ  huit  minutes  par  année.  L'inclinaison  depuis 
i76o,  a  augmenté  d'une  quantité  très-sensible.  On  aura  l'inclinai- 
son de  l'orbite  et  la  position  de  ses  nœuds  à  une  époque  déterminée, 
en  donnant  à  t  la  valeur  qui  convient  à  cette  époque.  Mettons  l'ex- 
pression précédente  de  s"  sous  cette  forme  , 

A .  sin.  v"  —  B.  cos.  vm. 

On  déterminera  /i  et  5,  en  faisant  successivement  v" '=  100* ,  et 
2/"  =  200%  dans  l'expression   de  s";  -5  sera  la  tangente  de  la  lon- 


gitude du  nœud,  et  %/~A2  -\-B*  sera  l'inclinaison  de  l'orbite.  Cela 
posé,  si  l'on  fait  successivement  /  =  — 7o,  Z  =  —  3o,  tz=io  , 

T  2 
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ce  qui  répond  aux  années  1680,  1720  et  1760,  on  aura 

Inclinaison.  Lonpitude  du  nœud. 

î68o-, 2%j5i5) 546%oigi  ; 

1620  ; 2°,jà  10  -, 348%  1 1 86  ; 

1760; 20, 7 123  ; 552%  3238. 

Si  l'on  représente  l'inclinaison  parla  formule  2°,y5i5-}-Nt-\-Pt* , 
t  étant  ici  un  nombre  d'années  juliennes  écoulées  depuis  1680  , 
on  aura,  en  comparant  cette  formule  aux  trois  inclinaisons  pré- 
cédentes, 

N=  —  oa,ooio55  ;     P  =  o°,ooooo68i25. 

Le  minimum  de  la  formule  répond  à  £=75,963,  ou  à  l'armée  1756. 
La  moyenne  des  trois  inclinaisons  précédentes  est  2°,7285-,  le 
mouvement  moyen  annuel  du  nœud,  depuis  1680  jusqu'à  1760, 
est  de  7',88.  Ces  résultats  sont  entièrement  conformes  à  ceux  que 
les  astronomes  ont  trouvés  par  les  éclipses  observées  dans  cet  in- 
tervalle. Mais  depuis  1760,  l'inclinaison  a  varié  d'une  quantité 
très-sensible.  La  valeur  précédente  de  s"  donne,  en  1800,  cette 
inclinaison  égale  à  2°,8657  ,  et  la  longitude  du  nœud  égale  à 
555°,88i7.  Les  observations,  en  confirmant  ces  résultats,  nous 
forcent  ainsi  de  renoncer  à  l'hypothèse  d'une  inclinaison  cons- 
tante ,  et  il  eût  été  difficile,  sans  le  secours  de  la  théorie,  de 
connaître  la  loi  de  ses  variations. 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  quatrième  satellite ,  nous 
reprendrons  la  formule  du  n°  26, 


i=T.(i  —  X). 


:l/(i+i*-Mi+,o4)'(1+'x-(l+P')-T)' 


Dans  cette  formule,  T  est  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses 
du  satellite  dans  ses  nœuds.  Delambre  a  trouvé,  par  un  milieu 
entre  toutes  les  observations,  cette  demi-durée  égale  à  9942"- 
Mais  depuis  l'invention  des  lunettes  acromatiques,  la  demi-durée 
lui  paraît  moindre  de  52",  par  la  discussion  de  toutes  les  éclipses 
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observées  depuis  cette  époque.  Nous  supposerons  donc  T=98go". 
£  est  le  moyen  mouvement  synodique  du  satellite,  pendant  le 
temps  T,  et  l'on  a  £  =  256i3".  La  valeur  de  p'  est,  par  le  n°  26, 
égale  à 

(i-A)    a"" 
1  l        •  D' 

On  a  vu  précédemment  que  p  =  0,071000825  de  là  on  tire 

p'  =  0,0729603. 
La  valeur  de  X  est,  par  le  n°  26,  à  très-peu-près  égale  à  -w- 


n!".dt' 

et  parconséquent,  en  ne  considérant  que  le  plus  grand  terme  de  v", 
on  aura 

X  =  o,oi45543. cos.  (9OT—  <arm). 

On   a  vu  encore  dans  le  n°  26 ,  que  la  valeur  de  T  doit  être  mul- 
tipliée par  le  facteur 

/f  étant  ici  l'excentricité  de  l'orbite  de  Jupiter.  Ce  facteur  de- 
vient ainsi 

1  —  0,0006101  .cos.  V. 
Nommons  £  la  valeur  de ç~~l>  on  aui*a 

£=  1,353380. sin.  (2/"  +    5i°,3787   — ,/.        i55",8) 
—  o,i25759.sin.(y+   83°,2986i+^.     7528",oi  ) 
+  0,020399. sin.(^"'-f-2o80,32562  +  t.  28220", 85) 
•j-  o,ooo2i8.sin.(^'"  +  3o3°,y6542  -\-t.  1 5371 5", 77). 

Cela  posé,  si  l'on  néglige  le   carré  de  X,  ce  qui  réduit  la  quan- 
tité  sous  le   radical  de  l'expression  de  t,   à  1  +  X — £2 ;  si  l'on 

néglige  les  produits  de  X  et  de  H  par^-l;  on  aura 
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rd'  

t=  —  3GG",832.  j-^±989o",.(i—  X—  o.ocoSioi.sin.F)  .  \/  i  -\-X—  (,*. 

Il  est  facile  d'en  conclure  les  instans  de  l'immersion  et  de  l'émer- 
sion  du  satellite,  en  observant  que  t,  par  le  n°  26,  exprime  le 
temps  écoulé  depuis  l'instant  de  la  conjonction  du  satellite  pro- 
jeté sur  l'orbite  de  Jupiter,  instant  que  l'on  détermine  au  mojen 
des  tables  de  Jupiter  et  des  expressions  précédentes  de  v"  et  de  s". 
La  durée  entière  de  l'éclipsé  sera 


19780". (i  — X — OjOooôïQi  .sin.  V)-V  1  -f-  X — £2. 
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CHAPITRE   XI  ï. 

Théorie  du  troisième  satellite. 


oi.   VJn  a  vu  daiis  le  chapitre  précédent,  que 

6"=    ï  i°j,39d49  +  /.  20420^579040  ; 
fur"  =  343%82o67  +  ^.29 164",  43. 

On  a  vu  encore ,  que  l'équation  du    centre   propre  à   ce    satel- 
lite est 

i709>5.sin.(6ff  —  <&"% 

Ce  satellite  a  ,  comme  on  l'a  vu,  une  seconde  équation  du  centre, 
relative  au  perijove  du  quatrième,   et  égale  à 

756",6i.sin.  (ôff  —  «s-'"). 

L'expression  de  JV"  du  n°  20  devient ,    en  y  substituant  pour 
m ,  m'  et  m"',  leurs  valeurs, 

«T/s=      4*,ai.sîn.     (   8  —  6") 

—  8o8",20.sin.     (  &' —  b") 

—  n'r,84.sin.2.(  6'  —  S") 

—  2",37.sin.3.(   6'  — 6") 

—  45">29.sin.  (  6"  — 9'") 
+  i54",47.sin.2  (  b"  —  6'") 
+  io",86.sin.3.(  6"  —  0") 
+  2",55.sin.4  (  6"  —  b'°) 
4-      2",39..sin._    (23"—  an). 
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Le   théorème  sur  les  époques  des  trois  premiers  satellites  donne 

S_  6"  =  2oo°  +  59' —  5S"  5 

les  deux  termes 

4",2i.sin.      (G  —  G") 
—  2",57.sin.5.(8'  —  G") 

se  réunissent  ainsi  dans  un  seul,  — 6",58.sin.  3(ô' — '/). 

Si ,  dans  l'expression  de  Q"  du  n°  22 ,  on  substitue  d'abord  pour  g , 
sa  valeur  relative  à  l'abside  du  troisième  satellite,  et  qui  est  égale 

à  29009^8;  si  l'on  y  substitue  encore  pour  p,  sa  valeur  relative 

à  cette  valeur  de  g,  et  si  l'on   observe  qu'ici 

— .  2J1"  =  1 709^05  ; 

l'inégalité  Q".sin.(nt — o.iit-\-i — 2.1  -\-gt-\-Y')  du  n°  22  deviendra 

_-95",i8.sin.(G  —  26'  +  ^"). 

ô —  23'  est  égal  à  200°+ G' — 2G",  ce  qui  change  l'inégalité  pré- 
cédente dans  celle-ci , 

95",i8.sin.(G'  —  26"  + <ar"). 

En  substituant  dans   Q",  pour  g-,  la  valeur  relative  à  l'abside  du 

/  '  7  " 

quatrième  satellite,  et  pour  p-,  y- ,   les  valeurs  dépendantes    de 
cette  valeur  de  g,  et  en  observant,  de  plus,  qu'ici 

—  2/zm  =  9265",56  ; 

la  même  inégalité  devient 

45",58.sin.(6'  —  2G"  +  <ar"') 


L'inégalité  du  n°  22  , 


\  K  \      4am      4am  /  ' 


sm.(Mt  +  E—I) 
devient, 
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devient,  en   y  substituant  pour  m,  m',  ni  et  k,  leurs  valeurs, 

—  i47",43  •  sin.  V. 
L'inégalité  du  n°  22, 
i5.M.h" 


4,1" 


.sin.  {rit  — . zMt 4- s  —  2E  +gt  -f-  T ) 


produit,  à  cause  de  la  double  excentricité  du  troisième  satellite  , 
les  deux  inégalités  suivantes  : 

+  5",29.sin.(67  —  an  +  ^r") 
+  2",54.sin.(Ô"  — 2n  +  <3rw). 

Il  nous  reste  à  considérer  l'équation  de  la  libration  du  troisième 
satellite;  mais  il  résulte  du  n°  29,  que  cette  équation  n'est  pas 
un  dixième  de  celles  du  second  et  du  premier  satellite,  et  celles-ci 
n'ayant  pu  encore  être  remarquées,  il  en  résulte  que  celle  du  troi- 
sième est  tout-à-fait  insensible.  En  réunissant  donc  toutes  les  iné- 
galités du  troisième  satellite  ;  on  aura  pour  l'expression  de  sa  lon- 
gitude dans  ses  éclipses  où  l'on  peut  supposer  2n  =  2Ô", 

^  =  ôff  +  .i7o3ff,76,sin.      (S"  —  *r") 
+    754",27.sin.     (6"_^ro) 

—  8o8",20.sin.     (fl'—   ô") 

—  n",84.  sin.  2.(0'—    G") 

—  6",58.  sin.  3.(0'—    6") 

—  45",22.sin.  (ô"  —  ôw) 
+  ï54",47.sin.2.(6"—  6W) 
+  io",86. sin.  3.(0"—  Gw) 
4-  2",53.sin.4.(G"—  6'") 

+      95",i8.sin.     (6'  —  2Ô"  +  <sr') 
H-     43",58.sin.     (ô'  —  a^  +  w") 

—  i47",42-sin.  V. 

Le  troisième  satellite  présente  dans  ses  mouvemens ,  des  varia- 
Mécan.  cél.  Tome  IV,  V 
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tions  singulières  qui  dépendent  de  la  double  équation  du  centre, 
que  renferme  sa  théorie.  Pour  les  expliquer ,  Wargentin  eut 
recoursà  deux  équations  particulières  dont  les  périodes  dans  les 
éclipses,  sont  de  douze  ans  et  demi  et  de  quatorze  ans,  et  qui  sont 
en  elles-mêmes  deux  équations  du  centre ,  rapportées  à  des  ab- 
sides mues  avec  différentes  vitesses  -,  mais  les  observations  l'ayant 
forcé  de  les  abandonner,  il  leur  a  substitué  une  excentricité  va- 
riable. La  première  hypothèse  de  ce  savant  astronome  était , 
comme  on  vient  de  le  voir,  conforme  à  la  nature  ;  mais  il  s'était 
trompé  sur  la  période  et  la  grandeur  de  ces  équations,  parcequ'il 
ignorait  que  l'une  d'elles  se  rapporte  à  l'abside  du  quatrième  sa- 
tellite. On  a  par  ce  qui  précède, 

ctff"  =  343°, 82067    +  /.29i64",43  ; 
*&'"  =  20o°,38o55i  -f- 1.  811 3", 7 35. 

En  comparant  ces  deux  expressions,  on  voit  que  les  deux  peri- 
joves  du  troisième  et  du  quatrième  satellite  coïncidaient  en  1682, 
et  alors  le  coefficient  de  l'équation  du  centre  était  égal  à  la 
somme  des  coefficiens  des  deux  équations  partielles ,  c'est-à-dire  , 
à  2458",o3.  En  1777,  le  perijove  du  troisième  satellite  était  plus 
avancé  de  200°,  que  celui  du  quatrième,  et  alors  le  coefficient  de 
l'équation  du  centre  était  égal  à  la  différence  des  coefficiens  des 
deux  équations  partielles ,  ou  à  g49",49"  Ces  résultats  sont  entiè- 
rement  conformes  aux  observations. 

Considérons  présentement  le  mouvement  du  satellite  en  latitude. 
La  partie 

(  1  —  X").Q'.sin.(v"  +  pt-{-  A) 

de  l'expression  de  s"  du  n°  10  devient,  en  y  substituant  pour  X", 
6',  p  et  A ,  leurs  valeurs, 

3%342i3.sin.  (v"-\-  5i°,5787  —  1. 153",8). 

Le  terme  1°.  sin.  (v"  -}-pt-\-  A),  qui,  par  le  même  n°,  entre  dans 
l'expression  de  s",  et  qui  est  relatif  à  l'inclinaison  propre  de  l'orbite 
du  troisième  satellite,  est  par  le  n°  précédent, 
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—  2283ff,9.sin.(^  +  2o8%3a568+/.2822o",85). 

Si  l'on  substitue  dans  le  même  terme,  pour  p  et.  A  ,  leurs  valeurs, 
relatives  à  l'inclinaison  propre  de  l'orbe  du  quatrième  satellite  ; 
il  devient  par  le  n°  précédent, 

— 277i",6.-p-.sin.  O"  +  85^2986  +  t.7528\oi  )j 

or  on  a  dans  ce  cas,  par  le  cliap.  IX, 

l" 

■™-  =  O,  124862  J 

le  ferme  précédent  devient  ainsi, 

—  346^0,7.  sin.(^-f-830,2986.,4-.f).7528ff,oi). 

Le  terme  F.sin.  (v"-\-pt-\~  A)  devient  encore,  en  y  substituant 
pour  p  et  A ,  leurs  valeurs  relatives  à  l'inclinaison  propre  de  l'orbe 
du  second  satellite. 

—  5i52",2.y.sin.(p"  +  3o3°,76542-f-*.I337i5'',77)      " 

on  a  dans  ce  cas,  par  le  chap.  IX, 

F 

y  =  —  o,o34253  j 

le  terme  précédent  devient  ainsi, 

i76ff,48.sin.(<2/  +  5o3°,76542-f£.i337i5",77). 

4 

Le  seul  terme  sensible  de  s',  parmi  ceux  que  nous  avons  donnés 
à  la  fin  du  n°  23 ,  est  celui-ci  : 

—  0,00061925.(2/  —  /").sin,  (v"--—2U — pt —  A) 

en  y  substituant   pour  U — l",  p  et  A,  les   valeurs    relatives   à 
l'équateur  de  Jupiter,  il  devient 

2o",7o.sin.  (v"  —  2U—  5i%3787-f*.i55",8). 

V  2 
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Si  l'on  y  substitue  encore  pour  l",  p  et  A  ,  leurs  valeurs  relatives 
à  l'inclinaison  propre  de  l'orbe  du  troisième  satellite,  et  si  l'on 
considère  qu'alors  L'=.o,  on  aura 

—  i",42.sin.(i-"  — 2Z7— 2o8%52562  — /.2822o",85)-, 

en  rassemblant  tous  ces  termes  de  la  latitude,  on  aura  dans  les 
éclipses  ou    2^=2/  à  fort  peu-près, 

û"  =  5%54oo6   .sih'.  ('</.+    5x°  3787    —  t.        i53",8) 

—  2282";5   .sin.(>"-}-2o8%32562  +  /\   28220"  85) 

—  346V>7.sin.(</+   85%2986i+/.     7528",oi) 
+    i76",48.sii].(^"  +  5o3%76542  +  /.i537i5",77). 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  troisième  satellite,  nous  re- 
prendrons la  formule  du  n°  26, 

^r.(i-x).)       x    c . _ 

Dans  cette  formule,  T  est  la  demi-durée  mojenne  des  éclipses 
du  satellite  dans  ses  nœuds  :  Delambre  a  trouvé  cette  demi-durée, 
depuis  l'invention  des  lunettes  acromatiques,  égale  à  7419"-  Nous 
supposerons  donc  à  T  cette  valeur  :  ê  est  le  moyen  mouvement 
synodique  du  satellite,  pendant  le  temps  T,  et  l'on  a  C  =  4I4I°"' 
La  valeur  de  p'  est  ici  0,072256 ;  la  valeur   de  Xest  par  le  n°  26, 

à  très-peu-près  égale  à—  -r,  et  parconséquent,  en  ne  considérant 

que  les  plus  grands  termes  de  v" ,  on  a 

X=  0,00268457.008.(6"  —  <&") 

H-  O,  00  I  I  8848  .  COS .  (  6"  —  rtf") 

—  o, 00 126952.  COS.  (ô' 6"). 

On  a  vu  encore  dans  le  n°  2.6,  que  la  valeur  de  T  doit  être 
multipliée  par  le  facteur 
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ce  facteur  devient  ainsi 

—  0,00009871  .sin.  V. 

Nommons  £  la  valeur  de  - — J      - ,  on  aura 

£z=o,86485o.sin.O"+    5i%3787    — /.        r55",8) 

—  0,059101  .sin.(  c"  +  208% 5a562  -f-  t.  28220", 85) 

—  o  008961. sin. 0"-f-    83%2986i+/.      752S",io) 
-f-  o, 004570 . sin.  (  if  -J-  5o3°, 76542  4-  / .  1 557 1 5", 77  ). 

Cela  posé,  on    aura 

t  =  —  5i7«,4.^±74i9*.(i— X—  o,ooo3987i.sm.r).V/i+^- ~- 

Il  est  facile  d'en  conclure  les  instans  de  l'immersion  et  de  l'éiuer- 
sion  :  la  durée  entière  de  l'éclipsé  sera 


i4838\(i—  X  —  0,00039871. sin.  V). lAi-f-X— £\ 
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CHAPITRE    XIII. 

Théorie  du  second  Satellite. 

32.  JLiA  discussion  des  éclipses  de  ce  satellite  adonné  son  mou- 
vement séculaire  ,  par  rapport  à  l'équinoxe  du  printemps  terrestre , 
égal  à 

4n4I25%8i2765j 

et  sa  longitude  moyenne,   à  l'époque  de  iy5o,  égale  à 

i46°,4895i. 
Soit  donc 

ô'=  i46%48o,3i -M.4n4i%258i2765. 

Les  diverses  équations  du  centre  du  satellite  sont  comprises  dans 
le  terme 

—  2#.sin.(7z'2  +  s'—  gt  —  T). 

Les  valeurs  de  h  et  de  h',  relatives  aux  deux  premières  valeurs  deg-, 
ont  paru  insensibles  à  Delambre,  malgré  les  tentatives  qu'il  a  faites 
pour  les  reconnaître  ;  les  orbes  du  premier  et  du  second  satellite 
ne  paraissent  donc  point  avoir  d'excentricité  propre  sensible,  seu- 
lement ils  participent  des  excentricités  des  orbes  du  troisième  et 
du  quatrième  satellite.  On  a  par  le  cbap.  IX,  relativement  à  la 
troisième  valeur  de  g ,  l'excentricité  propre  de  l'orbe  du  troi- 
sième satellite, 

h'  =  o,  2 1 52920 .  h"  ; 

or  on  a  par  le  n°  précédent , 
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—  2h"  =  i709",o5; 

ainsi  l'équation  du  centre  du  second  satellite ,  relative  à  cette 
valeur  de  g ,   est 

367ff,95.sin.(0'— V). 
On  a  relativement  à  la  quatrième  valeur  de  g, 

7ï  =  o,oi7355o.h'"; 
mais  on  a  par  le  n°  oo, 

—  2hm  =  9265",56; 

l'équation  du  centre  du  second  satellite  ,  relative  à  cette  valeur 
de  g,  est  donc 

i6o",62.sin.(Ô'  —  <arro). 

Si  l'on  substitue  pour  m,  m"  et  in",  leurs  valeurs  précédentes, 
dans  l'expression  de  JV  du  n°  215  et  si  l'on  considère  que  le 
théorème  des  époques  donne 

0  —  6' =  200*  +  20' —  2Ô"j 
on  aura 

eJV=—  i65ff,29  sin.  (6'  —  fl") 
+  ii92o",67.sin.2.(8'  —  ô") 
H-  6o',g6.sin.5.(G'  —  ô") 
+  4",83.  sin.  4.(0'    —    G") 

+  4^66.  sin.  5.(0'    —    6") 

-f-         5", 66.  sin.  6.(0'    —    G") 
—         5",28.sin.     (G'   —    Gw) 
'*      +         4">62.sin.2.(G'   —    G'") 
-f.         o",59.sin.     (afl'  — 2n). 

Il  faut  réunir  à  ces  termes,  l'inégalité  du  n°  z5,  69",  7  8.  sin.  (2  9— 28'), 
ou 

69",78.sin.(4G'  — 49"). 
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Les  valeurs  de  Q'  relatives  aux  diverses  valeurs  de  g  sont 

Q'=  i,  654695.  h-, 
Q'=  2, 488106.  h'; 
Q'  —  —  0,662615.  h"; 
Q'  =  —  o,o55o55.h'". 

De  là  il  suit  que  l'excentricité  propre  du  premier  satellite  est 
plus  sensible  dans  les  éclipses  du  second  que  dans  celles  du  pre- 
mier-, car  l'équation  du  centre  du  premier  est  — 27z.sin.(6 — nr)  , 
et  quoique  le  coefficient  2J1  soit  plus  grand  que  la  valeur  de  Q' 
qui  lui  est  relative,  cependant  le  mouvement  du  second  satellite 
étant  deux  fois  moins  rapide  que  celui  du  premier ,  l'inégalité 
dépendante  de  Q'  produit  en  temps,  une  plus  grande  variation  dans 
les  éclipses  du  second  satellite,  que  l'équation  du  centre  du  pre-. 
mier,  dans  ses  éclipses.  Il  est  encore  curieux  de  remarquer  que 
l'équation  du  centre  du  second  satellite  serait  plus  sensible  par 
l'inégalité  dépendante  de  Q'  que  par  elle-même-,  puisque  son  coef- 
ficient est  2J1',  tandis  que  celui  de  l'inégalité  dépendante  de  Q', 
est  2,488106.//. 

On  a  par  ce  qui  précède, 

—  2J1"  =  i70c/,o5j 
— ■27zw=9265",56j 

les  deux   inégalités  dépendantes  de  Q'  et  relatives  à  h"  et  hm3 
seront  donc 

566',22.sin.(6  —  zV  +  vr') 

+  254",97  •  sin.  (6'—  29'+  <&"). 

L'inégalité  du  n°  22, 

<JV  =— 74",q8  .    1 2 . . —  (  .sm.(Mt+E—J) 

(  \      4am     4am  / } 

devient,  en  y  substituant  pour  m,  m'  et  m",  leurs  valeurs; 

«JV 
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JV  =  —  1 1  i",34.sin.  V. 

les  autres  inégalités  du  même  n°  sont  insensibles.  Enfin,  le  coef- 
ficient de  l'équation  de  la  libration ,  relative  au  second  satellite 
est,  par  le  n°  29, 

—  0,889902.  P, 

P  étant  le  coefficient  de  la  même  équation  relative  au  premier; 
d'où  il  suit  que  cette  inégalité  doit  être  la  plus  sensible  dans  le 
mouvement  du  second  satellite  ;  cependant  les  observations  ne 
l'ont  point  fait  reconnaître. 

En  réunissant  toutes  ces  inégalités ,  on  aura  dans  les  éclipses 
du  second  satellite, 


2/  =  Ô'-f- 

367",95.sin.     (?  —  «*') 

+ 

i6o",62.sin.      (fl'— <sr") 



i63",29.sin.     (S'  — G") 

+  1 1920^,67.  sin.  2.  (9'—  G") 

+ 

6o",g6.sin.3'.(ô'  —  G") 

+ 

74',6i.8in.4  (G'  — G") 

+ 

4",66.sin.5.(G'  — G") 

+ 

5">66.sin.6.(ô'  — G") 

— 

5",28.sin.     (G'  — Gw) 

+ 

4",62.sin.2.(G'— G'") 

+ 

566",22.sin.     (9—  2Ô'  +  <œp*) 

+ 

254ff,97.sin.      (6'_2G''^-^",) 

— 

m",54.sin.  V. 

Considérons  maintenant  le  mouvement  du  second  satellite  en 
latitude.  La  partie 

(1  — X').G'.sin.(^ff-f-^  +  A) 

de  l'expression  de  s'   du  n"  10  devient,  en  y  substituant  pour 
A',  6',  p  et  A ,  leurs  valeurs, 

Mécan.  cél.  Tome  IV.  X 
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3°,4i5o7.sin.(^'+5i%3787— ■  *.253",8), 

le.terme  /'.sin,  (V-j-y^-f-  A)  ,  qui ,  par  le  même  n%  entre  dans  l'ex- 
pression de  s',  et  qui  est  relatif  à  l'inclinaison  propre  de  l'orbite 
du  second  satellite  est,  par  le  n°  3o, 

—  5i52°,2.sin.(î/  +  3o3%76542  +  *.i337i5',77). 

On  a  par  le  chap.  IX,  relativement  à  la  première  des  valeurs  de  p , 

ï '■-.;==  —  O^Ol2453./j 

mais  l'observation  n'a  point  fait  reconnaître  d'inclinaison  propre 
à  l'orbe  du  premier  satellite;  on  ne  peut  donc  y  avoir  égard. 
Relativement  à  la  troisième  valeur  de  p ,  on  a  par  le  chap.  IX, 

l' 
^=o;i64o53. 

Le  terme  2'. sin.  (2/ +  /?/-{- A)  devient,  relativement  à  cette  valeur, 

—  2283",9 .  -y .  sin.  (  v  '  +  208%  32568  +  t .  2822o",85)  ; 

on  a  donc  dans  s'  l'inégalité 

—  374",68.sin.  (z/  +  2o8%32568  +  2.28220", 85). 

ï 
La  valeur  de  -m  relative  à  la  quatrième  valeur  de  p  est 


l'  */ 

■jï=  0,02641 


Le  terme  précédent  devient  donc,    relativement  à  cette  valeur 
de  p, 

—  64*,88.sin.  (V  +  85%2g86i  +  t  .7528",oi  ). 

On  peut  négliger,  sans  erreur  sensible,  tous   les   termes  de    s' 
donnés  à  la  fin   du  n°  23 ,   à   l'exception  du  terme 

—  o,ooo3o736.(L'  —  /').sin.(ï>'— -  2V —  pt — A), 
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qui  devient ,  relativement   à    l'inclinaison   de  l'orbite  de  Jupiter 
à  son  orbite, 

ioVfo.sin.  (*>'  —  zU—. 5i°,3787  +  /.  i53*,8) , 

et  relativement  à  l'inclinaison  propre  de  l'orbe  du  second  satel- 
lite, il  devient 

—  i",58.sin.(2/  —  2Z7—  3o3%76542  —  2.  i337i5',77). 

En  rassemblant  tous  ces  termes,  on  aura  dans  les  éclipses  du 
second  satellite,  où  l'on  peut  supposer  %U  et  ail  égaux  à  zv', 

£  — 3%4i4o2.sin.(i/.-f-   5i°,3787    — .'{.       i53",8) 

—  5i5o",6  .sin.(2/-f- 3o3°,76542  -f- 1. i337i5",77) 

—  374",68.sin. 0'-f-2o8% 32568 +  £.  2822o",85) 

—  64",88.sin.(^'+   83%2986i+/.     7528",oi). 

Pour  avoir  la  durée  des  éclipses  du  second  satellite,  nous  re- 
prendrons la  formule  du  n°  26, 

(     t    -l.  n  *'    ds' 
'    (*l/^(i+i.A:+Ci.+^).7);(i+ix-.Ci+/).0( 

Dans  cette  formule,  T  est  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses 
du  satellite  dans  ses  nœuds,  ou  lorsque  s'  est  nul.  Delambre  a 
trouvé  cette  demi-durée,  depuis  l'invention  des  lunettes  acroma- 
tiques,  égale  à  5g75",7  ;  nous  supposerons  donc  à  T  cette  valeur; 
6  est  le  mojen  mouvement  sjnodique  du  satellite  pendant  le 
temps  T,  et  l'on  trouve  €  =  67254",2.  La  valeur  de  p'  est  ici 
o,o7i8862.  La  valeur  de  Xest,  par  le  n°  26,  à  très-peu-près  égale 

à  -rr ,   et  parconséquent,  en  ne  considérant  que  les  plus  grands 

termes  de  v\  dans  lesquels  l'argument  diffère  peu  de  0' 

X=  o,ooo57797.sin.      (G'  —  <&') 

+  o,oi87249  .sin. 2.(0' — 6"). 

X2 
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On  peut  négliger  sans  erreur  sensible,  pour  ce  satellite   et  pour 

le  premier,  le  facteur 

qui,    par  le  n°  26,  doit  multiplier  la  valeur  de  T.  Nommons  £ 
la  valeur  de  (i-f-p').-g-;  nous  aurons 

£=0,507629  .sin.(*/+   5i°,3787    —  t.       i53".8) 

—  0,076569   .siu.(i>'-{-3o50, 76542  -\-t-  i337i5",77) 

—  0,005571    .sin.(p'  + 208% 32562  +  /.   28220ff;>85) 

—  0,00092 14.  sin.(V+  83°;2587i+f.     7528",oi)- 

Cela  posé ,  on  aura 


?  =  -63iff,29^.^±  5975^7. (i-X).vAI+X-e 
La  durée  entière  de  l'éclipsé  sera 


n95i«',4.(i-X).V^i.-f-X-.Ç" 
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CHAPITRE    XI  Y. 

T/iéorie  du  -premier  Satellite. 

33.  JuA  discussion  des  éclipses  de  ce  satellite  a  donné  son 
mouvement  séculaire  par  rapport  à  l'équinoxe  du  printemps , 
égal  à 

8258261°, 65o35 , 

et  sa  longitude  mojenne  à  l'époque  de  iy5o,  égale  à 

i6';68og3. 
Soit  donc 

G'  =  i6%68o93  -f-  /  .82582%6i63o35 

les  diverses  équations  du  centre  du  satellite  sont  comprises  dans  le 
terme 

—  2/z.sin.  (nt -\- e — gt —  T); 

et  l'on  a  vu  dans  le  n°  précédent,  qu'il  suffit  ici  de  considérer 
la  troisième  et  la  quatrième  valeur  de  g.  On  a  par  le  chap.  IX  ^ 
relativement  à  la  troisième, 

h  =  o,0238ii.^ffj 

or  on  a  par  ce  qui  précède  y 

—  zh"  =  ijog",o5; 

l'équation  du  centre  du  premier  satellite ,  relative  à  cette  valemr 
de  g ,  est  donc 

4o",6g .  sin .  (  v  —  m"  ) . 

On  a  relativement  à  la  quatrième  valeur  de  g, 

h  =  0,0020622 .  îï"  ? 
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et   par  ce  qui   précède, 

—  2h"  =  $265", 56; 

l'équation  du  centre  du  premier  satellite  relative  à  cette  valeur 

de  z.  est  donc 

19  ,11  .sm.(f — <ar  ). 

Si  l'on  substitue  dans  l'expression  de  ^  du  n°  21,  au  lieu  de  m' 
et  m",  leurs  valeurs,  et  si  l'on  néglige  les  termes  dépendans  de  m; 
si  l'on  considère,  de  plus,   que  le  théorème  des  époques  donne 

28  —  26"  =  200°  +  39  —  56'  ; 
on  aura 

JV  =  —     43",56.sin.      (6  —  0'; 

—    ic/,4i.cos.f.(ô  —  r 

+  5o5o",5g.sin.  2.(8  —  6'; 
4-  o",07.sin.3.(9  — 6'; 
+  3",76.sin.4.(8  — 6'; 
+        i",58.sin.5.(8  — 6'; 

Les  valeurs  de  Ç  relatives  aux  diverses  valeurs  de  g ,  sont 

Ç  =  —  2,690499.72  ; 
Ç=  i,397758.A'; 
Ç  =  0,208780.;/; 
Q=       0,016482.7/'". 

Il  est  encore  remarquable  que  l'excentricité  de  l'orbite  du  pre- 
mier satellite  serait  plus  sensible  par  l'inégalité  dépendante  de 
Q ,  que  par  elle  -  même.  En  substituant  pour  h" ,  sa  valeur 
—  |.i709",o5,  et  pour  h'",  sa  valeur — |.9265",56  ;  on  aura  les 
deux  inégalités , 

—  i78",4i.8in.  (8  —  26'  +  ^") 

—  76",56.sin.  (6  —  28'  +  ^'")  3 

l'inégalité  dépendante  de  V,  du  n°  22,  ne  s'élevant  pas  à  3"  de 
degré ,  on  peut  la  négliger  ici. 

En  réunissant  toutes  ces  inégalités,  on   aura  dans  les  éclipses 
où  l'on  peut  supposer  2n  =  2t', 
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v  —  <sr") 
v  —  vr") 

6-6') 
6-6') 
9-6') 
9  —  6') 
9  —  6') 

G  _  2#  +  <  ) 
9  ■ —  aG'  -f-^r'"). 
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p  =  6  +     4°">6g  •  s"1- 

~f-      19",  1 1  .sin. 

—  45",56.sin. 

—  i9",4i.cos.f. 
-f-  5o5o",5g.sin.2. 
+  5",76.sin.4. 
+        i",58.sin.5. 

—  i78",4i  .sin. 

—  76",  56.  sin. 

Considérons  maintenant  le  mouvement  du  premier  satellite  en 
latitude.  La  partie 

(1  —  À).6'.sin.(>+^-|-  A) 

de  l'expression  de  s  du  n°  10  devient,  en  y  substituant  pour  X , 
6',  p  et  A  leurs  valeurs 

5°,45520 .sin.  (V  +  5i°,5j8j  —  1. i55",8). 

Le  terme  /.sin.  (y -}-/?£-}- A),  qui,  par  le  même  n°,  entre. dans 
l'expression  de  s,  et  qui  est  relatif  à  l'inclinaison  propre  de  l'orbe 
du  premier  satellite ,  a  paru  jusqu'à  présent  insensible.  On  a 
relativement  à  la  seconde  et  à  la  troisième  valeur  de  p,  par  le 
cbap.  IX, 

/  =  0,020794. 1';     /  =  o,on  i65./". 

Le  terme  l.sin.(v-\-pt-\-  A)  devient  donc,  relativement  à  ces 
valeurs , 

—  io5",o4.sin.  0-f-3o5%76542  +  /.  i55ji5";7j  ) 

—  25",4g.sin.  (2; -f- 2o8%52568  +  *.   2822o",85)-, 

relativement  aux  autres  valeurs  de  p ,  ce  terme  est  insensible 
dans  les  éclipses.  On  peut  encore  négliger  sans  erreur  sensible, 
tous  les  termes  de  5  donnés  à  la  fin  du  n°  23.  Nous  conserve- 
rons cependant  le  terme 

—  o,oooi55i2.(Z/  —  /).sin.(V  —  iTJ — pi  —  A) 

qui  devient,  relativement  à  l'inclinaison  de  l'équateur  de  Jupiter 
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à  son  orbite, 

5",26.sm.(v  —  3U—5i°,5787-i-t.i55"}8). 

En  réunissant  tous  ces  termes,  on  aura  dans  les  éclipses  où  l'on 
peut  supposer  2U=2^, 

<s  =  5%43267.sin.(^+   5i0,5787    — /.       i55",8) 
■ —  io5",o4.sin.(v  +  3o5%76542  -\-t.  i35rji5",,j'j) 
—   25",49.sin.(f  +  2o8%52568  +  /.  2822o",85). 

Pour  avoir  la   durée  des  éclipses    du  premier    satellite ,   nous 
reprendrons  la  formule  du  n°  26, 

i=J'.(i_X).{-Ci+P')-^±|/'(1+lA-+(1  +  p')-9.(1+^-(1+p')-0 

Dans  cette  formule ,  T  est  la  demi-durée  moyenne  des  éclipses 
du  satellite  dans  ses  nœuds.  Delambre  a  trouvé  cette  demi-durée, 
depuis  l'invention  des  lunettes  acromatiques,  égale  à  47I^"«  Nous 
supposerons  donp  à  T  cette  valeur.  €  est  le  mojen  mouvement 
sjnodique  du  satellite,  pendant  le  temps  T,  et  l'on  trouve 
£=io65i6".  La  valeur  de  p'  est  ici  0,0716667.  La  valeur   de  X 

est,  par  le  n°  26,    à  très-peu-près  égale   à  ■—,-,  et  parconséquenr, 

en  ne  considérant  que  le  plus  grand  terme  de  v ,  on  a  à  fort 
peu-près, 

X=  0,0079554 .  cos.  2  (9 — G'). 

Nommons  £  la  valeur  de  (i-j-p').^;  nous  aurons 

£;=  p,345364.. sin.( v -f-  5i°,5787   — /.        i55".,8) 

—  0,001057. sin.(^  +  5o5°;,76542H-ï.  i337i5",77) 

—  0,000256 . sin.  ( v -j- 208% 02567 -f- 1 .   2822o",85). 

Cela  posé  ,   on  aura 


/==-788',55.^±47^"-(ï--X)-VA^H-^-C^ 
et  la  durée  entière  de  l'éclipsé  sera 


94a&J(i-X):V~i-hX~Ç. 

CHAPITRE 


SECONDE  PARTIE,  LIVRE  VIIL        169 

CHAPITRE     XV. 

De  la  durée  des  éclipses  des  Satellites. 

34.  JMous  avons  donné  à  la  fin  du  n°  26 ,  l'expression  du  sinus 
de  l'angle  décrit  par  cliaque  satellite,  pendant  la  demi-durée  de 
ses  éclipses,  en  supposant  que  le  satellite  s'éclipse  au  moment 
où  son  centre  pénètre  dans  l'ombre  de  la  planète.  Cet  angle  di- 
visé par  la  circonférence  et  multiplié  par  la  durée  de  la  révolu- 
tion synodique  du  satellite  ,  donnera  cette  demi-durée  ;  et  en  la 
comparant  à  la  demi-durée  observée,  on  aura  l'erreur  de  la  sup- 
position précédente  et  des  autres  élémens  qui  entrent  dans  ce 
calcul.  Reprenons  les  expressions  citées , 


(i+p).g    K      (1-*)    «"'!_ 


a 


(a  (1— A)     aï 


i 


(i-j-p).R'  étant  par  le  n°  26,  le  demi-diamètre  de  l'équateur  de 
Jupter  ;  on  a  par  le  n°  20, 

(i+P).R' J.i3o",75o4. 

?        "~    153o",864   ' 

or  on  a  par  le  même  n",  am  —  25,435c)0  :  cette  valeur  de  awaété 
conclue  de  l'équation  précédente,  en  prenant  (i-f-p).iî'  pour 
l'unité  ;   on  a  donc 

w  •**       — —    1    5 

a 
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on  aura  parconséquent 

d"  '    a~a> 

la  valeur  de  «  étant  celle  que  nous  avons  donné  dans  le  n°  20. 
On  a  ensuite  par  le  n°  26, 

X  — R ' 

R  étant  le  demi-diamèfre  du  soleil  vu  de  Jupiter.  Son  demi-dia- 
mètre   vu  de  la  moyenne  distance    du  soleil  à  la  terre,  est  de 

5956";  il  est  donc,  vu  de  Jupiter,  égal  à  -757--»  D'  étant  la  dis- 
tance moyenne  de  Jupiter  au  soleil ,  celle  de  la  terre  étant  prise 
pour  unité.  On  a  par  le  11°  20,  2  .(i-\-  p~)  .R'^zizo^Sjo^;  on  a  donc 

X  =  — 5$W' =  °> I  o5469- 

On  a  de  plus, 

(l-f-p).H'     a'"  (l-f-p).fl'  ,        •  r,   rr         ,  /e9Q 

^d^ 'D*  D' =  s  •8111.120,5704=0,0000945387. 

De  là  on  tire 

(l  +f)  .R'      {1—  h)  Q        O    ~ 

v       „/ —  .  - .  =  0,00080182a. 

a  A 

Les  quatre  équations  précédentes  deviennent  ainsi 
0,000801823  5=  sin.  q  5 

-7  —  0,000801823  =  sin.  </; 
a  ' 

■^r —  0,000801823  =  sin.  q*; 
—  0,000801825  =  sin.  if. 


a 
1 

w 

a 


En  substituant  pour  a,  a,  a",  a",  leurs  valeurs  trouvées  dans  le 

e°  20 ,  on  aura 

q-=.  1  i°,i78o  \. 

q'=  6°,9846; 
q"=  4°,55443 
qm=    2%4524.; 
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ce  qui  donne  pour  les  demi-durées  des  éclipses ,  les   valeurs  sui- 
rantes  : 

I.  sat.    4945",87  > 

IL  sat.     62o5",g5; 

III.  sat.     78oi%3o-, 

IV.  sat.  i02ji,",64. 

Les  demi-durées  observées  sont  par  ce  qui  précède 

I.  sat.  47 x  3"; 

IL  sat.  5976*5 

III.  sat.  74I9*î 

IV.  sat.  9890*. 

Elles  sont  toutes  plus  petites  que  les  demi-durées  calculées,  et  cela 
doit  être  ,  à  raison  de  l'étendue  des  disques  des  satellites.  Quoique 
très-petits,  ils  sont  cependant  sensibles,  vus  du  centre  de  Ju- 
piter-, un  satellite  ne  disparaît  donc  pas  au  moment  de  l'entrée 
de  son  centre  dans  l'ombre  de  Jupiter,  et  la  demi-durée  de  son 
éclipse  est  diminuée  de  tout  le  temps  qu'il  met  à  disparaître 
après  cet  instant.  Elle  peut  encore  être  diminuée  par  la  réfrac- 
tion de  la  lumière  solaire  dans  l'atmosphère  de  Jupiter  ;  mais 
elle  est  augmentée  par  la  pénombre.  Ces  causes  diverses  ne  suf- 
fisent pas  pour  expliquer  la  différence  entre  les  demi-durées  obser- 
vées et  les  demi-durées  calculées.  Considérons  le  premier  satel- 
lite ,  relativement  auquel  les  effets  de  la  pénombre  et  de  la  lumière 
réfractée  par  l'atmosphère  de  Jupiter  sont  très- peu  sensibles. 
Pour  avoir  la  largeur  de  son  disque  vu  du  centre  de  Jupiter  , 
suposons  sa  densité  la  même  que  celle  de  la  planète.  En  prenant 
pour  unité,  le  demi-diamètre  de  Jupiter  ;  le  demi-diamètre  appa- 

rent   du  satellite  vu  du   centre  de  Jupiter,   sera  égal  à— -. En 

substituant  pour  a  et  m  leurs  valeurs  précédentes,  on  a  28o9",93 
pour  ce  demi-diamètre.  Cet  angle  multiplié  par  la  durée  de 
la  révolution  synodique  du  satellite,  et  divisé  par  4°°%  donne 
i27",9i3  pour  la  diminution  de  la  demi-durée  de  l'éclipsé,  due 
à  la  grandeur   du  disque.   En   retranchant   cette  quantité ,    de 

Ya 
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4945/,870  ,  on  a  48i7",957  pour  la  demi-durée  calculée.  Cette 
demi-durée  est  plus  grande  encore  que  la  demi-durée  observée, 
et  cependant  il  y  a  lieu  de  penser  que  le  satellite  disparaît 
avant  que  d'être  totalement  plongé  dans  l'ombre-,  il  paraît  donc 
qu'il  faut  diminuer  d'un  5oUme  au  moins,  le  diamètre  de  Jupiter, 
supposé  de    i2o",5yo4,   et  le  réduire  à  118". 

Si  l'on  calcule  de  la  même  manière,  les  disques  des  satellites 
vus  du  centre  du  Jupiter  ,  et  le  temps  qu'ils  emploient  à  péné- 
trer perpendiculairement  dans  l'ombre;  on  trouve  les  résultats 
suivans  : 

Disrrues  des  satellites  vus  du  centre  de  Jupiter,  Temps  de  leur  entrée 

dens  leurs  distances  moyennes  dans  l'ombre. 

J.  sat.  56i9",86. 255",826; 

IL  sat.  4oo7",3o 556",o55  ; 

III.  sat.  39,25"  44 702",gi4  -, 

IV.  sat.  i749'>4 732",567. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  les  temps  de  l'entrée  et  de  la 
sortie  des  satellites  et  de  leurs  ombres  sur  le  disque  de  Jupiter. 
En  comparant  ces  temps  ,  à  ceux  que  l'on  observe  ;  au  aura  les 
densités  des  satellites  de  Jupiter ,  lorsque  leurs  masses  seront 
bien  connues.  L'observation  des  éclipses  de  Jupiter  par  ses  sa- 
tellites peut,  en  général,  répandre  beaucoup  de  lumières  sur 
leurs  théories  :  on  peut  presque  toujours  en  observer  le  commen- 
cement et  la  fin;  et  cette  observation  pouvant  être  à-la- fois  re- 
lative aux  satellites  et  à  leurs  ombres,  elle  équivaut  réellement 
à  quatre  observations  ,  tandis  que  le  plus  souvent  on  ne  peut  ob- 
server que  le  commencement  ou  la  fin  des  éclipses  des  satellites. 
Ce  genre  d'observations ,  beaucoup  trop  négligé  par  les  astro- 
nomes, me  paraît  donc  mériter  toute  leur  attention. 
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CHAPITRE    XYI. 

Des  satellites  de  Saturne. 

35.  J_j  A  théorie  des  satellites  de  Saturne  est  très-imparfaite  ï 
parceque  nous  manquons  d'observations  suffisantes  pour  en  dé- 
terminer les  élémens.  L'impossibilité  où  l'on  a  été  jusqu'ici, 
d'observer  leurs  éclipses,  et  la  difficulté  de  mesurer  leurs  élon- 
gations  à  Saturne ,  n'ont  permis  de  connaître  encore  avec  quelque 
précision,  que  les  durées  de  leurs  révolutions  et  leurs  distances 
moyennes.  Il  reste  même  sur  ce  dernier  point ,  une  incertitude  qui 
rend  un  peu  douteuse ,  la  valeur  qui  en  résulte  pour  la  masse  de 
cette  planète.  Ignorant  donc  l'ellipticité  des  orbites  de  tous  ces 
corps ,  il  est  impossible  de  donner  la  théorie  des  perturbations 
qu'ils  éprouvent;  mais  la  position  constante  de  ces  orbites  dans 
le  plan  de  l'anneau,  à  l'exception  de  la  dernière  qui  s'en  écarte 
sensiblement,  est  un  phénomène  digne  de  l'attention  des  géomètres 
et  des  astronomes.  Il  est  analogue  à  celui  dont  nous  avons  donné 
l'explication  dans  le  dernier  chapitre  du  cinquième  livre,  et  qui 
consiste  dans  la  permanence  des  anneaux  de  Saturne  dans  un 
même  plan.  Nous  avons  déjà  observé  dans  l'endroit  cité ,  que 
ces  deux  phénomènes  dépendent  d'une  même  cause  ,  savoir ,  de 
Papplatissement  de  Saturne  dont  l'action  maintient  les  anneaux 
et  les  satellites  dans  le  plan  de  son  équateur.  Mais  nous  allons 
ici  développer  la  raison  pour  laquelle  l'orbite  du  dernier  satel.- 
lite  s'écarte  de  ce  plan ,  d'une  quantité  très-sensible. 

Reprenons  l'équation  (3)  du  n°  2  , 

dds  r*     (ds     fdR\        /^\1  ' 

°—dv*^~s     ¥  •  \dy  '■-:  \dv)  ~~*  \dJJr 

Si  l'on  néglige  l'ellipticité  de  l'orbite,  on  a  M=azj  et  r=a.  De  plus, 


174  MECANIQUE    CÉLESTE, 

si  l'on  prend  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  primitive  du  satellite,  s 
est  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices  ;  en  négligeant  donc  le  carré 

de  ces  forces,  on  pourra  négliger  les  produits  de  s  et  de  -7- ,    par   ces 
forces.  L'équation  précédente  devient  ainsi, 


dds    ,         .  /dR\ 


ds  )' 

Supposons  que  cette  équation  se  rapporte  au  dernier  satellite  de 
Saturne ,  et  déterminons  la  valeur  de  R  qui  lui  est  relative.  On 
a  par  le  n°  1 ,  en  vertu  de  l'action  seule  du  soleil, 

7?  —       S_i_<      St*       â     S.{xX+yY+zZY 

Prenons  pour  axe  des  x  ,  la  ligne  menée  du  centre  de  Saturne, 
au  nœud  ascendant  de  l'orbite  primitive  du  satellite  sur  l'orbite 
de  Saturne.  Soit  A  l'inclinaison  mutuelle  de  ces  deux  orbites.  En 
nommant  X'  et  Y'  les  coordonnées  du  soleil,  rapportées  à  l'or- 
bite de  Saturne;  on  aura 

X==      X'  ; 
Y  —      Y'.cos.K; 
Z  =  —  Y' .  sin,  A. 
mais  on  a 

X'  =  D  .  cos.  U; 

Y'  =  D.  sin.  U; 

on  aura  donc,  en  ne  conservant  dans  a.f-r-j,   que   les    termes 

multipliés  par  le   sinus  et  le  cosinus  de  v,  les  seuls  dont  dépend 
le  mouvement  séculaire  de  l'orbite, 

SdR\         35.  a3       .      ; 
a  .  \—f-j  =  — jy?-  .  sm.  A  .  cos.  A  sin.  v. 

Pour  déterminer  la  partie  de  aj-^V  qui  dépend  de  la  non- 
sphéricité  de  Saturne ,  nous    observerons  que  par  le  n°   1 ,    la 
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partie  de  R  qui  lui  est  relative  est   égale   à 

Af  étant  la  masse  de  Saturne ,  et  B  son  rayon  moyen  :  nous  pren- 
drons l'un  et  l'autre  pour  unité.  Si  l'on  nomme  y  l'inclinaison 
de  l'orbite  primitive  sur  le  plan  de  l'anneau,  et  "ir  la  distance 
de  son  nœud  descendant  sur  ce  plan  à  son  nœud  ascendant  sur 
l'orbite  de  Saturne  ,  le  premier  de  ces  nœuds  étant  supposé  plus 
avancé  que  le  second,  suivant  l'ordre  des  signes;  v — "Ir  sera  la 
distance  du  satellite  au  nœud  descendant  de  son  orbite  avec  l'an- 
neau; et  l'on  trouve  facilement  que  si  l'on  néglige  le  carré  de  s, 
on  aura 

v*  =  sin1. 3/ .  sin*.  (v — "£•)  —  as.sin.j/.cos.  ^.sin.(i> — "*")> 

ce  qui  donne 

a  .  ( -7-1  = — ■— — r1^  •  sin.j/.  cos.y  .  sin. (y — "PJ. 

Il  nous  reste  à  considérer  l'action  des  anneaux  et  des  six  pre- 
miers satellites.  Si  l'on  considère  un  satellite  intérieur  dont  le 
rayon  soit  r  et  dont  m'  soit  la  masse,  son  orbite  étan-t  supposée 
dans  le  plan  de  l'anneau  ou  de  l'équateur  de  Saturne  ;  on  aura 
par  le  n°   i ,  relativement  à  ce  satellite , 

jj m' .  {xx'  -\-yy'  -\-  za')      m' 

/3  {(^-aD'-Ky-y^Çs'-z)*}*' 

Prenons  ici  pour  axe  des  x ,  l'intersection  du  plan  de  l'orbite 
primitive,  avec  celui  de  l'équateur  de  Saturne ,  ou  de  l'anneau.; 

nous  aurons 

x  =r.cos.(v  —  "P); 

y  =  r.sin.  (v — "¥)', 

z.  =  rs; 

x'  —  r'.cos.  v'; 

y'  =  ?•' .  cos.  y .  sin.  </  ; 

s'  =  / .  sin .  y ,  sin .  #'  y, 


"X 
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v'  étant  la  distance  angulaire  du  satellite  m',  au  nœud  descendant  de 

l'orbite  primitive  sur  le  plan  de  l'anneau.  Si  dansez.  (-7--  V  on  change 

r  et  r'  en  a  et  a  ;  si  l'on  rejette  les  termes  qui  ne  dépendent 
point  du  sinus  ou  du  cosinus  de-  v.  >,  et  ceux  qui  sont  multipliés 
par  s  ;  on   aura 

(dR\                                                        m'cfd . sm.y . sin.  v' 
-J-)  — — : 3- 
'            {a^-f-n'2 — zaa'  .cos. (y— "l').cos.i/ — 2aa'.cos.5/.sin.(i' — "î)  .sin.v' ji 

Supposons  a  peu  considérable  par  rapport  à  a ,  comme  cela  a 
lieu  relativement   aux  satellites  intérieurs    et  aux  divers  points 

des  anneaux  ;  on  aura,  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  —, 

/dR\  Zm'a3.a,ù-       .  .       ,  T  N 

a  .  (  —r-  )  =  — • 5  sin.T/.cos.^.sin.fy  —  "¥). 

En  considérant  donc  les  anneaux  comme  la  réunion  d'une  in- 
finité de  satellites ,  on  aura ,  en  vertu  de  leur  action  et  de  celle 
des  satellites  intérieurs  à  l'orbite  du  dernier  satellite , 

a.  (—r-  J= — ZJ.sin.^.cos.^.sin.^ —  ¥")  ; 

S  étant  ici  un  coefficient  constant  dépendant  de  la  masse  et  de 
Ja  constitution  des  anneaux  et  des  satellites  intérieurs.  Soit 

l'équation   différentielle   en  s  deviendra 

o  ==-^|-f-5+ 2K. sin. A . cos.  A . sin.p — iE! . sin. y . cos.y .sin.  (v — Sf)  ; 

d'où  l'on  tire ,  en  intégrant  et  négligeant  les  constantes  arbi- 
traires, comme  on  le  peut  ici, 

5  =zKp.  sin.  A.  cos.  A.  cos.  v  —  XV.sin.^.cos.^.cos.  (v — ¥). 

Concevons  maintenant,  parle  centre  de  Saturne,  un  plan  pas- 
sant par  les  nœuds  de  son  équateur  avec  son  orbite  ,  entre  ces 
deux  derniers  plans.  Soit  0,  l'angle  qu'il  forme  avec  le  plan  de 

cet 


SECONDE  PARTIE,  LIVRE   VIII.       i77 

cet  équateur.  Nommons  ,  de  plus,  m  l'inclinaison'  de  l'orbite  du 
satellite  à  ce  nouveau  plan,  et  T  l'arc  de  cette  orbite,  com- 
pris entre  le  nœud  ascendant  de  la  même  orbite  sur  ce  plan,  et 
son  nœud  ascendant  sur  l'orbite  de  Saturne ,  le  premier  de  ces 
nœuds  étant  supposé  moins  avancé  que  le  second ,  suivant  l'ordre 
des  signes.  Enfin,  soit  n  la  distance  du  premier  de  ces  nœuds, 
au  nœud  ascendant  de  l'équateur  de  Saturne  avec  son  orbite  , 
supposé  plus  avancé  que  le  premier  en  longitude.  Cela  posé  ,  si 
l'on  fait  varier  «r  de  £<nr ,  n  étant  supposé  constant;  il  en  résultera 
pour  s  une  valeur  égale  à  S <ar . sin.  {y -f-T).  Si  <ar  étant  supposé 
constant,  on  fait  varier  n  de  J'IT;  il  en  résultera  pour  s  une 
valeur  égale  à  «fn.sin.  &r.cos.(v-\-T);  on  aura  donc,  en  faisant 
tout  varier  à-la-fois, 

s=  JV.sin.  (î>-f-r)-f-£Tn.sin.<5r.cos.  (i>  +  T). 
En  égalant  cette  valeur  à  la  précédente  ,   on  aura 

$--zr.sw.(v+T)-\-STl.sm.&.cos.(v-\-Y)=Kv.sm.&.cos.K.co?.v — K'v.sm.y.cos.y.co$.(v—  •*")  ;  (i) 

si  l'on  ne  porte  l'approximation  que  jusqu'à  la  première  puis- 
sance de  v ,  on  a 

en  substituant  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i)  , 
cos.  (v  —  r-pr),  au  lieu  de  cos.  v,  et  cos.  {v — T  —  ■*•-{- T),  au 
lieu  de  cos.(z>  —  "^"),  et  développant  par  rapport  aux  sinus  et 
cosinus  de  v-j-Y;  la  comparaison  de  leurs  coefficiens  avec  ceux 
du  premier  membre ,   donnera  les  deux  équations 


"57 


■=.K  sin.  A.  cos.  A.  sin.  T — iC'.sin.^.cos.^.sin.^  +  r)^    | 
2-.sin.'sr==X.sin.À.cos.A.cos.r — Â'.sin.>.cos.5/.cos.(^+r).| 

Si  l'on  nomme  A  l'inclinaison  de  l'équateur  de   Saturne  à  son 
orbite  ,  les  formules  trigonométriques  donnent 

MÉcan.  cél.  Tome  IV.  Z 
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sin .  fi .  sin.  r  =  sin.  {A  —  9) .  sin.  n  ; 

sin.  À.  cos.  T  =sin.<jr.cos.(^4  —  9)+cos.<ar.sin.(^ — 9). cos.  ITj 

cos.  A.  =cos.  <sr. cos. (A — 9  )  —  sin.  <tzr.sin.  (A. —  9).  cos.  n  y 

sin.  y  sin.  (^-\-T)  =  sin.  9. sin.  n  ; 

sin.  j/.cos.  ('*'+r)  =  —  sin.'  <sr.cos.  9  -f-  cos.  tar  sin. 9. cos.  n  ;. 

cos.  y  =  cos.<ar.cos.  9  -f-  sin.  t*r.  sin.  9.  cos.  IL 
En  faisant  donc 

A. sin.  (^4  —  9).  cos.  (^4  — 9)  =  A'. sin. 9. cos. 9  > 

ce  qui  donne  pour  déterminer  9,  l'équation 

,.  K.  sin.  2.A 

tang.  23:=,.,    ,    „ "Tr 

°  A  -}-  K.cos.  2.  A7 

on  aura 

-^7  = — 7.{A.sin^^~9)  +  A\sin\9}.sin.<ra-.sin.2-II> 

Jt-t 

^■  =         {A.cos*.(^— Ô)+iT.cosa.0}.cos.<sr 

—      {A.siir\(^ — 9)-f  Ar'.sina.9}.cos..tër.cos\IT. 
Soit  donc 


q  =  i  .  {  A  +  K'—%fK*  +  2ÂA' .  cos.  2^4  +  A'2  }  5 


/?  =  !,{  A -j-A"+i/  A* -f- 2  A  A',  cos.  x4  -f-  A'3}  —  ^ 


on  aura 

d'ûr                         .                  .          _ 

-r-  =  —  Q  •  sin.  «s  .  sin.  2.U  : 

rfn 

-t-  =  p  .  cos.  <î«r  —  «7  .  cos.  m 

d'où  l'on  tire 

d'iï.cos.'m                q  .rfri.sin.2n 

sin.-i?                 p  —  g.cos.  an 

sin.  <nr 
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En  intégrant  et  regardant  p  et  q   comme  constans,   on  aura 

h  _ 

\/p  —  q .  cos.  2  n 

2;  étant  une  constante  arbitraire  ;    l'expression  précédente  de  -y- 
donnera  donc 


dv  — 


v(.P — ç. cos. 211  )  .  (p — 6a — q. cos. an) 


équation  différentielle  dont  l'intégration  dépend'  de  la  rectifi- 
cation des  sections  coniques.  On  peut  la  mettre  sous  une  forme 
plus  simple,   en  faisant 

tang.n  =  l/^.tang.n'; 

elle  devient  alors 

rTn' 


dv\ 


V¥=-t .  \/\--^ 


b\ 


q*       p*  —  q1- 


cos.  an' 


Cette  équation   donne  en  intégrant,  l'expression  de  n'  en .v.   On 
aura  ensuite  ,   par  le  n°  22  du  second  livre  , 

n  =  lT  — g.sin.2lT-f~J  .  sin.4II'— ■ ^.sin.6n'  +  etc.; 


€  étant  déterminé  par  l'équation 

c  = % 


P+Vp*  —  q* 

56.  Pour  appliquer  des  nombres  à  ces   formules  ,  il  faut  con- 
naître les  valeurs   de   K  et  de  A'.   Celle  de  A  est  facile  à  déter- 

5 
miner  •,  car  l'attraction  =-  du  soleil  sur  Saturne,  est  égale  à  la  force 

centrifuge  due  au  mouvement  de  Saturne  dans  son  orbite ,  et 
cette  force  est  égale  au  carré  de  la  vitesse,  divisé  par  le  rayon; 
en  nommant  donc  T  la  durée  de  la  révolution  sydérale  de  Sa- 
turne, et  7f  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité',  la 

force  centrifuge  sera  —,.'„,.    '■  en  l'égalant  à  — ,  on  aura 
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Si  l'on  nomme  T  la  durée  de  la  révolution  du  dernier  satellite^ 
on  aura  pareillement 

©n  aura  donc 

jr s;      S .  Cf 3        1^ 

~~~  4  "    Ds  "~~  4  '  Z"a* 
les  observations  donnent 

T  =  79*"",  0296; 

r=  10759^085 

d'où  l'on  tire 

K  =  0,00004077%. 

n  —  —  ffi 

La  valeur  de  K'  est  égale  à  >-—— - — \-~.B. Dans  cette  expression^ 

le  rayon  mojen  du  sphéroïde  de  Saturne  est  pris  pour  unité.  L'ap- 
platissement  p  de  cette  planète  est  inconnu ,  ainsi  que  la  quan- 
tité B  qui  dépend  des  masses  des  anneaux  et  des  six  premiezs 
satellites-,  il  est  donc  impossible  de  déterminer  exactement  la 
valeur  de  K' .  Mais  on  peut  déterminer  d'une  manière  appro- 
chée,  la  partie  de  cette  valeur  qui  dépend  de  l'applatissement  de 
Saturne.  Pour  cela,  nommons  fia  durée  de  la  rotation  de  Sa- 
turne ;  on  aura 

Les   observations  donnent 

/:=o''.42$;         a  =  5g,i54; 

d'où  l'on  tire 

<p  =  0,165970. 

Supposons  que  l'applatissement  de  la  terre  soit  à  la  valeur  de  ^ 
qni  lui  correspond,  comme  l'applatissement  de  Saturne  est  à  la 
Valeur  correspondante  de  <p  :  on  a  vu  dans  le  n°  4^  du  troisième 
livre,  que  cette  proportion  a  lieu  à-peu-près  pour  Jupiter,  com- 
paré à  la  terre,  <p  est  égal  à  jf  g  pour  la  terre;  en  supposant  donc 
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l'applatissement  de  cette   planète  g-fj,   conformément   aux    expé- 
riences du  pendule  ;  on  aura 

243      T* 

ainsi  en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie  de  K  dépendante  de  cette 
quantité  ,  on   aura 

On  ne   doit  pas  supposer  à  À'  une  plus  petite  valeur;  car   elle 
est  augmentée  par  l'action  des  satellites  intérieurs ,  et  de  l'anneau. 

A  étant    par  les    observations,  égal  à  53°,3333;  cette  valeur 
de  K'  donne 

fl  =  24%oo83  ; 

p-z=z  1,00^12. K;       q  =  o,o3g26.K. 

Les  observations  faites  par  Bernard  à  Marseille,  en  1787  ,  donnent 

À  =  25°, 222  ; 

y  =  1 5%5g3 ; 
d'où  j'ai  conclu 

^•=7i%354; 

<sr  =  1 6°,  9.61.  ; 

n  =  37»,789  5 
et  parconséquent 

b1  =  0,00000364457. 

On  a  ensuite  à  fort  peu-près,   par  les  formules  précédentes, 

ce  qui  donne,  en   réduisant  en  nombres  et  déterminant  la  cons- 
tante arbitraire  C  de  manière  que  n  soit  égal  à  57°,78g  en  1787, 

n  =  38%72i +/.944",8o5— 9937^7 .sin.  2  .(38%72i  +  /.944ff,8o5)  ; 

i  étant  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  1787. 

Ces  résultats    sont  subordonnés  à  l'exactitude  des  observations 
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citées,  et  surtout  au  rapport  précédent  de  K  à  K.  Ce  dernier 
élément  dépend  de  tant  d'élémens  divers  et  si  difficiles  à  con- 
naître, qu'il  est  presque  impossible  de  le  déterminer  à  priori. 
On  pourra  le  connaître  à  posteriori ,  lorsque  l'observation  aura 
donné  exactement  le  mouvement  annuel  de  l'orbite  du  satellite 
sur  l'orbite  de  Saturne.  En  effet ,  l'analyse  précédente  donne ," 
en  supposant  que  le  plan  fixe  auquel  nous  avons  rapporté  l'or- 
bite du  satellite,  est  l'orbite  même  de  Saturne,  ce  qui  change 
<nr  en\ ,   et  rend   T  nul , 

-t-=  —  K\  sin.j/.cos.j/.sin.  ^*; 

dïl  T.  "  _,,    sin .  y .  cos .  y  _ 

-7-=  A. cos. A —  A  .  J—L. ^-.cos.-*-. 

av  sui.K 

En  y  substituant  les  valeurs  précédentes  de  y  ,  "¥  et  A  ,  on  trouve 

K' 
i4o",o3 .  jr  pour   la  diminution  annuelle  de  À  en    1787;    ce   qui 

donne  —  69^,074  pour  cette  diminution ,  en  adoptant  le  rapport 
précédent  de  K'  à  K.  On  trouve  ensuite  pour  le  mouvement  annuel 
du  nœud  sur  l'orbite 

—  692%  76+1 75",27.  —  ^ 

ce  qui  donne  — 6i8',8i  pour  ce  mouvement,  dans  la  même  hy- 
pothèse. Jusqu'ici  les  observations  sont  trop  incertaines  pour 
conclure  de  leur  comparaison  avec  la  formule  précédente,  le  rap- 

K 

port  -j7  :  elles  suffisent  uniquement  à  faire  voir  que   le  nœud  de 

l'orbite  sur  l'orbite  de   la  planète,    est   effectivement  rétrograde. 

Le  rapport-^  est,  comme  on  l'a  vu,  réciproque  à  la  puissance 

cinquième  du  demi-axe  de  l'orbite  du  satellite,  ou  de  sa  distance 
moyenne  à  Saturne  ,  du  moins  en  tant  qu'il  dépend  de  l'action 
de  cette  planète.  Ainsi  pour  le  sixième  ou  avant-dernier  satel- 
lite, il   faut  multiplier  la  valeur  précédente  de-^-  par  f  „       g)  • 

K' 

pour  avoir  la  valeur  de  -^  qui  lui  est  relative.  On  aura  ainsi 
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f  =  88,754> 

ce  qui  donne 

0  =  2935",6. 

L'inclinaison  du  plan  fixe  que  nous  avons  considéré,  à  l'équa- 
teur de  Saturne,  est  donc  insensible  pour  nous;  et  comme  le 
satellite  se  meut  à  très-peu-près  sur  ce  plan  ,  si  l'arbitraire  b 
est  nulle  ou  très-petite;  on  voit  que  l'action  de  Saturne  peut 
maintenir  à  fort  peu-près  dans  un  même  plan,  l'orbite  de  l'avant- 
dernier  satellite  ,  et  à  plus  forte  raison  ,  celles  des  satellites  plus 
intérieurs,  et  des  anneaux  de  Saturne,  ce  qui  est  conforme  à 
ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  dernier  chapitre  du  livre  V. 

Cependant,  si  la  masse  du  dernier  satellite  était  un  deux-cen- 
tième de  celle  de  Saturne,  le  plan  fixe  siu*  lequel  se  meut  l'or- 
bite de  l'avant-dernier  satellite  serait  assez  incliné  au  plan  des 
anneaux,  pour  que  le  satellite  s'écartât  de  ce  dernier  plan,  d'une 
quantité  sensible.  Pour  le  faire  voir,  nous  observerons  que  le 
plan  fixe  sur  lequel  nous  concevons  l'orbite  du  satellite  ,  en  mou- 
vement ,  peut  se  déterminer  en  considérant  le  satellite  mu  jsur 
ce  plan ,  et  retenu  sur  lui  par  la  destruction  mutuelle  des  forces 
qui  tendent  à  l'en^écarter.  Reprenons,  en  effet,  l'expression  de  s, 
trouvée  précédemment, 

s  z=.  Kv  .sin.  A .  cos.Â  cos.  v  — <K'v .  sin .  y . cos.  y .  cos.  (  f  —  "$" ). 

Le  plan  fixe  sur  lequel  se  meut  l'orbite  du  dernier  satellite  étant 
incliné  de  l'angle  0  à  l'équateur  de  Saturne,  si  l'on  conçoit  l'or- 
bite du  satellite,  couchée  sur  ce  plan,  on  aura 

partant 

s  =  v.cos.v.{K.sin.(A — Q).cos.(A  —  0)  —  K' .sin.  0.cos.0}  ; 
s  sera  donc  nul,  et  le  satellite  restera  sur  le  plan  fixe ,  si  l'on  a 

if. sin.  (^4  —  9). cos.  (A  —  0)=A'.sin.0.cos.0; 

c'est,  l'équation  par  laquelle  nous  avons  déterminé  précédemment 
l'inclinaison  0  du  plan  fixe,  à  l'équateur. 
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Considérons  maintenant  l'avant-dernier  satellite,  et  supposons 
que  a ,  v ,  s ,  9,  K  et  K!  se  rapportent  à  lui,  et  que  v{  et  fS  se 
rapportent  au  dernier  satellite.  Soit  9'  l'inclinaison  à  l'équateur, 
du  plan  fixe  du  dernier  satellite,  et  concevons  que  les  deux  sa- 
tellites se  meuvent  sur  leurs  plans  fixes.  Il  est  aisé  de  voir,  par 
ce  qui  précède,  que  l'action  du  dernier  satellite  introduit  dans 
l 'expression  de  s  le  terme 

r  .P.sin.(Ô'^-9).cos.(9'  —  9).cos,ej 


ainsi  l'on  a 
*=if.cos.i-.{A'.sin.(^— 8).cos.(^—  S)-/i:'.sin.8.cos.9+|.-7^!l^l.sin.(,'—  ê).cos.(8'— 1)\. 

Le  plan  fixe  relatif  à  l'avant-dernier  satellite  sera  donc    déter- 
miné par  l'équation 

o  =  K.sm.(A— 5).cos.(^—  9)— K'.sinJ.cos.-f  i.-^-2-^.sin.  (6'— 4).cos..(3'— 0)  ; 

(a2-f-a'2)~ 

d'où  l'on  tire 


fang.  a9= 


K.sin.2A  +  <-m'a'-a'l  ,8În.ay 


K'  +  K.cos.2j+*'  -cos.a^ 

Les   observations  donnent 

A  =  53°,  533;       a  =20,295;       a' =  5,9,  i54l 
T  =  i5;our',9453  ;       X'  =  1 0759^,08  ; 

en  faisant  donc  comme  précédemment 

6' =  a4%oo83  ;     Ç=  88,754  ; 

et  observant  que 

7* 


on  aura 


*■*■  ^^  4  •  y»  > 

u.  .  a*  „  iv 

■ ~s=  13921,21  .m  .Aî 


en 
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en  supposant  m  =  ~ ,  on  trouve 

ô'  5=  IO%622. 

Cette  inclinaison  est  trop  considérable  ,  pour  avoir  échappé  aux 
observations  qui  n'ont  fait  reconnaître  aucune  déviation  sensible 
de  l 'avant-dernier  satellite,  du  plan  de  l'anneau.  On  ne  peut  donc 
pas  supposer  à  rri  une  plus  grande  valeur  ;  il  y  a  même  lieu  de 
croire  que  la  véritable  valeur  est  plus  petite  encore;  ce  qui  pa- 
raîtra bien  vraisemblable ,  si  l'on  considère  que  la  masse  du  plus 
gros  satellite  de  Jupiter  n'est  pas  un  dix-millième  de  celle  de  la 
planète,  et  que  le  dernier  satellite  de  Saturne  est  très-difficile 
à  appercevoir. 

3j.  Les  plans  fixes  auxquels  nous  rapportons  les  orbites  des  deux 
derniers  satellites  de  Saturne,  sont  analogues  à  ceux  auxquels  nous 
avons  rapporté  les  orbites  de  la  lune  et  des  satellites  de  Jupiter, 
dans  le  chapitre  II  du  livre  VII,  et  dans  le  n°  9  de  ce  livre. 
Ces  plans  passent  constamment  par  les  nœuds  de  l'équateur  et 
de  l'orbite  de  Saturne ,  entre  ces  deux  derniers  plans;  les  or- 
bites des  satellites  se  meuvent  sur  eux ,  en  y  conservant  une  in- 
clinaison à-peu-près  constante ,  et  leurs  nœuds  ont  un  mouve- 
ment rétrograde  presque  uniforme.  Mais  ces  plans  ne  sont  pas 
rigoureusement  fixes;  leur  position  varie  par  les  mouvemens  de 
l'équateur  et  de  l'orbite  de  Saturne.  Déterminons  ces  mouvemens 
et  leur  influence  sur  les  mouvemens  des  orbites  des  satellites. 

Soit  0,  l'inclinaison  de  l'équateur  de  Saturne ,  à  un  plan  fixe 
très-peu  incliné  à  l'orbite  de  cette  planète.  Soit  "t",  la  distance  de 
son  nœud  descendant  sur  ce  plan ,  à  un  axe  fixe  pris  sur  ce  même 
plan,  et  plus  avancé  que  ce  nœud,  suivant  l'ordre  des  signes. 
Soient  encore,  comme  dans  le  n°  4  du  livre  V,  A.,  B ,  C,  les 
momens  d'inertie  du  sphéroïde  de  Saturne,  par  rapport  à  ses  axes 
principaux,  et  nt  le  mouvement  angulaire  de  rotation  de  ce  sphé- 
roïde; on  aura  par  le  n°  cité, 

dt,  _(A  +  B  —  aC)    p, 

dt  zn.C  -. .   ' 

^■sin.e.^-t-^.p. 

dt  un.  C 

Mécan.  eÉL.  Tome  IV.  A  a 
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P  et  P'  sont    déterminés  par  les   équations 

P'  =  ^-.{XT'.  sin. 0,  -f-  XZ .cos. S,}. 

Dans  ces  équations  ,  L  est  la  masse  de  l'astre  attirant-,  r  est 
sa  distance  au  centre  de  Saturne  ;  X,  T ',  Z  sont  ses  trois  coor- 
données ,  les  deux  premières  étant  dans  le  plan  fixe  ,  et  l'axe 
des  X  où  l'on  fixe  l'origine  de  l'angle  '■?,  étant  dirigé  vers  le 
nœud  descendant  de  l'équateur  de  Saturne. 

Nommons  présentement  .A  l'inclinaison  de  l'orbite  de  L  au 
plan  fixe,  et  À  la  longitude  de  son  nœud  ascendant,  comptée 
du  nœud  descendant  de  l'équateur  de  Saturne.  Soient  X',  Y' ,  Z' , 
les  coordonnées  de  L  rapportées  à  l'axe  mené  du  centre  de  Sa- 
turne au  premier  de  ces  nœuds,  et  à  deux  autres  axes  perpen- 
diculaires à  celui-ci,  l'un  dans  le  plan  fixe,  et  l'autre  perpen- 
diculaire à  ce  plan.  En  nommant  v  la  dislance  angulaire  de 
l'astre  L  à  son  nœud  ascendant ,  on  aura 

X'  =  7-. cos.  p; 

_F"'  =  7\cos.  A.sin.  v  j 

2'  =  7-.  sin.  À. sin.  i>  ; 


On  aura  ensuite 


X  =  X' .  cos.  A  —  I  ' .  sin.  A  5 


T~=  X' .  sin.  A  -j-  1  ' .  cos.  A  ; 
Z  =  Z'. 

Partant , 

X=r.cos.  A.cos./^  —  r . cos. A. sin. A. sin.  v  ; 
JF"=  r .  sin.  A .  cos.  v-\-  r.  cos.  A .  cos.  A .  sin.  v  5 
Z  =7-. sin.  A  .sin.  v. 

En  négligeant  donc  les  termes  périodiques  dépendans  de  l'angle  v, 
on  aura 
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F*  —  Zl  =      —  .  (cos\  A  —  sin\A .  cos.2  A  )  ; 


? 


X  Y  =       — .  sin2.  A  .  sizi.  A.cos.  A; 


2 


XZ    =•'' .  sin.  A   .   cos.  A. sin.  A: 


2 


2 
on  aura  ainsi 


r2 
J^Z    =      — .  sin.  A  .   cos.  A. cos.  A: 

n  ' 


<Z9,       (J+B—zC)    ZL    (  .  .  .  ;  !'    "ï 

— r^-  =  - — -. — t, — -  .— s-.  <sin.  tvsnr'.A.sin.A.cos.  A— -cos.  P,  .sin.  a.  cos.  A.  sin.  A  i 

d*",     .      .  (2C — .4 — B)    ZL    f  sin.  9, .  cos.  fl^-fcos2.*. —  sin*.  A.  cos.2  A  }        ï 

dt         '   l~~  ÂçiiC  r  '  \  -J-  { cos2  J, — sin2.  fl,}  .sin.  A. cos. A.  cos.  A.  J 

Il  résulte  d'abord  de  ces  expressions ,  que  les  satellites  dont  les 
orbites  sont  situées  dans  le  plan  de  l'équateur  de  Saturne,  n'ont 

aucune  influence  sur  les  valeurs  de  ~  et  de—,-1;  car  on  a  rela- 
tif dt  ' 

tivement  à  ces  corps,  A=ô,  et  A  =200°,  ce  qui  rend  nulles  ces 
valeurs.  Les  anneaux  pouvant  être  considérés  comme  la  réunion 
d'une  infinité  de  satellites  ,  et  étant  situés  dans  le  plan  de  l'équa- 
teur ;  ils  ne  peuvent  influer  sur  ses  mouvemens:  l'équateur  de 
Saturne  ne  peut  donc  être  sensiblement  déplacé  que  par  l'action 
du  dernier  satellite  et  du  soleil.  Relativement  à  ce  satellite,  on 
avait  en  1787,  en  prenant  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbe  de  Sa- 
turne à  cette  époque , 

A  =    25% 222  ; 

A—  i75%i34; 

0'=    33°,353. 
On  a  ensuite 

L  T  » 

■^■  —  L.m1, 

mt  étant  ici  le  moyen  mouvement  du    satellite  ,    et  I  étant  sa 
masse ,  celle   de    Saturne  étant  prise  pour  unité.   La   valeur  de 

^ est  inconnue  :  nous  supposerons,  conformément  au  n°  23, 

A  a2 
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qu'elle  est  à  sa  valeur  correspondante  pour  la  terre ,  comme  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  l'équateur  de  Sa- 
turne, est  à  ce  même  rapport  sur  la  terre.  Nous  supposerons  en- 
suite, que  l'on  a  pour  la  terre 

et  comme  on  a  par  ce  qui  précède, 

<p  =  0,16597; 
et  que  pour  la  terre,  cps=~;  on  aura  pour  Saturne , 

~    ~    =o,oo58^585  .  289  .  0,16597. 
On  trouve  ainsi  pour  la  variation  annuelle  —  de  ^j  , 

%  =  6I95'.£.  " 

On  a  vu  précédemment  que  L  est  au-dessous  d'un  deux-centième  j 
—7-'  est  donc  au  plus  de  32ff,  et  il  y  a  tout  lieu  de  croire  qu'il 
est  fort  au-dessous,  et  qu'il  n'excède  pas  deux  ou  trois  secondes. 

La  valeur  de-j-1,  due  à  l'action  du  soleil,   est  à  très-peu -près 

égale  à  o",878,   et  parconséquent,  elle  est  insensible. 

Il  suit  de  là  que  le  déplacement  de  l'équateur  de  Saturne  sur 
l'orbite  de  cette  planète,  est  beaucoup  plus  lent  que  celui  de 
l'orbite  du  dernier  satellite,  et  il  est  facile  de  s'assurer,  parles 
formules  du  second  et  du  septième  livre ,  que  le  déplacement 
de  l'orbite  de  Saturne,  rapporté  à  son  équateur,  est  pareillement 
beaucoup  moindre  que  celui  de  l'orbite  de  ce  satellite.  Cela 
posé,  reprenons  l'équation  du  n°  35, 

d<& .  cos.  ts  qdïï  .  sin.  ail 

kid.ts     ~~       p — 17.cos.2n 

Cette  équation  donne,  en  négligeant  le  carré  de  g, 

sinttirz=bs\ï  -f-  —  .cos. ail  —  §.  /cos.  2Ïl.dAl  j 


SECONDE   PARTIE,    LIVRE    VIII.      189 

b  étant  une  constante  arbitraire.  Ainsi ,  en  n'ayant  point  égard 
aux  quantités  périodiques  dépendantes  de  l'angle  2ÏI,  l'inclinai- 
son mr  de  l'orbite  du  satellite,  sur  le  plan  intermédiaire  enfre 
l'orbite  et  l'équateur  de  Saturne  ,  reste  toujours  la  même,  mal- 
gré les  variations  de  ce  plan  ;  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous 
avons  trouvé  pour  la  lune,  dans  le  septième  livre,  n°  3.  L'équa- 
teur de  Saturne  entraîne  dans  son  mouvement  le  plan  intermé- 
diaire, et  l'orbite  du  satellite,  qui  conserve  toujours  sur  ce  plan 
la  même  inclinaison  moyenne  ,  avec  un  mouvement  rétrograde 
presque  uniforme,  mais  cependant  un  peu  variable,  à  raison  des 
variations  de  l'inclinaison  respective  de  l'équateur  et  de  l'orbite 
de  Saturne. 
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CHAPITRE    XVII. 

Des  satellites  d'Uranus. 

38.  IM  o  u  s  avons,  relativement  aux  satellites  d'Uranus,  beau- 
coup moins  de  connaissances  encore  que  par  rapport  à  ceux  de 
Saturne.  Herschel  est  jusqu'ici  le  seul  qui  les  ait  observés,  et  il 
résulte  de  ses  observations,  qu'ils  se  meuvent  tous  à  peu-près 
dans  un  même  plan  presque  perpendiculaire  à  celui  de  la  pla- 
nète*, c'est  donc  le  seul  phénomène  que  nous  ajons  à  expliquer. 

En  appliquant  à  ces  corps,  les  formules  du  chapitre  précédent-, 
on  voit  que  l'action  seule  de  la  planète  ne  suffit  pas  pour  main- 
tenir l'orbite  du  dernier  satellite  dans  le  plan  des  autres  orbites. 
Quoique  nous  ignorions  la  durée  de  la  rotation  d'Uranus,  il  n'est 
cependant  pas  vraisemblable  qu'elle  soit  beaucoup  plus  petite  que 
celles  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Supposons  qu'elle  soit  la  même 
que  pour  Saturne;  nous  aurons  par  le  chapitre  précédent, 


K'^K.m. 


62      T* 


335  '  i2.a5' 

Ici   T'=3o68ç/Our!,  et  suivant  Herschel,    a  ==91,008.,  d'où    l'on 
tire 

K'  =  0,39824.  K. 

Le  plan  de  l'équateur  d'Uranus  étant  supposé  à  très-peu-près 
perpendiculaire  à  son  orbite,  et  A.  exprimant  l'inclinaison  mu- 
tuelle de  ces  deux  plans;  si  l'on  fait  ^4'  = A,  it  étant  la  demi- 
circonférence  dont  le  rajon  est  l'unité  -,  A!  sera  un  très-petit 
angle.  Soit  6'  == 0;   l'équation 

„  A'.sin.2^ 

tane.  2B  =  ..,  ,   ... 7 

D  A  -f-  K. cos.  aA 
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trouvée  dans  le  chapitre   précédent,  donnera  à  très-peu-près , 

//_    KA'    . 
0  —  A  —  A" 

ox.  A  —  9,  ou  h'  — A'  étant  l'inclinaison  du  plan  sur  lequel  se  meut 
l'orbite  du  satellite,  à  l'orbite  de  la  planète,  cette  inclinaison  est 


KA'  0,59824 

K  —  K"  0U  0,60176 


elle  est  donc  très-petite,  si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  satel- 
lite et  d'Urauus.  Le  plan  fixe  coïnciderait  alors  à  très-peu-près 
avec  l'orbite  de  la  planète,  et  le  dernier  satellite  cesserait,  à  la 
longue,  de  se  mouvoir  dans  le  plan  de  l'équateur  d'Urauus  et 
des  orbes  des  autres  satellites.  Mais  il  peut  être  retenu  dans  ce 
dernier  plan  par  l'action  des  satellites  intérieurs.  Pour  le  faire 
voir,  nous  observerons  que  par  le  11°  55,  si  l'on  nomme  et  le  rap- 
port du  rayon  de  l'orbe  de  l'avant-dernier  satellite,  à  celui  de 
l'orbe  du  dernier;  la  valeur  de  K'  est  augmentée  par  l'avant-der- 

nier  satellite,  de  la  quantité  \.mf .a.* ,b(P,  m'  étant  la  masse  de 

ce  satellite,  en  parties  de  celle  d'Uranus,  prise  pour  unité  ;    et 

Z>(,°  étant  déterminé   par  les  formules  du  11°   49  du  second  livre. 

a.  est  à  très-peu-près  {,  par  les  observations  d'Herschel ,  ce  qui 
donne  à  fort  peu-près  , 

L  i  o  ? 


12  ' 


la  valeur  de  K  est  donc  augmentée  de  la  quantité  — '—.  Si  l'on  sup- 
pose cette  quantité  égale  à  K  ,  on  aura 

K'  =1,39824.^; 
et  parconséquent 


,39824 ; 


l'inclinaison  de  l'orbite  du  dernier  satellite,  à  l'équateur  d'Ura- 
nus,  sera  donc  très-petite. 
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Laduréede  la  révolution  sydérale  dece  satellite  estde  ioji'""!,6g^4j 
ainsi  K ,  relativement  à  Uranus,  est  égal  à  0,000009235987,  ce 
qui,   en  supposant 

3l  .171  -rr 

=  A  , 

donne 

m'  =  0,0000572035  j 

or  cette  masse  de  l'avant-dernier  satellite ,  et  même  une  masse 
supérieure,  est  très-admissible}  l'orbe  du  dernier  satellite  peut 
donc  être  retenu  dans  le  plan  de  l'équateur  de  la  planète  ,  par 
l'action  des  satellites  intérieurs.  Quant  aux  orbes  des  autres  sa- 
tellites, l'action  seule  d'Uranus  suffit  pour  les  maintenir  dans  le 
plan  de  son  équateur  -,  car  le  rapport  de  K'  à  K  augmentant  ré- 
ciproquement, comme  la  cinquième  puissance  du  ravon  de  l'orbite, 
il  est,  relativement  à  l'avant-dernier  satellite  ,  trente-deux  fois 
plus  grand  que  relativement  au  dernier  j  ensorte  que  l'on  a  alors 

A~'=  12, 7437.  K; 

ce  qui  donne 

A' 

0  —  ii)7437' 

ainsi  ô  est  très-petit  et  insensible. 


La 
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LIVRE     IX. 


THÉORIE     DES     COMÈTES. 

JLiES  grandes  excentricités  des  orbites  des  comètes,  et  leurs 
inclinaisons  considérables  à  l'écliptique ,  ne  permettent  pas  d'ap- 
pliquer aux  perturbations  que  ces  astres  éprouvent,  les  formules 
relatives  aux  planètes ,  et  qui  ont  été  présentées  dans  le  second 
et  dans  le  sixième  livres.  Il  n'est  pas  possible,  dans  l'état  actuel 
de  l'analyse,  d'exprimer  ces  perturbations  par  des  formules  ana- 
lytiques qui  embrassent,  comme  celles  des  planètes,  un  nombre 
indéfini  de  révolutions  :  ou  ne  peut  les  déterminer  que  par  par- 
ties, et  au  moyen  de  quadratures  mécaniques.  La  méthode  du 
chapitre  VIII  du  second  livre,  est  très-propre  à  cet  objet;  car 
elle  donne  ,  par  de  simples  quadratures,  les  altérations  de  chaque 
élément  de  l'orbite  supposée  elliptique;  et  pour  avoir  à  chaque 
instant  le  mouvement  de  la  comète ,  il  suffit  de  substituer  les 
élémens  augmentés  de  ces  altérations ,  dans  les  formules  connues 
du  mouvement  elliptique.  Je  vais  donc  ici  développer  cette  mé- 
thode, en  sorte  que  ceux  qui  voudront  l'appliquer  au  mouvement 
d'une  comète,  n'éprouveront  d'autre  embarras  que  celui  des  substi- 
tutions numériques. 


MicAN.  cél.  Tome  IV.  B  b 
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CHAPITRE    PREMIER. 

Théorie  générale  des  perturbations  des  Comètes. 

i.  Soient,  comme  dans  le  n°  46  du  second  livre,  ce,  y,  z3 
les  trois  coordonnées  de  la  comète  m,  rapportées  au  centre  du 
soleil  ;  soient  x',  y',  z',  celles  de  la  planète  perturbatrice  m' ,  et 
supposons,  comme  dans  le  même  n°, 

„ m' .  (xx'  -\-yy'  +  zzQ  m' 

~ i75  "  v'tx'-xy+ty  -yy-t-(ï-=rzy' 

r  et  ff  étant  les  rayons  vecteurs  de  m  et  de  m'.  Représentons 
encore  par  l'unité,  la  masse  du  soleil,  et  faisons  i-j-m=fA',  on 
aura  par  le  nc    cité, 

_      ddx    ,    [/..x    ,    /^\ 
0  ~  IF  "+"  7?     «"  \j£j  \ 

°—  d?  ^    r5    ^  V^y/' 

Dans  le  cas  où  R  est  nul ,  ces  équations  appartiennent  à  une 
orbite  elliptique,  comme  on  l'a  vu  dans  le  second  livre  ;  mais 
la  valeur  de  R  étant  très-petite,  si  l'on  nomme  Sx ,  Sy,  Sz , 
les  altérations  qu'elle  produit  dans  les  valeurs  de  x, y,  z,  rela- 
tives à  l'orbite  elliptique  ,  et  si  l'on  néglige  les  carrés  et  les 
produits  de  ces  altérations  ;  les  trois  équations  précédentes  donne- 
ront les  suivantes  : 


_  dd.Sx        Sx       5x.JV       fdR\ 
dd.Sz         çTjz        Sz.Jr        /^\ 
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Il  suffit  de  satisfaire  à  ces  équations  ;  car  en  réunissant  les  va- 
leurs de  Sx,  Sy ,  Sz,  qui  y  satisfont,  aux  valeurs  de  oc,  y,  z,  re- 
latives au  mouvement  elliptique,  et  qui  renferment  six  constantes 
arbitraires  ;  on  aura  les  intégrales  complètes  des  trois  équations 
différentielles  primitives  du  mouvement  de  la  comète. 

2,  Considérons  la  valeur  de  R  dans  les  deux  limites  de  la  dis- 
tance de  la  comète  au  soleil.  Lorsque  le  rapport  \  de  son  rayon 
vecteur  à  celui  de  la  planète,  est  une  très-petite  fraction  5  la 
valeur  de  (-r-)  est  très-petite  relativement  à  celle  de  ^§ ,  et  le 
rapport  de  la  première  à  la  seconde  de  ces  deux  valeurs,  est  de 

772-'     1'^ 

l'ordre — ^--.  Dans  ce  cas,  on  peut  considérer  à  fort  peu-près  R 
comme  nul,  et  le  mouvement  de  la  comète,  comme  elliptique. 

Si-  est  un  grand  nombre,  c'est-à-dire,  si  la  comète  est  beau- 
coup plus  loin  du  soleil,  que  la  planète-,  en  réduisant  alors  R  dans 
une  série  descendante  par  rapport  à  r,  et  négligeant  dans  cette 

série ,  les  termes  de  l'ordre  -r  ;  on  aura 
l'équation  différentielle  en  Sx   devient  donc 

dd.ôx  ,  <fx      3x.(:e<fx-f-yJY 4-2,^2;)   ,  m'  .(x — x')   ,  m' x'  ,  ,      ,  ,  ,      ,     x 

---3f-+-pr " jf^1 H — T? \—73-+Zm-(xx+yy'+^)-^ 

Les  équations  différentielles  en  Sy  et  Sz,  donnent  évidemment 
des  équations  semblables.  Supposons  maintenant 

Sx  =  Ax  -f-  A'x'  ; 

Sy^Ay  +  A'y'; 

Sz=Az~{-  A'z'  ; 

et  observons  que  l'on  a  à  très-peu-près, 


ddx  x        ddx' 


x 


df  ~~        r3  '      dt 


•3    '         At*    t^S   ? 


t96  MECANIQUE   CELESTE; 

l'équation  différentielle  en  £x  donnera 

A',  ot?        A' .x        ZA.x ZA' .x.{xx'+yy'-\-zz'-) 

O——  ,/3  jS  ,5 


+ 


m' .  (x — x')        m' .  x'  j"  3m' .  x .  (xx -\-yy' -\-  zz) 


On  satisfait  à  cette  équation ,  en  faisant 

A^%;     A'  =  m'; 

ce  qui  donne 

£x  =  y  .  m'x  -j-  m'.x'  ; 

jy  —  i  .  7?î'j  +  ot'/  j 

tTz  =  | .  ra'z  -f-  7tz'z'. 

Ces  valeurs  satisfont  donc  à  l'équation    différentielle  en  «f# ,  et 
il  est  clair  qu'elles  satisfont  encore  aux   équations  différentielles 

en  efy  et.cPz. 

Le  résultat  précédent  est  un  corollaire  fort  simple  du  théorème 
que  nous  avons  donné  dans  le  n°  10  du  second  livre.  Suivant 
ce  théorème,  lorsque  la  comète  est  à  une  grande  distance  du 
soleil ,  elle  peut  être  considérée  comme  étant  attirée  vers  le  centre 
commun  de  gravité  du  soleil  et  de  la  planète  ,  par  une  masse 
égale  à  la  somme  de  ces  trois  corps  j  elle  décrit  donc  alors  à 
très-peu-près  une  ellipse  autour  de  ce  point,  et  la  force  attractive 

qui  la  lui  fait  décrire  est  mJr  —  .  r-\-£r  étant  le  rajon  vec- 
teur de  cette  nouvelle  ellipse,  représentons  par  x-\-£x,  y-\-£y 
et  z-\-£~z,  les  coordonnées  correspondantes.  On  peut  supposer 
cette  ellipse  entièrement  semblable  à  celle  dont  les  coordonnées 
sont  x,  y,  z,  et  décrite  dans  le  même  temps.  Pour  cela,  il 
suffit  que  les  forces  attractives,  dans  les  points  correspondais 
des  deux  ellipses,  soient  entre  elles  comme  r+JV  est  à  r,  ce 
qui  donne 

i  -f-  m  +  m'  m  î  -f-  m 


(r  +  iry 
d'où  l'on  tire 


::  r  +  Sr  :  r-. 


JY  =  fm'.r 
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les  coordonnées  de  la  nouvelle  ellipse  sont  parconséquent 

(i+J).*;    0+t)-J5    0  +  y)-^ 

Ces  coordonnées  sont  rapportées  au  centre  commun  de  gravité  du 
soleil  et  de  la  planète.  Pour  avoir  ses  coordonnées  rapportées  au 
centre  du  soleil,  il  faut  y  ajouter  les  coordonnées  de  ce  centre 
de  gravité,  relativement  au  centre  du  soleil,  et  ces  coordonnées 
sont  évidemment  m'x',  m'y',  m'z';  les  coordonnées  de  la  comète, 
rapportées  au  centre  du  soleil ,  seront  donc 

('+y)^+^';  0+y)-/  +  ™y;  Q+ï).z'+m'z'', 

ce  qui  est  conforme  à  ce  qui  précède  ;  et  comme  ces  coordon- 
nées renferment  six  arbitraires ,  elles  satisfont  complètement  aux 
équations  différentielles  du  mouvement  de  la  comète ,  lorsque 
l'on  y   suppose 

R  =  -y-m'.(xX'+yy'-t-zz').(^-±y 
Cela  posé,  soit  généralement 


et 


<Px  =  ^-  .  x  -f-  m'x'  +  JXl 


Sz  — -~-  .  z  -f-  m'z'  -f-  gT-s, 


les  équations  différentielles  en  S~x,   Jy  et  <Pz ,  donneront 
o 


dd.fx,    ,    fxt        Zx .  Sr,         (àK\, 

~ 7*       r  \dx)i 


de- 


r3 


°  —  ~dF h~pr ~-t-{dy), 

dd.Sz,    ,    Jz,        3z.Jr,     .     /<£R\ 
0  =  — «-- t-^r rt~T*".W- 
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Dans  ces  équations,  JV,  est  ce  que  devient  JV,  lorsque  l'on  y 
change  Jx,  J'y,'  J\z,  en  J\r,,  «Ty,,  cT^,.  Ces  équations  ne  dif- 
fèrentdes  équations  ÇA)  qu'en  ce  que  Ry  devient  R.  Elles  peuvent 
servir  avec  beaucoup  d'avantage,  pour  le  calcul  des  perturbations 
de  la  comète,  dans  la  partie  supérieure  de  son  orbite  ;  parceque 
R'  est  alors  très-petit. 

3.  Considérons  maintenant  les  variations  des  élémens  de  l'or- 
bite. Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  primitive  de  la  co- 
mète, ce  qui  permet  de  négliger  le  carré  de  z,  comme  étant  de 
l'ordre  du  carré  de  la  force  perturbatrice.  En  faisant,  comme 
dans  le  n°  5o  du  second  livre, 

7z  =  £.sin.<sr  ;     /=e.cos. <ar  ; 

e  étant  le  rapport  de  l'excentricité  de  l'orbite,  au  demi-grand 
axe;  ettxr  étant  la  longitude  du  périhélie,  comptée  de  l'axe  àesx; 
on  aura  par  le  n9  64  du  même  livre , 

dh  =  dx.{x.(^)~y.(^)}  +  (xdy-ydx).(j£)-, 

dl=dy\y.(^)-x.(^)}  +  (ydx-xdy).(^). 

Ces  deux  équations  donnent  les  valeurs  de  de  et  de  d-&;  car  on  a 
de  =  dh .  sin.  m  -f-  dl.  cos.  est  ; 
edtur  =  dh .  cos.  <sr  —  dl .  sin.  <nr  ; 

et  si  pour  plus  de  simplicité,  on  prend  la  ligne  même  des  ab- 
sides, pour  l'axe  des  x;  on  aura 

de  =  dl;     ed-œ  —  dh. 

Les  équations  du  mouvement  elliptique  donnent,  par  le  n"  20 
du  second  livre, 

Jndt  +  e  — •twz=u  —  e  .  sin.  u  ; 

r  =  a  .  (  1  — e  .  cos.u); 

tang.|..(p—  -sr)  =  |/i±f  .tang.fa;    \  (O) 
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fndt-\-i  est  la  longitude  moyenne  de  la  comète  ;  Jndi  -{-t — <sr 
est  son  anomalie  moyenne;  i>-— <w  est  son  anomalie  vraie,  et  u 
est  son  anomalie  excentrique,  x  ety  étant  les  coordonnées  de  m, 
si  l'on  prend  la  ligne  des  absides  pour  l'axe  des  abscisses ,  et  si 
l'on  compte  les  x  du  foyer  vers  le  périhélie  ;  on  aura 

x  =  r  .  cos.  (v — m-)  ;    j  =  r.  sin.  (y — <sr). 

La  seconde  et  la  troisième  des  équations  précédentes  (0)  donnent 
ainsi 


x  z=.  a  .cos.  u—ae;    y  =  a.[/~i — ea.sin.«. 

Si  l'on  nomme  ensuite  A  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  planète  m ,  sur 
celle  de  la  comète ,  et  y  la  longitude  de  son  nœud  ascendant , 
comptée  de  l'axe  des  absides;  si,  de  plus,  on  désigne  par  v'  l'angle 
que  le  rayon  r  fait  avec  la  ligne  des  nœuds;  on  aura 

x'z=r  .  cos. y.  cos.  v' — r' .  sm.y.  cos.  A  .  sin.v' ; 
y'  =  r' .  cos. y.  sin.v'-^-r' .  sin.y.  cos. v'  ; 
z'  =  r' .  sin.  A .  sin.  *>'. 

La  valeur  de  R  donne 

/dR\ m'.x'        m'.(x'  —  x~) 


f  étant  supposé  égal  à  ^~  {x' — ^)' -\- (y'—y)2 -h  (z — z)*.    On   a 
pareillement 

fdR\  m'  .y         m' .(jr—  y) 

Kdy)—     7*  Jl         ; 

Cela  posé,  la  valeur  de  dl  donnera 

de= — m' .  adu  .\f  1  — e3.  cos.u.{xy'—x'y}  .  {—  —  ■«•} 
—  m'.  a?du.\/~  1 — es.(i — g  cos.  u) .  -P^  — «  -v  ~73     \  ', 
La  valeur  de  dh  donnera  pareillement 

e.d&rz=. —  m'  .adu  .sin.  u  .(xy'  —  x'y).(-jj — 73) 

-t-m'.tf.du.]/  1 — e\  (1 — tf.cos.z/) .  iyj «     j- 
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Par  le  n°  64  du  second  livre,   on  a  dans  l'ellipse  variable,  et  eu 
observant  que  jx  est  à  très-peu-près  égale  à  l'unité  , 

d .  -=.2a\R  : 

a  ' 

la  caractéristique  différentielle  d  ne  se  rapportant  qu'aux  seules 
coordonnées  de  m.  En  négligeant  le  carré  de  z,  on   a" 

_.  „ m! .  (x'dx  +y dy)         m' .  {  (x —  x  )  .  dx  -f-  (y' — y)  .  dy }  _ 

d/i  —  yi  — '  Tj ■ j 

et  parconséquent 

•  àR  =  —  m'adu .  sin.w  .  {73—      fi     }• 

<^~m'adu.  \f  1 — e*.  cos.u  .  -fôr — "    W^}' 
d'où  l'on  tire 

da  s=  2m' .  a3du  .  sin.  u  .  j  —  —  ^—h — -  \ 

—  2m' .  a?du.  s/  \ — e*.  cos.u  .  j^j —      p      }• 

On  a  ensuite, 

dn  =  3a/ï  .  AR  ', 
et  parconséquent 

/«A  =  Nt  -f-  5f(ndt  .faàR)  ; 

N  éfant  une  constante.  On  aura  donc  ainsi  les  variations  de  l'ex- 
centricité et  du  périhélie  de  l'orbite,  de  son  grand  axe,  et  du 
moyen  mouvement  de  la  comète. 

Pour  avoir  la  variation  de  £,  ou  de  l'époque  de  la  longitude 
moyenne;  nous  observerons  que  dans  le  cas  de  l'ellipse  invariable, 
la  première  des  équations  (0)   donne  en   la  différentiant, 

ndt  =  du  .  (  1  —  e  .  cos.  u). 

Dans  le  cas  de  l'ellipse  variable,  on  doit  avoir  la  même  équation , 
par  le   chapitre  VIII  du  second  livre;  ce  qui  donne 

de  —  dur  ^=.du  .  (  1  —  e  .  cos.u)  —  de  .  sin. u  ; 

u  ne  variant  ici  qu'à  raison  des  variations  de  e  et  de  <&,  au  lieu 

que 
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que  dans  le  premier  cas,  il  ne  varie  qu'à  raison  du  temps  t: 
La  troisième  des  équations  (O)  donne,  en  ne  faisant  varier  que 
€  et  <î«r, 

Jar  du         I    jri  +  e   t        zde.tang.^u 

""cos.2i.(v  —  «r)         cos.^u'K        i  —  e~*~  ^  _e)    y^ZTe 

En  substituant  pour  cos.a.f  .(v— ®r),  sa  valeur  donnée  par  la  même 
équation,  on  aura 

7  dm  .  (  1  —  e.cos.zO        de.sin.u 

du  = \t=ï — " TZZïrï 

d'où  l'on  tire 

,  ,  dw.(i — e.cos.uY      de.  sin.  u.  (o. — es — ecos.u) 

A-Ar  = ^_ ^ J| 

équation  qui  détermine  dé — dzsr ,  etparconséquentla  Valeur  de  dil 
En  intégrant  par  des  quadratures ,  les  différentielles  de  e  ,  <sr,  #,' 
n ,  g;  on  aura  pour  un  instant  quelconque,  tous  les  élémens 
du  mouvement  de  la  comète  dans  son  orbite  :  on  aura  en» 
suite  sa  position ,  au  mojen  des  équations  (O).  Il  ne  reste  plus 
maintenant  qu'à  déterminer  la  situation  de  cette  orbite. 
Reprenons  pour  cela  les  équations  du  n°  64  du  second  livre  3 

dc=dt.{y.(^)-x.(^)}; 

"=*•{«•  (S)  —  (§)}> 

Si  l'on  nomme  <p  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  le  plan  des  x  efc 
desj,  et  Q  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  j  on  aura  par 
le  même  n°, 

tang.  <p  =  VjZ±Sl  ;  tang.  0  =  ^-  ; 

c  c 

a  .  (  1  —  e')  =  c*  +  c'a  +  c"\ 

Lorsque  l'on  prend    pour  plan  fixe  celui   de  l'orbite  primitive  ; 
d    et  c"  sont,  ainsi  que  z,  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices j 
Mécan.  cél.  Tome  IV*  Ce 
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en  négligeant  donc  le  carré  de  ces  forces ,  et  substituant  pour  R 

sa  valeur,   on  aura 

^  —  —  m'a  .  {cos.  u  —  e}  .  z' .  (~  —  —^  ; 
=  —  m'a  .  \f  i  — e2 .  sin. u  .z' .  ( 75 —  -tM  ; 


d£ 

dt 


c  =  \/~a.(i — e2)  : 
or  on  a  par  ce  qui  précède, 

ndtz=.du  .  (1— -e  .  cos.  u)-,     ni^=.-^; 
on  aura  donc 

de'  m'a? .  du    ,  s    ,  N//i  1  \ 

—  5= -==..(1  ~—e .cos.u) .(cos.zi—e) .z  -\7ri"~'7s)T 

—  = — m'a*.du.(i  — e. cos,  11). sin. u. z' .  f— —  75- \ 

En  intégrant  ces  delix  équations  ,  on  déterminera  pour  un  ins- 
tant quelconque,  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  le  plan  fixe,  et  la 
position  de  ses  nœuds. 

4.  Le  point  le  plus  important  de  la  théorie  des  perturbations 
des  comètes,  est  la  différence  de  deux  de  ses  retours  consécu- 
tifs au  périhélie;  voyons  comment  on  peut  la  déterminer.  Pre- 
nons pour  exemple  la  comète  de  1682  ,  qui  a  repassé  à  son  pé- 
rihélie en  175g.  Soit  T  le  temps  compris  entre  ses  deux  passages 
au  périhélie,  en  1682  et  1759.  On  peut  déterminer  iVde  manière 
que  NT=  27C,  tt  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est 
l'unité.   On  a  par  le  n°  précédent, 

n  =  N.(i  +  5a.fdR). 

Si  l'on  fait  commencer  l'intégrale  fàR  à  l'instant  du  passage  de 
la  comète,  par  le  périhélie  de  1682,  où  nous  fixons  l'origine  du 
temps  t  ;  on  pourra  supposer 

n  s=  JV .  {  1  H-  £q  +  3  a  ./d R  } , 
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Sq  étant  une  arbitraire.  Maintenant  on  a  par  le  n°  précédent, 

*  T^=fndt  -j-  i  —  fst , 
V  étant  l'anomalie  moyenne  de  la  comète  ;  on  aura  donc 

V=Nt .  (i  -\-Sq)  +  5a.f(Ndt.fàR)-hi— <ar+ Si— -S-w; 

éTé  et  ^^  étant  les  variations  de  g  et  de  <nr ,  depuis  le  passage  au 
périhélie  de  1682  j  s  et  w  se  rapportant  à  ce  passage,  1 —  <m  est 
nul  à  cet  instant,  puisqu'alors  V=.o,  par  la  supposition.  De 
plus,  on  a  supposé  que  t  étant  égal  à  T,  K=27T  ,  et  NT=2t; 
on  a  donc 

o  =  Se  —  S<sr  +  Sq  .  JVT-f-  5a  .f(Ndt  .fàR)  ; 

les  variations  Si  et  S<& ,  ainsi  que  la  double  intégrale,  étant 
étendues  depuis  £=o  jusqu'à  tz=T.  Gette  équation  donnera  la 
valeur  de  Sq ,  et  parconséquent  on  aura  pour  un  instant  quel- 
conque, la  valeur  de  n.  Cette  valeur  donnera  celle  du  grand  axe 

de  l'orbite,  au  moyen  de  l'équation  «'  =  — . 

Nommons  N'  la  valeur  de  n ,  à  l'instant  du  passage  au  péri- 
hélie de  1759.  Prenons  ensuite  cet  instant  pour  l'origine  du 
temps  t  ',  nous  aurons 

V=  N't  +  <Te  —  JW  +  3a,  ./(lYdl  .fàR)  ; 

Si  et  S<&  commençant  ici,  ainsi  que  les  intégrales,  à  l'instant 
du  passage  au  périhélie  en  1759,  et  a,  étant  le  demi-grand  axe 
de  l'orbite  à  cette  époque.  Les  valeurs  de  <ar,  1,  e,  seront  dé- 
terminées par  les  observations  de  la  comète,  faites  à  la  même 
époque  *,  car  a1  étant  connu  par  ce  qui  précède ,  la  distance  pé- 
rihélie en  1759,  donnera  la  valeur  correspondante  de  e.  Soit  T' 
l'intervalle  inconnu  du  passage  au  périhélie  en  1709 ,  au  prochain 
passage  par  le  périhélie.  A  ce  dernier  instant ,  ^=2^3  partant 

N'T  +  cTé  —  JW  +  5a,  ./(N'dt  .fàR)  =?*; 

les  valeurs  de  Si  et  de  S<&  s'étendant  comme  les  intégrales ,  de- 
puis Z=o  jusqu'à  t-=,T'.  Cette  équation  déterminera  T'. 

Ce  3 
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On  peut  faire  disparaître  dans  ces  expressions  ,  les  doubles  in- 
tégrales, en  observant  que 

5a, ./( N'dt  .fdP,  )  =  Wt  .fa.àR  —  3a,  .fN't .  di?  ; 

en  marquant  donc  d'un  trait  horizontal  placé  au-dessus,  les  quan- 
tités étendues  depuis  le  périhélie  de  1682  jusqu'à  celui  de  iy5g, 
et  d'un  double  trait  celles  qui  s'étendent  depuis  le  périhélie  de 
1759  jusqu'au  prochain  périhélie  ;  l'expression  précédente  de  n 
donnera 


N'Ts=  27T  —  Jx5  +  JW  +  3a  .JIM  .  àR. 

Cette  équation  déterminera  N',   et  parconséquent  a,.    On  aura 
ensuite 


iV' .  (  r—  T)  =  <f  e  —  dv  e  —  JV  +  £<&  —  WT. .  faLdR 


—  5afNt .  àR  -f-  5a,  .fJS't.àR  ; 

équation  qui  déterminera  la  différence  T' — ■  Tdes  deux  révolu- 
tions anomalistiques  de  la  comète. 

5.  Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  déterminer  numérique- 
ment les  altérations  des  élémens  de  l'orbite.  Nous  avons  déjà 
observé  que  l'on  ne  peut  y  parvenir  que  par  des  quadratures  mé- 
caniques ,  et  l'analyse  fournit  pour  cet  objet  divers  moyens.  Je 
vais  exposer  ici  la  formule  qui  me  paraît  la  plus  commode  et  la 
plus  simple,  et  pour  cela,  je  vais  rappeler  en  peu  de  mots,  le 
principe  de  la  théorie  des  fondions  génératrices. 

Soit  u  une  fonction  quelconque  de  t,  et  supposons  qu'en  la  dé» 
Veloppant  suivant  les  puissances  de  t,  on  ait 

u  =yw  +yc0.  t  +  y»,  t*  -r-y(3).  t3  -f-  etc.  5 

u  sera  la  fonction  génératrice des  divers  coefficiensy^y^y00,  etc. 
Il  est  clair  queyw  étant  le  coefficient  de  V,  dans  le  développe- 
ment de  u,  il  sera  le  coefficient  indépendant  de  t,  dans  le  dé~ 

veloppement  de  --;  or  on  a 
p=«.(,+i-)=,,{,+/.(i-,)+'-§I.(I_I)+etc.;(0 
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Le  coefficient  indépendant  de  t,  dans  u-(\  —  i)  et  évidemment 
j-co — j-W,  ou  A.j00,  la  caractéristique  A  étant  celles  des  diffé- 
rences finies.  Il  est  visible  encore  qu'en  considérant  u.(~  —  i  J 

comme  une  nouvelle  fonction  génératrice  ;  son  développement,  en 
n'ayant  point  égard  aux  puissances  négatives  de  t,  sera 

A  . y»  »|_  A  .jW,  *  +  A  .  jW.  2*  +  A  .  JC35.  Z3  +  etc. 

De  là  il  suit  que  le  coefficient  indépendant  de  t,  dans  le  dé- 
veloppement àeu.Q- — iJ-Q — 1\  ou  w.Q — i  J  ,estA.jCl) — A.jyc°5, 
ou  ASj*0'.  En  suivant  le  même  raisonnement,  on  voit  que  le 
coefficient  indépendant  de  t,  dans  le  développement  de  u.(- — i)  ■ 

est  A3./00,  et  ainsi  de  suite;  l'équation  (/)  donnera  donc,  en 
repassant  des  fonctions   génératrices  aux  coefficiens, 


yo— ,yo+;.A.jM+i^i.A*./°:>+','~1  ■  i_    2.A3.jW+elc. 


1.2  ""  1.2-.3 


Quoique  cette  expression  de  jy*03  n'ait  été  conclue  qu'en  suppo- 
sant i  un  nombre  entier  positif  ;  cependant  on  l'étend  à  une  va- 
leur quelconque  de  i.  Alors  jyc0  est  l'ordonnée  d'une  courbe  pa- 
rabolique dont  l'abscisse  est  i,  et  qui  passe  par  les  extrémités  des 
ordonnées  équidistantes  y^ ,,  y^  >  J^ >  etc.;  l'intervalle  qui  les 
sépare  étant  ici  pris  pour  unité.  Quelle  que  soit  la  nature  de  la 
courbe  que  l'on  considère  ;  on  sait  que  chacun  de  ses  arcs  très- 
petits  peut  êlre  pris  pour  un  arc  parabolique  dont  l'ordonnée  jy03 
est  exprimée  par  une  série  de  puissances  successives  de  l'abscisse, 
comptée  depuis  l'origine  de  l'arc.  Les  coefficiens  de  ces  puissances 
devant  être  déterminés  de  manière  que  la  courbe  passe  par  les 
extrémités  des  ordonnées  voisines  jyWj  JKC,)»  etc.;  on  aura  évi- 
demment l'expression  précédente  de  yco.  En  la  multipliant  par  di, 
et  en   l'intégrant  depuis  z'  =  o  jusqu'à  z==i  ,  on  aura 

#0 .  &=ïyW  -j- 1 .  A  ./•)-£ .  A*  './»  +  £ .  A3  .y&  -  & .  "è .]*»  +  ^ .  A* .  v«-  ^ .  AjyM 
+  etc. 

Ce  sera  l'aire  de  la  courbe,  comprise  entre  jw  eiy^.  L'aire  cora- 
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prise  entre  l'ordonnée  j0)  et  l'ordonnée  jyw,  sera  pareillement 

yyw.^^/Hr  •  A  .j0)  — r'r  •  A*.jW  +  etc.j 

et  ainsi  de  suite.  fy®.di  représentant  donc  l'aire  entière  com- 
prise entre  les  ordonnées  jw  et  yw ,  on  aura 

Jyco.  di  =  y^  4-  yw  -f-  y(a). -4-  v(n~ £ 

H-l  .  {  A  .j-M-f.A.jW-j-A  ;jW +A  .J^-0} 

— £.  {^.jW+A'jW  +  A1./1' +  A\jkc"='>} 

-}-  etc. 
or  on  a 

On  a  pareillement 

A2  .  V W  -f-  AS  .J*0) +  A2  .  J^n— 0  —  £  #  y(«)  __  ^  _  yCo)  . 

et  ainsi  de  suite  ;  partant, 

fyV .di~\. y™  +  y 0  +JW +  y,-0  + 1  . yto 

—  i      .{A  .jW_A  .y»)} 
!+     à      .{A\jW— A'.jW} 

-  ,&     .{A3.jW  —  A3./o)} 
+    -^     .{A*.jW_A4.JCo)} 

-5lf^.{A5.Jw-A5.jW} 
H-  etc. 

Les  valeurs  de  A  .y00,  A3.jw,  etc.  dépendent  de  y0""1"0,  .y0"1"0,  etc. 
et  l'on  est  censé  n'avoir  calculé  que  les  ordonnées  y w,  y. . .  .j-0"'. 
Pour  résoudre  cette  difficulté,  on  observera  que  le  coefficient  de  f"^, 

dans  le  développement  de  la  fonction  u.(-  —  i\,  est  A'.j^j  or 
on  a 


a.0_iy=u.(1-Or.{i-(i-O}-,="(i-O'{i+r-(i-O+!:;f^'1-(i-Oa  +  etc.}. 
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Le  coefficient  de  l",  dans  le  développement  de  u.(i  —  t)i  est  gé- 
néralement A' .y^n~ù.  L'équation  précédente  donne  donc,  en  re- 
passant des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens, 


Ar  .y<-"~>  =  A'  .y(-B~''>  +  r .  Ar+1  y^-'-O  -f_  LÀJli .  Ar+I  .y"-'-1  -j-  etc. 


>4 

i9 

7jo 

_3_ 

I  6  o 

,      8  63 
'  60480 


En  faisant  successivement  t==t,  r  =  2,  r=5,  etc.  on  aura  des 
valeurs  de  À.yw,  Aa.j"w,  etc.  qui  ne  dépendront  que  des  or- 
données jw,  y^"~^,  etc.  En  les  substituant  dans  l'expression  précé- 
dente deJyV.di,  on  aura 

fy®  .di=.     \      y&  +  jc0  +  jvw +  yC«->)  _f_  £  ,jW 

_■_     .{A  rJo.-o__A  .y»)} 

.{A'.j^-^  +  A2./^} 

.  { A3  .j«»-0  —  A3  .jW}  ^  (P). 

|  A4  .jyO-4)  -j-  A4  .Jc0} 

.  {  A5 .  yC»— 5) A5 .  y^  } 

—  etc. 

6.  Pour  appliquer  la  formule  (P)  aux  variations  des  élémens 
de  l'orbite  de  la  comète,  on  prendra  pour  abscisse  l'anomalie 
excentrique  de  la  comète,  que  nous  avons  désignée  précédemment 
par  u\  et  si  l'on  représente  par  Q.du  la  variation  différentielle 
d'un  des  élémens  de  l'orbite,  on  fera  varier  u  de  degré  en  de- 
gré ,  et  l'on  déterminera  les  valeurs  correspondantes  de  Q.  En  les 
désignant  par  Q(<0,  Çco Ç°°,  la  formule  (P)  donnera  la  va- 
leur fQ.du,  ou  la  variation  de  l'élément  de  l'orbite,  correspon- 
dante à  la  variation  supposée  dans  l'arc  de  l'anomalie  excen- 
trique. Le  plus  souvent,  il  suffira  de  ne  considérer  dans  cette  for- 
mule, que  la  première  différence  finie;  mais  vers  les  points  où  la 
comète  est  près  du  minimum  de  sa  distance  à  la  planète  pertur- 
batrice,  ce  qui  rend  fort  considérables  les  valeurs  de  7^,  et  par- 
conséquent  celles  de  Q ,  il  faut  avoir  égard  aux  différences  sui- 
vantes ;  il  sera  même  utile  alors  de  diminuer  l'intervalle  qui  sé- 
pare les  coordonnées  équidistantes,  en  faisant  varier  l'anomalie 
excentrique,  de  demi-degré  en  demi-degré. 
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7.  On  a  vu  dans  le  n°  1 ,  que  la  partie  la  plus  sensible  des  per- 
turbations d'une  comète ,  peut  être  exprimée  analytiquement  , 
lorsque  la  comète  est  considérablement  éloignée  de  la  planète 
perturbatrice ,  ou  lorsqu'elle  est  dans  la  partie  supérieure  de  son 
orbite,  ce  qui  donne  un  moyen  à-la-fois  exact  et  simple,  de  cal- 
culer ces  perturbations.  Nous  allons  développer  par  ce  moyen,  les 
variations  correspondantes  des  élémens  de  l'orbite. 

Reprenons  l'expression  de  dh, 

dh^dx\x.(^)-y.(^)}  +  {xdy-.ydx).(^y 

En  faisant ,  comme  dans  le  n°  2  , 

R==R  -^-m'  ^Xx'  +yy'  -{-  zz').(^  -^); 

on  a  vu  dans  le  n°  cité,  que  R!  est  peu  considérable  relative- 
ment à  l'autre  partie  de  R,  lorsque  le  rayon  vecteur  r  de  la 
comète  est  beaucoup  plus  grand  que  celui  de  la  planète  perturba- 
trice. Par  le  même  n°,  les  perturbations  de  la  comète,  dues  à 
cette  dernière  partie  de  R ,  sont  représentées  en  supposant 

S*x=j.j?ïx~i-7?ïx';     £y=\.m'y-{-mey';     J\z  3=  f .  m'z  -f-  rriz'. 

Cela  posé,  on  a  par  le  n°  64  du  second  livre,  en  négligeant  le 
carré  de  z  , 

7     .  (  1  dx"  )     ,    xdx  .  dv 

o=h+y.{7--1F\+-^ry. 

En  faisant  varier  cette  équation  par  rapport  à  la  caractéristique  cf, 
on   aura 

.      fi       dx*)  (<JV  ,  o.dx.dS'x)   ,  xdx.dSy  ,  x.dS'x.dy  ,    .     dx.dv 

Si  l'on  substitue  pour  S~x,  Jy,  J\z,  leurs  valeurs  précédentes, 
on  aura 

.,  ,    (     dx*      xdxdy)         ,  .   i\      dx*]   ,      .      (.rjc'-f- yy')    ,  am'ydxdx' 

m'  .  xdxdy'       m  .  xdydx'        m' .  x' .  dxdy 

~  dF         *~~     dt*         ~  dF         ' 

Cette 
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Cette  valeur  de  £h ,  augmentée  d'une  constante  arbitraire,  ex- 
prime l'altération  de  h  ,  due  à  la  partie  de  R  indépendante  de  R'; 
elle  doit  donc  résulter  de  l'intégration  de  l'expression  précédente 
de  dh ,  en  y  substituant  pour  R  la  fonction 


—  -*.&+&+*).  (4r- £); 


c'est  en  effet  ce  que  le  calcul  confirme  à  posteriori ,  en  obser- 

ddx 

•m'.—T—,  etc.    Si    l'on    substitue  dans    cette   valeur    de    Sh , 


vant  que  ion  peut  supposer  ici,  —3- ,    —rr>  etc.  égaux  a  —  m  . 


de 

7     ,    v  ,.  -,  dx*         xdxdy 

n-\--  au  lieu  de  j.-t— 2p'}   on  aura 

\      '    r/  r3  de- 

,    dx .  (xdy'  — y'dx  -f-  x'dy  — ydx'  ) 

—  m  .  -^ 

U  suit  de  là  que  pour  obtenir  la  variation  de  h,  depuis  un 
point  donné  de  l'orbite  jusqu'à  un  autre  point,  due  à  la  partie 
de  R  indépendante  de  R';  il  suffit  de  retrancher  la  valeur  du 
second  membre  de  l'équation  précédente  dans  le  premier  point , 
de  sa  valeur  dans  le  second  point. 

Si  l'on  change  dans  l'équation  précédente,  h  en  /,  x\  en  y , 
x'  en  y',  et  réciproquement;  on  aura  la  variation  de  /,  due  à  la 
partie  de  R  indépendante  de  R',  ce   qui  donne 

,  ,       f  xdy'  —  y'dx  +  x'dy  —  ydx'  ) 

+  mdy.  i— l 1 ^ — J- — 2 — '-. 

En  retranchant  la  valeur  du  second  membre  de  cette  équation, 
dans  un  point  donné  de  l'orbite,  desa  valeur  dans  un  autre  point-, 
on  aura  danscet  intervalle,  la  variation  de  /due  à  la  partie  de  R 
indépendante  de  R'.  Les  variations  de  h  et  de  /,  donnent  celles 
de  e  et  de  <sr,  en  observant  que  l'on  a 

efe  =  hfh  +  Ul  ;         e'JW  =  Wi  —  Ml. 
MÉcan.  cël.  Tome  IV.  D  d 
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On  a  par  le  n°  64  du  second  livre, 

i  2 /dx*  +■  dy2\  _ 

a  '       F        V       S?       )  ' 

ee  qui  donne 

Sa zSr    .^  zdx.dSx-\-ady.dSy 

En   substituant   pour    fx  et  jy,  fra'^-j-mV  et   f  tfzy  +  m'j^ 
on  aura 

c-1        û    r    '   3  d£"  r3  '  •  d£a 


Si  l'on  substitue  dans  cette  équation,  au  lieu  de    x  7~2  •y-,  sa  va- 
leur   ;  on  aura 


<Tfl 


zm  a 


.%m'  +  2m'a.^+yn  +  ^m'a  .  Ç^+^O. 


a  r  o         '  r3  '  di2 

De  là  on  conclura  JVz,  au  raojen  de  l'équation  «*=  \,  qui  donne 

<T«  3     Sa 

n  "  2  "   a   ' 

et  parconséquent 
J„  =  _  Vf  +  ^  _  5m>an  t  (f£j±y/)  _3m'^ .  C^+Wj. 

r         '  r3  dt2 

En  retranchant  les-  valeurs  de  S'a  et  de  cT«,  à  un  point  donné  de 
l'orbite )  de  leurs  valeurs  à  un  autre  point;  on  aura  les  varia- 
tions de  a  et  de  n ,  dans  cet  intervalle,  dues  à  la  partie  de  i? 
indépendante  de  R'. 

Pour  avoir  la  variation  de  l'anomalie  moyenne,  due  à  la  même 
partie  de  R  ;  on  observera  que  cette  variation  est  égale  à 
fcïn.dt-\-£t  —  £<&.  Nommons  é'n  la  valeur  entière  de  Sn ,  au 
point  de  l'orbite ,  où  l'on  commence  à  considérer  séparément 
cette  partie  de  R,  c'est-à-dire,  la  valeur  de  £n,  qui  résulte  des 
perturbations  antérieures;  on  aura  en  faisant  commencer  ici  le 
tems  t ,  à  ce  point, 

fin  .dt  +  £i  —  f.-z;  =  Jn~.t.  +/J  'n  .dt-\-  JW  JV 
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«TVz  étant  la  variation  de  n,  depuis  le  point  dont  il  s'agit,   due 
à  la  partie  de  R  indépendante  de  jR'.  On  a  par  le  n°  5, 


fS'n .  cfc-f  Je  —  J<sr =Çh'n. 


.       Jâr.(i — e.cos.u.)1       de.sm.u.(n — e2 — ecos.  u)\ 


et  le  second  membre  de  cette  équation  est  égal  à 

.      .  Jsr.(i — ecos.u)2        Je.sin.ii.C2 — e2 — ■e.cos.Tt') 

constante .         — -  —  — * r - 

y/i— ea  1—  e 

.   /V^'™    j     r  ^   1  r      rfw.sin.a.(i — ecos.a)      ?e.du.(i — e.cos.  u)  .  (>cos.  u-i-  e)l 

Vin  *>  v^  v/j—  e»  ~  1— e2  /' 

«^  étant  par  le  n°  5  égal  à  du.{\ — £cos.z/).  On  a  par  ce  qui 
précède, 

Désignons  par  nïnq ,  la  valeur  de  l'expression  précédente  de  £n, 
à  la  nouvelle  origine  que  nous  avons  assignée  au  tems  t  ;  ou 
aura 

S'h  =  £n  —  nïnq  ; 

en  substituant  ensuite  pour  Sh  et  JY,  leurs  expressions  précé- 
dentes ,  on  trouvera 

/',      .        .        .  ,  m'  .{xy — x'y)       Sh.(\ — ecos.u)1 

a\\Zi—e%  e.l/i—  e2 

J/.sin.u.(2  —  e'-'-e.cos.  ti) 


+  Constante. 


Si  l'on  retranche  la  valeur  du  second  membre  de  cette  équa- 
tion, à  la  nouvelle  origine  de  t ,  de  sa  valeur  à  un  autre  point 
de  l'orbite}    on  aura  la  variation   de  l'anomalie   moyenne  dans 

cet  intervalle,    due  à  la  partie  de  R  indépendante  de  R'. 

Pour  avoir  les  variations  de  l'inclinaison  de  l'orbite  et  du 
nœud,  dues  à  la  même  partie  de  R  ;  on  doit  observer  que  par 
le  n°  64  du  second  livre,  on  a 

, xdz  —  zdx  s ydz,  —  zdy 

C  ~         dt         >      °  —  dt       '  > 

D  d   2 
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ce  qui  donne 

»,        x .  dlz  -4-  J\r .  dz  —  z .  dS'x  —  Sz .  dx 

*°  = m s 

«   „       y.  dS'z  -\-Jy.dz  —  z.  dSy  —  Sz.dy 

de  — ■ m ; 

Si  l'on  substitue  pour  £n  ,  £y  et  J  z ,  respectivement  \  mrx-\-vi'x'x 
■|  vïy-\-nïf  ',  \  vïz-\-m'z  ;  on  aura 

JV  =  2m' c'  +  m' .  ^z'^-x'dz-zdx'-^dx)  . 

M=2m'c°  +  m'.&?  +y'dz~  zdy'  ~  z'dy\ 

Observons  maintenant  que  z,  -g-,   d  et  c"  sont  ou  nuls  ou  dé 

l'ordre  des  forces  perturbatrices;  en  négligeant  donc  le  carré  de 
ces  forces ,  on  aura 

éc'=m':(xdz'-z'dxy; 

équation  d'où  l'on  tirera  par  le  n°  5,  les  variations  des  incli- 
naisons de  l'orbite  et  du  nœud,  dues  à  la  partie  de  R  indépen- 
dante de  R',  dans  la  partie  de  l'orbite  que  l'on   considère. 

8.  On  aura  les  variations  des  élémens  de   l'orbite,  relatives  à 
la  partie  R  de  R,  par  les  formules  des  nos  3  et  4>  en  changeant 

$?  en  R',  dans  les  expressions  de  dh,  dl ,  d.-,    de',    de",    et  en 

les  intégrant  par  des  quadratures.  Dans  la  portion  supérieure  de 
l'orbite,  R'  étant  fort  petit,  les  valeurs  de  ces  intégrales  seront 
aussi  très-petites  y  mais  dans  cette  portion  où  il  est  avantageux  de 
partager  ainsi  R  en  deux  parties ,  on  peut  déterminer  sans  qua- 
dratures et  par  des  séries  convergentes ,  les  variations  des  élémens 
de  l'orbite  correspondantes  à  R'.  Reprenons  pour  cela  l'expression 
de  R'   du  n°   2.   En  la  développant  en  série,  on  aura 

B>_m'-'/2      a      .  (xx'+yy'+zz'-j^y      ,  (xif+yS+zz'-j/*)3  . 

A T—  —T.  Ml    ■  .  —  -g. W,  -  CLC, 
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or  on  a 

x  =  r  .  cos.  v  ;    y  =  r  .sin.v;     x  =  o; 

a.  Ci—  O 

7*  ■ —   _ J  • 

~  z  -j-e.cos.  (v — ■ût)  ' 

on  a  ensuite  x' ,  y' ,  z' ,  en  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus  de  v' 
et  de  ses  multiples.  En  substituant  R  au  lieu  de  R ,  dans  les 
expressions  différentielles  des  élémens  de  l'orbite;  en  dévelop- 
pant ces  expressions ,  et  en  observant  que  par  le  n°  16  du  second 
livre , 

j*dv  =  dt .  y/~a.(i— <?a) ; 


*"<*»==<#.  yV.(V—  e'a); 

la  partie  de  chacune  de  ces  expressions  différentielles ,  corres- 
pondante à  R,  sera  exprimée  par  une  suite  de  termes  de  la 
forme 

H.  dp',  cos. (iî>  +  i'v"  +A), 

i  et  i'  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  et  H  et  A 
étant  des  constantes.  L'intégrale  de  ce  terme  est 

constante  4-  —  •  sin.  (zV  -f-  i  V+  A) — H.  -, .  I  dv .  cos .  (  iv  -f-  i'v  -f-  A  ) . 

Si  l'on  substitue  dans  ce  dernier  terme,  pour  dv ,  sa  valeur 

r"  .  dv'       \/a.{\—  e2)  _ 

H  devient 

,_    i      \/a.(i  —  els)       /V2 .  dv'  ,.  .,  ,    ,     ,  v 

H.-,.  y.  /        /  .  /  .  cos.  (^-f-*V-f-A). 

Ce  terme  est  beaucoup  plus  petit  que  l'intégrale 

//  ./«?</,  cos.  (zV+iV+A)  , 
lorsque—  est  une  petite  fraction;  il  est  encore  diminué   par  le 

facteur  -    a^~e  ^  ;  car  c(i — e)  est  la  distance  périhélie  de  la 
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comète ,  et  cette  distance  est  beaucoup  plus  petite   que  a',  rela« 
tivement  aux  trois  planètes  supérieures.  L'intégrale 

H  fdi>' .  cos.  (  w  -f- ïv'  +  A  ) 

H 

est  donc  à  fort  peu-près  égale  à  constante  -f-  —  .sip.(zV-f-iV+  A).' 

Pour  avoir  une  valeur  encore  plus  approchée  de  cette  intégrale^ 
il  faut  retrancher  de  sa  première  valeur,  l'intégrale 

H .  - .  -^7=  .i .  /  — t — .cos.  (zc  +  j/  +  A). 

/a 

En  substituant  au  lieu  de  — ,  sa  valeur 

■  (1—  e'2)\{i-f-e  .cos.(^  —  <&)}* 


a\{i—  e2)2.{i-f  e'.cos.  (1/—  s')}1' 


et  observant  que  e'  est  très-petit -,  on  développera  cette  intégrale 
dans  une  suite  de  termes  de  la  forme 

B'.fdS.  sin.  O -f*  sV  +  A  ) , 

et  l'on  intégrera  chacun  de  ces  termes,  par  la  méthode  que  nous 
venons  d'exposer.  On  aura  ainsi  d'une  manière  fort  convergente , 
la  valeur  de 

H  .fdv' .  sin .  (  zV  +  ïv'  +  A  )  ; 

et  parconséquent,  on  aura  par  des  formules  analytiques,  les  va- 
riations des  élémens,  dans  la  partie  supérieure  de  l'orbite. 

9.  On  pourra  donc  ,  par  les  formules  précédentes ,  calculer  les 
perturbations  que  la  comète  de  1759  a  éprouvées  dans  ses  révo- 
lutions successives,  et  prédire  son  prochain  retour  :  on  procé- 
dera de  la  manière  suivante.  On  commencera  par  discuter  de 
nouveau,  et  avec  le  plus  grand  soin,  les  observations  de  cette 
comète,  dans  ses  deux  apparitions  de  1682  et  de  1759,  et  l'on 
déterminera  les  élémens  de  l'orbite  à  ces  deux  époques,  en  la  sup- 
posant une  ellipse  dont  le  grand  axe  répond  à  la  durée  de  la  ré- 
volution de  1682  à  1759.  En  partant  ensuite  des  élémens  de  1682; 
on  déterminera  par  ce  qui  précède,  les  altérations  des  élémens 
et  de  l'anomalie  moyenne,  dans  les  trois  premiers  quarts  de  l'ano- 
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malie  excentrique,  ou  depuis  u=  o  jusqu'à  u  =  5oo°.  Pour  le  der- 
nier quart,  il  est  préférable  de  remonter  de  l'époque  de  1759  à 
l'extrémité  de  ce  quart ,  ce  qui  revient,  à  fixer  l'origine  de  l'angle  //, 
au  périhélie  de  iy5g,  et  à  remonter  vers  1682,  en  faisant  u  né- 
gatif, et  en  partant  des  élémens  et  de  l'époque  observés  en  175g. 
Dans  le  premier  et  le  dernier  quart  de  l'ellipse,  la  comète  esfc 
plus  près  des  planètes  perturbatrices,  et  surtout  de  Jupiter,  la 
plus  considérable  de  toutes,  que  dans  le  second  et  troisième  quart; 
il  importe  donc  d'avoir  alors,  le  plus  exactement  qu'il  est  pos- 
sible, sa  position  et  sa  distance  à  ces  planètes  dont  les  attrac- 
tions peuvent  changer  d'un  grand  nombre  de  degrés,  leurs  élon- 
gations  à  la  comète.  Pour  plus  d'exactitude  encore ,  on  pourra 
calculer  de  nouveau  les  altérations  des  élémens  et  de  l'anomalie 
moyenne,  depuis  1682,  en  employant  le  grand  axe  correspondant 
à  cette  époque,  et  que  l'approximation  précédente  aura  fait  con- 
naître. On  pourra  ensuite,  à  2$°  degrés  d'anomalie  excentrique, 
employer  les  élémens  de  la  nouvelle  ellipse  qui  correspond  à  cette 
anomalie ,  et  calculer  par  son  moyen  les  altérations  qu'elle 
éprouve  depuis  25°  jusqu'à  5o°  d'anomalie."  On  rectifiera  de  nou- 
veau l'ellipse  à  cette  époque,  et  l'on  calculera  dans  cette  ellipse 
ainsi  rectifiée,  les  perturbations  depuis  5o°  jusqu'à  ioo°.  On  rec- 
tifiera de  la  même  manière  l'ellipse  fondamentale  à  ioo°  et  à  200°, 
et  l'on  déterminera  les  perturbations  jusqu'à  5oo°  d'anomalie  ex- 
centrique. En  partant  ensuite  des  élémens  et  de  l'époque  de  1759  , 
et  rectifiant  l'ellipse  à  ^-s5° ,  ■ — >5o°  et  —  100°,  on  aura  les  al- 
térations dans  le  dernier  quart  de  l'anomalie  excentrique.  On 
aura  donc  ainsi,  par  une  seconde  approximation  et  avec  beaucoup 
d'exactitude,  les  perturbations  de  la  comète,  depivis  1682  jus- 
qu'en 1759.  On  fera  les  mêmes  opérations  depuis  1759  jusqu'au 
prochain  périhélie  ;  mais  comme  l'instant  du  passage  à  ce  dernier 
point  est  inconnu;  lorsqu'on  sera  parvenu  à  3oo°,  on  rectifiera 
l'ellipse  de  25°  en  25°  jusqu'à  400°-  Ces  calculs  faits,  avec  soin , 
doivent  donner,  à  quelques  jours  près,  l'instant  du  passage  de 
la  comète  à  son  prochain  périhélie  :  la  seule  incertitude  qui  puisse 
exister  est  relative  à  la  masse  de  la  planète  Uranus ,  et  l'obser- 
vation de  ce  passage  sera  l'un  des  moyens  les  plus  propres  à  la 
déterminer. 
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CHAPITRE    IL 

D  es  perturbations  du  mouvement  des  Comètes  ,  lorsqu'elles 
approchent  très-près  des  Planètes. 


io.  (considérons  maintenant  le  cas  où  la  comète  approche 
très-près  de  la  planète  perturbatrice.  Si  cette  planète  est  Jupiter, 
la  comète  peut  en  éprouver  une  action  beaucoup  plus  grande  que 
de  la  part  du  soleil,  et  cette  action  peut  entièrement  changer 
les  élémens  de  son  orbite.  Ce  cas  singulier ,  qui  paraît  avoir  eu 
lieu  relativement  à  la  première  comète  observée  en  1770^  mérite 
une  attention  particulière. 

On  a  par  le  chapitre  précédent,  les  six  équations  suivantes  : 

ddx     .    /       ,        ,      x     .    m'x  m' .  Cx' — x) 

0=i^+<I+w).^+^-^=^; 

o^^'  +  Cx+mO^  +  ^  +  ^F-^ 

o^^  +  Cx+.O-^  +  ^  +  ^f^J 


ddz'  ,  ,.      zf  777Z       .     m  .  (z' —  z) 


Supposons 


x  —  x  —  1*1  '■)      y  — —y  m—y^  j       z  ~— ■  z  <——  zt  5 


les 
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les  six  équations  précédentes  donneront  les  trois  suivantes: 

Dans  ces  équations,  xl,yl)  zl  sont  les  coordonnées  de  la  co- 
mète, rapportées  au  centre  de  gravité  de  la  planète,  et  f  est  la 
distance  mutuelle  de  ces  corps.   Si  l'on  suppose/"  assez  petit  pour 

que  — Xr—  l'emporte  considérablement  sur  les  termes  dépendans  de 

l'action  dusoleil;  on  pourra,  du  moins  dans  une  première  approxi- 
mation ,  négliger  ces  derniers  termes,  et  alors  les  trois  équations 
précédentes  donneront  le  mouvement  elliptique  de  m  autour  de  m  . 
La  différence  des  actions  du  soleil  sur  la  comète  et  la  planète , 
est  une  force  perturbatrice  de  ce   mouvement  :  elle  est,  relative- 

ment  à  l'action  ^-,  de  la    planète   sur  la    comète  ,    de    l'ordre 

f3 
•^7-3.  Tant  que  cette  dernière  quantité  sera  peu  considérable;  on 

pourra,  sans  erreur  sensible,  supposer  elliptique  le  mouvement 
relatif  de  la  comète  autour   de  la  planète.  Lorsqu'au   contraire 

cette  quantité  sera  fort  grande)  on  pourra  négliger  -^ y  relative- 
ment  à  t,  et  considérer  le  mouvement  de  la  comète  autour  du 

soleil,  comme  elliptique.  Ce  n'est  donc  qu'entre  ces  deux  états 
qu'il  peut  y  avoir  de  l'incertitude  ;  mais  vu  la  rapidité  du  mou- 
vement de  la  comète,  l'intervalle  de  tems  qui  sépare  ces  deux 
états,  est  si  petit,  que  l'on  peut  sans  erreur  sensible  y  considé- 
rer à  volonté  le  mouvement  de  la  comète,  ou  comme  elliptique 
autour  de  la  planète,  ou  comme  elliptique  autour  du  soleil.  Ce- 
pendant, pour  fixer  avec  quelque  précision  la  limite  en-deçà  de 
laquelle  on  peut  considérer  le  mouvement  de  la  comète  comme- 
elliptique  autour  de  la  planète,  et  au-delà  de  laquelle  on  peut 
l'envisager  comme  elliptique  autour  du  soleil;  concevons  la  co- 
mète située  entre  la  planète  et  le  soleil.  L'action  du  soleil  sur 
Mécan.  cél.  Tome  IV.  Ee 
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la  comète  sera  —  ;  celle  de  la  planète  sur  la  comète  sera  -r-, — r:,',ilfauè 
donc  qu'au-delà  de  la  limite  que  nous  supposons  à  la  sphère  d'ac- 
tivité de  la  planète,  —  l'emporte  beaucoup  sur  . 7—  .  .  La  diffé- 
rence des  actions  du  soleil  sur  la  comète  et  la  planète  est 
•i- ^3  on  a  à  très-peu-près  — '— 3 —  :  en-deçà  delà  limite,  cette 

quantité  doit  être  fort  petite  relativement  à  ™  ■■  On  satis- 
fera à  ces  deux  conditions,  si  l'on  suppose  -  _,_  moyen  propor- 
tionnel entre  —  et  2 - .—  J  -,  ce  qui  donne  pour  le  rayon  r' — r  de- 
là sphère  d'activité  de  la  planète 


r r  — >r=r.v  t  .m 


L'erreur  sera  d'autant  moindre  ,  que  la  masse  de  la  planète  sera 
plus  petite.  On  peut  même  beaucoup  augmenter  le  rayon,  de 
cette  sphère  ,  sans  qu'il  en  résulte  d'erreur  sensible.  En  effet,  si 
l'on  reprend  la  première  des  équations   (Q)  , 

<7c?x,    ,    (  m  -f-  m'  ~) .  x,     ,     x  x 

U  —    dl*  ^  f  ^  r"         r3  > 

on  voit  que  le   terme  —  —  — ,  n'ajoute  à  la  valeur  de  xt  que  la 

double  intégrale  ffdi* .  (^ — pi))  or  cette  double  *  intégrale  est 
très-petite,  lorsqu'elle  ne  s'étend  qu'à  une  valeur  de  t  peu  consi- 
dérable ;  car  la  fonction  -j 77  est  fort  petite,  x'  et  r   différant 

très-peu  de  x  et  de  r.  On  peut  donc,  dans  le  calcul  des  pertur- 
bations d'une  comète  qui  approche  très-près  d'une  planète ,  sup- 
poser à  la  planète  une  sphère  d'activité  dans  laquelle  le  mouve- 
ment relatif  de  la  comète  n'est  soumis  qu'à  l'attraction  de  la 
planète,  et  au-delà  de  laquelle  le  mouvement  absolu  de  la  co- 
mète autour  du  soleil  n'est  soumis  qu'à  l'action  du  soleil. 

11.  Développons  cette  hypothèse,  et  déterminons  les  nouveaux 
éîémens  de  l'orbite  de  la  comète   au  sortir  de  la  sphère  d'attrac- 
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lion  de  la  planète.  Pour  cela,  commençons  par  déterminer  les 
élémens  de  l'orbite  relative  de  la  comète  autour  de  la  planète  , 
dans  cette  sphère  d'attraction.  On  a  par  le  n°  iS  du  second  livre 
les  six  équations  suivantes  : 

_x1.dyl—yl.djcl.       ,__*,  -dzt  —  s, .  dx,\       „__y,  -dz,  —  s,  .dyt  _ 
C'  —  Jt  >       >—  dt  >    °<—  Jt  ' 

j  m'vi     .^  (.dx*  +  dz]~)         xl  .dxl.dyl         zl.dzl.dy, 

7~H  5?  dF  de-       '■> 

y  m' xx     ._  (  dy\  +  dz\  )        yt.dy,.dx,         zl.dz1.dxl 

ll  —        f~  "»  dF  dF  dF       ' 

n£ zm  (ox?  +  dy]  -f  dz\)  . 

g,  /  «fe"  ' 

ct,  c  ,  c" ,  hx ,  lI}  at  étant  des  constantes  arbitraires.  Si  l'on 
nomme  9  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  relative , 
comptée  de  l'axe  des  xlt  et  <p  l'inclinaison  de  cette  orbite  sur  le 
plan  des  xx  et  des/,;  on  aura  parle  n°  19  du  second  livre  , 


V  c     +  c 

tang.0=--£;     tang.  <p  = 4 '--. 


c 


c  ,  c'  ,   c    étant  donnés   par  ce  qui  précède ,    en    fonctions   des 

valeurs  de  a:,,  j, ,  z, ,  -^-,  -Jp    ~^,  à  l'entrée  de  la  comète  dans 

la  sphère  d'activité  de  la  planète ,  valeurs  qui  sont  supposées  con- 
nues-, on  connaîtra  donc  ainsi  les  valeurs  de  9  et  de  (p. 

Si  l'on  nomme  ensuite  7  la  longitude  de  la  projection  du  pé- 
rihélie, on  aura  par  le  même  n°, 

tang.  J  =  -ji. 

at  étant  le  demi-grand  axe ,  il  sera  donné  par  ce  qui  précède. 
On  a  ensuite  par  le  n°  cité , 

Ee  2 
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ce  qui  donne  l'excentricité   et.  Ainsi   l'on  aura  tous  les  élémens 
de  l'orbite  relative  de  la  comète. 

Rapportons  maintenant  les  coordonnées  xt  et  y,,  à  la  ligne  des 
nœuds.  Soient  x  ,  y'  ,  z  ces  nouvelles  coordonnées  j  nous  aurons 

xt  s=xî.  cos.0  -\-y% .  sin.0  j 

y  =y, .  cos.  9  —  r, .  sin.  9  ; 

z'  s=z,. 

Rapportons  ensuite  les  coordonnées  x'  et  y  au  plan  même  de 
l'orbite  relative.  Soient  x"  et  y  les  nouvelles  coordonnées;  nous 
aurons 

s  a.* 

y; .  cos.  <p  ==y;  ; 

z.  =y  .  sin.çp, 

Enfin,  rapportons  les  coordonnées  x"  et  y"  au  grand  axe,  et  sup- 
posons que  <ar  soit  la  longitude  du  périhélie  comptée  de  la  ligne- 
des  nœuds  ;  nous  aurons  en  nommant  x"  et  y  les  nouvelles  coor* 
données, 

x'"  =  x" .  cos.  <ar  +  r" ' .  sin.  <ar  ; 

y'1 '  =r" .  cos.  <w  —  x" .  sin.  ^i 

Ces  diverses  équations  donnent 

a;". cos.  (p  =  ^,.{cos.<OT.cos.  0.cos.<p — sîn.<ar.sin.0| 

4-iX,.{cos.'sr.sin.â.cos. cp-j-sin.'or.cos.ô}  -r 

J-". cos. (p=j-1.{cos.'sr.cos.0 — sin./ar.sin.â.cos.tp} 

—  ^.{cos.^.  $in.ô+sin.<zjr.cos.0.cos.<p}.     ..   t% 

On  aura  donc  ainsi  les  valeurs  de  xm  et  y"  relatives  à  l'entrée 
de  la  comète  dans  la  sphère  d'activité  de  la  planète.  On  aura 
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pareillement,  en  différentiant  ces  équations,  les  valeurs  de  -^ 
et  de  %■■,  relatives  à  cette  entrée. 

du 

Les  équations  précédentes  donnent  encore 

x  =a:a'.fcoS.'W.cos.â  —  sin.<sr.sin.0.cos.cp} 

—  y"  A  un.  <w.cos.â-f-cos.<z«r.sin.0.cos.  <f>}  ; 
jrt  —  f .  {cos.<sr .  cos.  0 .  cos.  <p  —  sin.  m .  sin.  6}     S  (  s  y 

+  x" .  {sin.  m .  cos.  0 . cos.  <p  H- cos.  <ar .  sin.  0}  ; 
x,  =y  •   cos«  'sr  •  sin.  <p  +  ^'°  •  sin.  <sr .  sin.  <p. 

Si  l'on  désigne  par  ^, ,  J,  >  ï?j  etc.  les  valeurs  de  x  ,y  ,  •*'%  etc: 
à  l'entrée  de  la  comète  dans  la  sphère  d'activité  de  la  planète, 
et  si  l'on  désigne  par  les  mêmes  lettres  surmontées  de  deux  pa- 
renthèses ,  les  mêmes  quantités  à  sa  sortie  j  on  aura  évidemment 


x 


dx'  dx"[  dy"  dy"^ 

'  dt~       '  ~dT  7         "dï   '       "  dt  ' 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  aura  d'abord  les  valeurs  de 
â?,  y°,J-i.,  _Zi-  ,    en    fonctions    des    valeurs    de   xt ,  y, ,  z,  , 

Cl  [■  Cil 

-p-,  ji,4)à  l'entrée  dans  la  sphère  d'activité,  et  l'on  en  con- 
clura, par  les  équations  (S)  et  leurs  différentielles,  les  valeurs 
de  xs ,  y,,  zI}  -r1,  -~-,  -T- ,  à  la  sortie,  en  fonctions  de  leurs 
valeurs  à  l'entrée.  En  ajoutant  ensuite  à  ces  valeurs  les  valeurs 
de  x',  y'}  z'}  -j- ,  -^r,  -^-,   correspondantes  à  la  sortie;   on  aura 

les  valeurs  correspondantes  de  x}  y ,  z,  -r  ,  -¥ ,  -y-,  et  parconsé- 

quent,  on  aura,  au  moyen  des  formules  des  nos  18  et  19  du 
second  livre,  les  nouveaux  élémens  de  l'orbite  delà  comète.  Pour 
avoir  les  valeurs  de  x' ,  y',  z' ,  et  de  leurs  différentielles,  au  sortir 
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de  la  sphère  d'activité;  il  faut  connaître  le  temps  que  la  comète 
emploie  à  traverser  cette  sphère ,  et  cela  est  facile  par  les  for- 
mules du  mouvement  elliptiqxie  exposées  dans  le  troisième  cha- 
pitre  du  second  livre. 

12.  Dans  le  cas  où  les  variations  £x ,  £y ,  <Pz  sont  très-petites, 
comme  cela  a  eu  lieu  par  rapport  au  mouvement  de  la  comète 
de  1770,  troublé  par  la  terre  ;  il  sera  beaucoup  plus  simple  de 
calculer  les  altérations  des  élémens  de  l'orbite,  par  les  formules 
du  chapitre  précédent.  Considérons  la  plus  importante  de  ces  va- 
riations ,  celle  du  moyen  mouvement  de  la  comète.  On  a  par 
ce  qui  précède, 

r'  f 

Dans  l'intervalle  de  temps  pendant  lequel  l'action  de  la  terre  est 
sensible ,  on  peut  considérer  les  mouvemens  de  la  planète  et  de 
la  comète ,  comme  rectilignes.  Soit  donc 

x  =  A-\-  eut  ;    y  =  B  -\- Qt  ;     z/==  C  -f-  yt  5 

x' =  A' -{- a.'f,    y=:B'-\-Ç't;     z'=C'-\-y't; 

on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'au  terme  divisé  par  y3,  le  seul  qui 
puisse  être  sensible  à  cause  de  la  petitesse  de  f, 


s  j 


,     _3anm  .(F+//t)  .dt 

(M+zNt+Lf)* 
équation  dans  laquelle  on  doit  observer  que  l'on  a 

F  =  (A'  —  A).cl  +  (B'  —  B).Ç  +  {C—  C).y; 

H^^cc'  -  cl)  .x  +  (C  -Ç)  X+(y'  -y)  .y; 

M—{A'—A)i-\~{B'--BY  +  {C,  —  Cy; 

N  =  (A'-A)  . («'-*)  +(£'- J3)  •  (£'-€)+( C—  C) .  {y'-y); 
L  =  (  ce'  —  ce  )»  +  (g'  —  g  )»  +  (y' — y)\ 

On  aura  ainsi 

.  -,    ,  r   dt.  {F+H.t} 

<ynz=.  —  5m  .an.    l — — i— T. 

J  (M+2N.t-\-L.f)* 
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L'intégrale  doit  être  prise  pour  tout  le  temps  durant  lequel  l'ac- 
tion de  la  planète  sur  la  comète  est  sensible.  Avant  et  après,  la 
distance  i/~ M-\-zN .t-^L.l*  de  la  comète  à  la  planète ,  est  con- 
sidérable, et  rend  insensibles  les  élémens  de  l'intégrale  précédente, 
ensorte  qu'elle  peut  être  prise  depuis  /== — oo  jusqu'à  ^  =  00  , 
ce  qui  donne 

«  Gm'.naJFL—HN} 

(N*  —  ML).\/L 

Si  l'on  nomme/'  la  plus  courte  distance  de  la  comète  à  la  pla- 
nète ,  on  aura 

partant 

jv     _6m  .  na  .  (HN—  FL} 
U—  f'\L.VL 

On  peut  observer  ici  que  \/^L  est  la  vitesse  relative  de  la  comète. 

i3.  Appliquons  ces  divers  résultats  au  mouvement  de  la  pre- 
mière comète  de  1770,  troublée  par  l'action  de  la  terre  et  de 
Jupiter.  Les  astronomes  ont  fait  un  grand  nombre  de  tentatives 
infructueuses  pour  assujétir  son  mouvement  observé  aux  lois  du 
mouvement  parabolique.  Enfin  Lexel  a  reconnu  qu'elle  décri- 
vait une  ellipse  dans  laquelle  la  durée  de  la  révolution  n'était  pas 
de  cinq  ans  et  deux  tiers  :  il  a  représenté  par  ce  moyen  toutes 
les  observations  de  la  comète.  Un  résultat  aussi  singulier  ne  de- 
vait être  admis  qu'après  les  preuves  les  plus  incontestables,  et 
pour  les  acquérir,  l'Institut  national  a  proposé  pour  sujet  d'un 
prix,  la  théorie  cite  cette  comète,  fondée  sur  une  nouvelle  dis- 
cussion des  observations  et  des  positions  des  étoiles  auxquelles 
cet  astre  a  été  comparé.  C'est  ce  que  Burkart  a  fait  avec  le  plus 
grand  soin  ,  dans  sa  pièce  qui  a  remporté  le  prix  ,  et  ses  recherches 
l'ont  conduit  à  très-peu-près  au  résultat  de  Lexel,  sur  lequel  il 
ne  doit  maintenant  rester  aucun  doute.  Une  comète  dont  la  ré- 
volution est  aussi  prompte  devrait  souvent  reparaître  ;  cependant 
elle  n'a  point  été  observée  avant  1770  :  on  ne  l'a  point  revue  depuis. 
Pour  expliquer  ce  phénomène,  Lexel  a  remarqué  qu'en  1767  et 
1779,  cette  comète  a  fort   approché   de  Jupiter  dont  la  grande 
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action  a  pu  changer  la  distance  périhélie  de  la  comète  de  ma- 
nière à  la  rendre  visible  en  1770,  d'invisible  qu'elle  était  au- 
paravant, et  à  la  rendre  ensuite  invisible  depuis  1779.  Mais 
pour  admettre  cette  explication,  il  faut  être  assuré  que  les  mêmes 
élémens  de  l'orbite  de  la  comète  en  1770,  qui  satisfont  à  la  pre- 
mière condition,  remplissent  également  la  seconde,  ou  du  moins 
qu'il  suffit  de  supposer  dans  ces  élémens  ,  des  altérations  très-lé- 
gères, comprises  dans  les  limites  de  celles  que  l'attraction  des 
planètes  a  pu  produire  dans  l'intervalle  de  1767  à  1779.  Burkarfc 
a  bien  voulu,  à  ma  prière,  appliquer  à  cet  objet  les  formules 
précédentes  ,  pour  calculer  l'effet  de  l'action  de  Jupiter  sur  la 
comète  en  1767-,  il  a  supposé  à  son  orbite,  au  moment  de  sa 
sortie  de  la  sphère  d'activité  de  Jupiter,  les  élémens  suivans, 

temps  du  passage  au  périhélie  en  1770. . .    i4ao,lt,o34S, 
le  jour  commençant  à  minuit. 

Lieu  du  nœud  ascendant  sur  l'écliptique  en  1770. .  i46°,5527 

inclinaison  de  l'orbite i°,y5'jy 

lieu  de  périhélie  en  1770 595°,8525 

rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe o°, 785604 

durée  de  la  révolution  sydérale 2050^,095 

Il  a  fixé  ensuite  la  sortie  de  la  comète,  de  la  sphère  d'attrac- 
tion de  Jupiter,  au  9  mai  1767,  à  midi.  Eu  partant  de  ces  don- 
nées, et  prenant  pour  axe  des  x  le  rayon  vecteur  de  Jupiter  à 
cette  époque;  pour  unité  de  distance,  la  moyenne  distance  de 
la  terre  au  soleil,  et  un  jour  pour  l'élément  dt  du  temps;  il  a 
trouvé  à  la  sortie  de  la  sphère  d'activité 

a:,  =     o,o86g53;     y,^= —  0,21 4474°?      £i  =  —  0,0271989; 
*/,£.=— -0,001286;    dyl=.      o,oo36553;    dzl  = —  0,00004212; 

Ces  résultats  ont  donné  les  élémens  suivans  de  l'orbite  relative 
de  la  comète  autour  de  Jupiter , 

nœud  ascendant  sur  l'orbite  de  Jupiter 3i3°,6573; 

inclinaison 77°,7i85 

demi-grand  axe —  0,0220462 

rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe 1,86220 

lieu  du  perijove 248°,6o2 1 . 

entrée  dans  la  sphère  d'attraction  de  Jupiter. . . .  i8ian,358. 

De 
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De  là  on  a  conclu  les  valeurs  de  xlty\,  zl}  x,  y ,  z,  et  de  leurs 
différences  à  l'entrée  dans  la  sphère  d'attraction,  et  l'on  a  trouvé 

xt  =  —  0,1062065        y\  =  0,101175  ;        Zt—  —  0,181074*, 
dxyz=.  —  0,001699125  dy\  =0,001222953  dz1  =  —  0,00326065-, 

ce  qui  donne  à  l'entrée., 

x—       5,265i24  ;      y  —  —-  0,696215  ;       z  =  —  0,181074  ', 

dx  =  — ■  0,002949  ;     dy  =  —  o,oo8556  ;     dz  =  — ■  o,oo526o65. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  a  déterminé  l'ellipse  que  décrivait 
la  comète  avant  son  entrée  dans  la  sphère  d'attraction,  et  l'on 
a  trouvé  son  demi-grand  axe  égal  à  1 5,293  ;  et  le  rapport  de 
l'excentricité  au  demi-grand  axe  égal  à  0,61772.  La  distance  pé- 
rihélie est  ainsi ,  5,0826.  A  cette  distance  ,  la  comète  est  invi- 
sible pour  nous,  et  elle  a  disparu  long-temps  avant  que  de  l'at- 
teindre. 

Pour  déterminer  l'effet  de  l'action  de  Jupiter  sur  la  comète  , 
en  1779,  Burkart  a  supposé  à  son  orbite,  au  moment  de  son 
entrée  dans  la  sphère  d'attraction ,  les  élémens  suivans  : 

temps  du  passage  au  périhélie  en  1770. . .  i4août,026i 

lieu  du  nœud  ascendant  sur  l'écliptique  en  1770.  .  .  .  i46°,5722 

inclinaison  à  l'écliptique i°,75o5 

lieu  du  périhélie  en  1770 595°,8567 

rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axp.    -  .0,785474 

durée  de  la  révolution  sydérale 2o42;,68a. 

Ces  élémens  diffèrent  très-peu  des  précédens:.  leurs  différences 
sont  dans  les  limites  des  variations  qui  peuvent  être  dues  à  l'at- 
traction des  planètes,  et  l'action  seule  de  la  terre  a  suffi  pour 
en  produire  une  partie  considérable.  On  a  supposé  l'entrée  de  la 
comète  dans  la  sphère  d'activité  de  Jupiter,  le  20  juin  1779,  à 
midi;  et  en  prenant  pour  axe  des  x  le  rayon  vecteur  de  Jupiter 
à  cette  époque,  on  a  trouvé 

xt=     0,0660073      Ji=      °>227497  ;         ^  =  —  0,0095859; 
dxl= — 0,001 3195     dylz=, —  0,00375765-   dZi==i     0,00004690. 
Mécan.  cél.  Tome  IV.  F  f 
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Ces  valeurs  ont  donné  les  élémens  suivans  de  l'orbite  relative  de 
la  comète  autour  de  Jupiter  : 

nœud  ascendant  sur  l'orbite  de  Jupiter 76^9126  ; 

inclinaison 3o°,6o56  ; 

demi-grand  axe —  o,02o5o86  ; 

rapport  del'excentricité  au  demi-grand  axe. .  i,2Ô586  ; 

lieu  du  perijove 36°,34o7  ; 

sortie  de  la  sphère  d'activité  de  Jupiter. . . . 3octobr%g320  : 

De  là  on  a  conclu  les  valeurs  suivantes  de  se,  y ,  z,  et  de  leurs 
différentielles,  au  moment  de  la  sortie, 

.r  =  5,617747;  ^  =  0,729731;  z  =  0,1072202; 

dx^=  o,oo266i33  ;      ^  =  0,00692084;       dz  =  0,00177469, 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  a  délerminé  l'ellipse  que  la  comète 
a  décrite  autour  du  soleil ,  au  sortir  de  la  sphère  d'activité  de  Ju- 
piter, et  l'on  a  trouvé  son  demi-grand  axe  égal  à  6,388,  et  le 
rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe  égal  à  0,47797 ,  ce 
qui  donne  la  distance  périhélie  égale  à  3,3346.  Avec  une  pareille 
distance  périhélie  ,  la  comète  sera  toujours  invisible.  On  voit 
donc  que  l'attraction  de  Jupiter  a  pu  rendre  cet  astre  visible  en 
1770,  d'invisible  qu'il  était  auparavant,  et  le  rendre  ensuite  in- 
visible depuis  t77q-,  et  l'on  conçoit  qu'une  infinité  d'autres  varia- 
lions  dans  les  élémens,  que  l'action  des  planètes  a  pu  produire, 
donnent  des  résultats  semblables.  Il  me  paraît  donc  que  c'est  à 
l'action  de  Jupiter,  qu'il  faut  attribuer  le  double  phénomène  que 
nous  nous  sommes  proposés  d'expliquer. 

De  toutes  les  comètes  que  nous  connaissons,  cette  comète  est 
celle  qui  a  le  plus  approché  de  la  terre  :  elle  a  dû  en  éprouver 
une  action  sensible.  Déterminons  par  les  formules  du  n°  pré- 
cédent, l'altération  que  cette  action  a  produite  dans  la  durée  de 
sa  révolution  sjdérale.  En  adoptant  les  derniers  élémens  que 
nous  avons  donnés  de  cette  comète;  en  fixant  l'origine  du  temps  t, 
au  2iui!let,o567,  ce  qui  est  à-peu-près  le  moment  de  la  plus  grande 
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proximité  de  la  comète  à  la  terre-,  enfin,  en  prenant  un  jour  pour 
unité  de  temps,  on  a,  en  prenant  pour  l'axe  des  x,  le  rayon  vecteur 
de  la  terre,  à  l'origine  du  temps  t, 

A'  =  o;  23'  =  o;  C'  =  o; 

A.  =  0,004890  ;  B  =  o,oo3i24g  ;  C  —      0,0146097  5 

a    =  o,oooi5o;  6'  =  0,0169135  ;  y'  =   o; 

a    =  o,oi2i53j  Ç=o,oi86ii4j  y  =  —  0,006110. 

Ces  valeurs  donnent 

jF  =  — 0,000028321  j  22  = —  o,ooo2i48o5j  21  =  0,0001842873 
M=     0,000247121;  iV  =  —- 0,00002  5265; 

d'où  l'on  tire 

—  =  104,791  .m  .a. 


Le  demi  -  grand  axe  d  de  l'orbe  terrestre  étant  pris  pour  unité, 
on  a  — =  a;  de  plus,  -71=  —r\  on  aura  donc 


$n  ,  ,        n'3 

—  =  104,791   .  m  .   — . 

n  v> 

Si  l'on  nomme   T  la   durée  de  la   révolution  de  la   comète ,   et 
ST  sa  variation  correspondante  à  JVz;  on  aura 

«T  =  400°  =  (  n  +  £n  ).(  T+  <£T)  ; 

d'où  l'on  tire 

«Tre  $T 

—  —  —    T- 

En  nommant    T'  la  durée  de  l'année  sjdérale,  on  a 

n        T^_ 

n'  ~    T  > 

partant 

^Z=-  104,791.  m'.  (rff.T. 

Ff3 
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En  supposant,   comme  dans  le  livre  VI, 


ni 


'  52g63o  ' 
et  faisant   Tz~  20^2^,682,  on  trouve 

cT:r=  — a',o46, 

c'est  la  quantité  dont  l'action  de  la  terre  a  diminué  la  durée  de 
la  révolution  de  la  comète. 
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CHAPITRE   III. 

De  V action  des    Comètes   sur  les   Planètes  ,   et   de 

leurs  masses, 

J_jes  comètes  éprouvant,  par  l'action  des  planètes,  de  grandes 
perturbations;  elles  doivent  réagir  sur  ces  corps,  et  troubler  leurs 
mouvemens.  On  peut  déterminer  par  les  formules  des  deux  cha- 
pitres précédens,  les  altérations  des  élémens  des  orbes  planétaires, 
dues  à  l'action  des  comètes.  Heureusement  cette  action  est 
insensible ,  et  l'attraction  mutuelle  des  planètes  suffit  jusqu'à 
présent,  pour  expliquer  toutes  les  inégalités  du  mouvement  des 
planètes  et  de  leurs  satellites.  Les  observations  sont  représentées 
par  ce  moyen  avec  une  telle  précision ,  que  l'on  ne  peut  se  re- 
fuser à  reconnaître  que  les  masses  des  comètes  sont  d'une'  pe- 
titesse excessive.  De  toutes  les  comètes  observées ,  celle  qui  pa- 
raît avoir  le  plus  approché  de  la  terre,  est  la  première  comète 
de  1770.  On  a  vu  dans  le  chapitre  précédent,  que  l'action  de 
la  terre  sur  elle  a  diminué  de  2;,o46 ,  sa  révolution  sydérale  5 
or  on  a  par  le  n°  65  du  second  livre  , 

JW  =  —  -v~a    *-■ 

m 

et  parconséquent 


"ni.  I/o'*"' 

U  y 

Sri  ._           m.  y  a        n 

Sn 

■       1 
n 

En  substituant—  pour  \f    -, ,  et  pour  — ,  sa  valeur  trouvée  dans 

715  *  a  .  n 


le  n°  précédent,  104,791  .m'J—t;  on  aura 

n* 
Sn'  , 

^-=— 104,791  .m , 
d'où  l'on  tire 

é'T'  =  104,791  'TU  .-  T'r 
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Si  l'on  suppose  la  masse  m  de  la  comète  ,  égale  à  la  masse  m'  de 

la  terre  ,  on  trouve  pour  l'augmentation  £T'  de  l'année  sydérale, 

f  T  =  o>, 11612. 

Nous  sommes  bien  certains  par  toutes  les  observations,  et  surtout 
par  les  nombreuses  comparaisons  des  observations  deMaskeline, 
que  Delambre  vient  de  faire  pour  construire  ses  tables  du  soleil , 
que  la  comète  de  1770  n'a  pas  altéré  de  2", 8,  l'année  sjdérale; 
ainsi  nous  pouvons  être  sûrs  que  sa  masse  n'est  pas  3-—  de  celle 
de  la  terre. 

Il  résulte  des  calculs  du  chapitre  précédent,  que  cette  comète  a 
traversé  le  système  entier  des  satellites  de  Jupiter  ;  et  cependant 
elle  ne  paraît  pas  y  avoir  causé  la  plus  légère  altération. 

Non-seulement   les  comètes  ne    troublent   point   sensiblement 
par  leurs  attractions,  les  mouvemens  des  planètes  et  des  satellites-, 
mais  si  dans  l'immensité  des  siècles  écoulés,  quelques-unes  d'elles 
ont  rencontré  ces  corps ,  comme  cela  est  très-vraisemblable  ,  il 
ne  paraît  pas  que  leur  choc  ait  eu  sur  ces  mouvemens  une  grande 
influence.  Il  est  difficile  de  ne  pas  admettre  que  les  orbes  des  pla- 
nètes et  des  satellites  ont  été  presque  circulaires  dès  leur  origine, 
et  que  leur  petite  ellipticité  ,  ainsi  que  la  commune  direction  des 
mouvemens  d'occident  en  orient,  dépendent  des  circonstances  pri- 
mitives du  système  planétaire.  L'action  descomètes  etleurchoc  n'ont 
point  changé  ces  phénomènes  ;  et  cependant  si  l'une  de  celles  qui 
ont  rencontré  la  lune  ou  un  satellite  de  Jupiter,  eût  eu  une  masse 
égale  à  celle  de  la  lune,  il  n'est  pas  douteux  qu'elle  eût  pu  rendre 
leurs  orbes  très-excentriques.  L'astronomie  nous  offre  encore  deux 
autres   phénomènes    très-remarquables,   qui  paraissent  dater  de 
l'origine  du  système  planétaire ,  et  qu'un  choc  assez  peu  consi- 
dérable aurait  fait  disparaître;  je  veux  parler  de  l'égalité  des  mou- 
vemens de  rotation  de  la  lune,  et  de  la  libration  des  trois  pre- 
miers satellites  de  Jupiter.  Il  est  aisé  de  voir  par  les  formules 
exposées  dans  le  cinquième  livre  et  dans  le  précédent ,  que  le  choc 
d'une  comète  dont  la  masse  ne  serait  qu'un  millième  de  celle  de 
la  lune  ,  suffirait  pour  donner  des  valeurs  très-sensibles  à  la  libra- 
tion réelle  de  la.  lune ,  et  à  celle  des  satellites.  Nous  devons  donc 
être  rassurés  sur  l'influence  des  comètes,  et  les  astronomes  n'ont 
aucune  raison  de  craindre  qu'elle  puisse  nuire  à  l'exactitude  des 
tables  astronomiques. 
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LIVRE    X. 

Sur  divers  points  relatifs  au  système  du  monde. 

j_Jans  le  plan  que  j'ai  donné  de  cet  Ouvrage,  j'ai  annoncé 
l'examen  de  diverses  questions  qui  ont  rapport  au  système  du 
monde.  Ce  livre  est  destiné  à  remplir  cet  objet  après  lequel  il 
ne  me  restera  plus  qu'à  présenter  dans  une  notice  historique  , 
l'enchaînement  des  découvertes  qui  ont  élevé  la  physique  céleste 
à  la  hauteur  où  elle  est  maintenant  parvenue. 

CHAPITRE    PREMIER. 

Des  réfractions  astronomiques. 

i .  J_j  E  mouvement  de  la  lumière  ,  dans  les  milieux  qu'elle  tra- 
verse, et  surtout  dans  notre  atmosphère,  est  un  des  points  les 
plus  importans  de  l'astronomie,  soit  par  sa  théorie,  soit  par  son 
influence  dans  toutes  les  observations  astronomiques.  Nous  n'ap- 
percevons  les  astres  qu'à  travers  un  milieu  transparent  qui,  en 
infléchissant  leurs  rayons ,  change  leur  position  apparente  et  nous 
les  montre  dans  un  lieu  différent  de  celui  qu'ils  occupent  ;  il  im- 
porte donc  de  connaître  les  lois  de  cette  inflexion ,  pour  avoir  la 
situation  réelle  de  ces  corps. 

Equation  différentielle  du  mouvement  de  la  lumière. 

Considérons  la  trajectoire  décrite  par  un  rayon  de  lumière  qui 
traverse   l'atmosphère,    et  supposons  toutes  les   couches  de  l'at- 
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mosphère ,  sphériques  et  de  densités  variables  suivant  une  fonc- 
tion de  leur  hauteur.  Concevons  encore  que  le  rayon  parte  de  l'œil 
de  l'observateur  pour  retourner  à  l'astre.  Il  décrira  visiblement 
la  même  courbe  qu'il  a  décrite  en  venant  de  l'astre  à  l'obser- 
vateur. Nommons  r  le  rayon  mené  du  centre  de  la  terre  à  un 
point  quelconque  de  cette  trajectoire  ;  v  l'angle  que  ce  rayon  forme 
avec  la  verticale  de  l'observateur,  ou  avec  le  rayon  mené  du 
centre  de  la  terre  supposée  sphérique,  à  l'observateur.  Il  est  vi- 
sible que  la  force  qui  écarte  le  rayon  de  lumière  de  sa  direction  , 
est  dirigée  vers  le  centre  de  la  couche,  ou  de  la  terre  ;  puisqu'il 
n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'elle  s'en  éloigne  d'un  côté  plutôt 
que  de  l'autre.  Nommons  <p  cette  force  que  nous  considérerons 
comme  une  fonction  de  r.  L'équation  (3)  du  n"  2  du  second 
livre  donnera 

*=     :    y    cd\  i(0 

9*  étant  une  constante  ajoutée  à  l'intégrale  z.fçdr.  De  plus,  si 
l'on  nomme  dt  l'élément  du  temps 3  on  a  par  le  même  n°; 

f-dv  =  cdt. 

Soit  ô  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  la  verticale 
de  l'observateur,  et  2/  l'angle  que  cette  même  tangente  fait  avec 
le  rayon  r;  on  aura 

v  +  (/  =  0  j 

.  ,        r.  dv  c 

t"g-  "  =  —  =  -7-7===  ; 


d'où  il  est  facile  de  conclure 


r 


—  2  .f<p .  dr 


-  .  <pdr 

dB  = J"  y         &  i  (2> 

L'angle  9  à  l'origine  de  la  courbe ,  est  le  complément  de  la  hau- 
teur apparente  de  l'astre,  A  l'autre  extrémité,  il  exprime  le  com- 
plément 
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pléraent  de  sa  hauteur  vraie.  A  la  rigueur ,  le  complément  de 
cette  dernière  hauteur  est  l'angle  formé  par  la  verticale  de  l'ob- 
servateur ,  et  par  une  droite  menée  de  l'astre  à  l'observateur.  Mais 
vu  le  peu  de  hauteur  de  l'atmosphère ,  et  la  petitesse  des  réfrac- 
tions astronomiques,  cette  droite  peut  être  censée  se  confondre 
avec  la  tangente  menée  à  la  courbe  décrite  par  le  rajon  de  lu- 
mière ,  au  point  où  il  entre  dans  l'atmosphère  :  la  différence  est 
insensible,  même  pour  la  lune.  Il  suit  de  là  que  l'intégrale  de 
l'expression  de  de,  prise  depuis  l'origine  de  la  courbe  jusqu'à  son 
autre  extrémité  ,  est  la  réfraction  de  l'astre.  Mais  pour  avoir  cette 
intégrale ,  il  faut  déterminer  les  valeurs  des  constantes  c  et  q  , 
et  la  fonction  <p. 

La  constante  c  se  déterminera  facilement ,  en  observant  que 
si  l'on  nomme  a  le  rayon  mené  du  centre  de  la  terre  à  l'obser- 
vateur, et  si  l'on  fait  commencer  l'intégrale  f$dr  à  l'origine  de 
la  courbe  ;  enfin,  si  l'on  nomme  0  la  valeur  de  9  à  ce  même 
point,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  distance  apparente  de 
l'astre  au  zénith  ;  on  a  par  ce  qui  précède, 


tang.0=  ; 

d'où  l'on  tire 

-  =  q  .  sin.0. 

2.  La  valeur  de  q  dépend  de  l'intégrale  f$dr,  et  parconsé- 
quent ,  de  la  nature  de  (p.  Pour  déterminer  cette  fonction ,  con- 
sidérons un  rayon  de  lumière  qui  doit  pénétrer  dans  un  corps 
transparent  terminé  par  des  surfaces  planes.  La  molécule  de  lu- 
mière ,  avant  son  entrée  dans  le  corps  ,  est  attirée  perpendicu- 
lairement à  la  surface  plane  par  laquelle  elle  doit  y  pénétrer.  En 
effet,  l'action  des  corps  sur  la  lumière  n'étant  sensible  qu'à  de 
très-petites  distances,  les  parties  du  corps  un  peu  éloignées  delà 
molécule  de  lumière  n'ont  point  d'action  sensible  sur  elle,  et  l'on 
peut,  dans  le  calcul  de  l'action  des  corps,  le  considérer  comme 
un  solide  infini  terminé  par  une  surface  plane  indéfinie  dans  tous 
Mécan.  cél.  Tome  IV.  G  g 
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les  sens.  Dans  cette  hypothèse,  il  est  visible  que  l'action  du  corps 
sur  la  molécule  de  lumière  est  perpendiculaire  à  sa  surface. 

Considérons  d'abord  cette  molécule  avant  son  entrée  dans  le 
corps.  Soit  s  la  distance  de  la  molécule  de  lumière  à  une  couche 
infiniment  mince  du  corps,  parallèle  à  sa  surface.  Soit  çds.It(s), 
l'action  que  cette  couche  exerce  sur  la  molécule,  p  étant  la  den- 
sité du  corps,  et  ds  étant  l'épaisseur  de  la  couche.  Si  l'on  nomme/, 
la  valeur  de  s  relative  à  la  surface  extérieure  ;  il  faudra,  pour 
avoir  l'action  totale  du  corps  sur  la  molécule  de  lumière ,  inté- 
grer pds.U(s)  depuis  s  =  s'  jusqu'à  ,s=co.  Soit  n,(/),  l'inté- 
grale fds .  n  (s)  prise  dans  ces  limites. 

Maintenant,  si  l'on  nomme  x  et  s'  les  coordonnées  orthogo- 
nales de  la  molécule  de  lumière,  x  étant  parallèle  à  la  surface 
du  corps,  et  dans  le  plan  formé  par  la  verticale  à  cette  surface, 
et  par  la  direction  du  rayon  lumineux  ;  on  aura 

ddx 


de 

dds' 


df 


=  -p.n1(Oi 


dt  étant  l'élément  du  temps,  supposé  constant.  On  a  donc,  en 
multipliant  la  première  de  ces  équations  par  dx  ,  la  seconde 
par  ds' ,  et  en  intégrant  leur  somme, 

x  ~t  s-  =  constante  —  2  .fpds' .  IT,  (s'). 

Pour  déterminer  la  constante,  nommons  A^rintégraleyî/,s'.n,(*'), 
prise  depuis  /  =  q  jusqu'à  s'  =00  ;  nommons  encore  n  la  vitesse 
de  la  lumière  ,  à  une  distance  sensible  du  corps.  A  cette  dis- 
tance, Jds' .Hl(_s'')  est  égal  à  K  ,  parceque  l'action  du  corps  sur 
la  lumière  n'est   sensible  qu'à  de  très-petites  distances  ;  on  a  don© 

71*  =  constante  —  zp K  y 

et  parconséquent 

constante  =  n1  +  2pK  y 
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d'où   l'on  tire 

dx*  +  ds'* 


dt* 


=  ?i*  -f-  2pK  —  ap  ./ds'.  n,  (s'). 


Ainsi,   à  l'entrée  de  la  lumière  dans  le  corps,   où  s'  est  nul  et 
où  l'intégrale   commence ,  le  carré  de   la  vitesse  de  la  lumière 

estn*-j-2pK. 

Pour  avoir  la  valeur  du  carré  de  cette  vitesse ,  lorsque  la  lu- 
mière a  pénétré  dans  le  corps,  de  la  quantité  s';  nous  obser- 
verons que  s'  étant  la  distance  de  la  molécule ,  à  la  surface  du 
corps ,  elle  est  attirée  vers  cette  surface  par  une  couche  de  l'épais- 
seur s';  mais  cette  attraction  est  détruite  par  l'attraction  d'une 
couche  inférieure  de  la  même  épaisseur  ;  ensorte  que  la  molé- 
cule n'est  sollicitée  à  se  mouvoir  que  par  l'attraction  des  couches 
inférieures  à  celle-ci;  elle  est  donc  sollicitée  delà  même  manière 
que  lorsqu'elle  était  au-dehors,  et  à  la  distance  s'  de  la  surface 
du  corps  ;  ainsi  l'attraction  que  le  corps  exerce  sur  elle  est  égale 
à  p.nt(/).  Mais  ici,  cette  attraction  tend  à  augmenter  s';  en  nom- 
mant donc  x  et  s'  les  deux  coordonnées  de  la  molécule,  on  aura 


ddx 
dd/ 


d? 


=  p.n1(5'). 


d'où  l'on  tire 

dx*  +  d/* 


dr- 


constante  -f-  2p  ./ds' .  !!,(/). 


La  constante  est  évidemment  le  carré  de  la  vitesse  de  la  molé- 
cule, au  point  où  elle  pénétre  dans  le  corps,  et  nous  venons  de 
voir  que  ce  carré  est  égal  à  n*-\-2pK.  Pour  déterminer  la  valeur 
de  l'intégrale  fds'.U^s),  lorsque  la  molécule  a  sensiblement  pé- 
nétré dans  le  corps,  on  doit  observer  qu'elle  est  à  très-peu-près 
égale  à  cette  valeur  prise  depuis  s'  =  o  jusqu'à  s'  =  oo  ,  et  par- 
conséquent  égale  à  A;  on  a  donc,  lorsque  la  molécule  a  sensi- 
blement pénétré  dans  le  corps , 

dx*  +  dsf*  ' .    j. 

Gg3 
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Nommons  9  l'angle  d'incidence  que  la  direction  du  rayon  de  lu- 
mière fait  avec  la  perpendiculaire  à  la  surface,  avant  son  en- 
trée dans  le  corps,  et  lorsqu'il  en  est  encore  sensiblement  éloi- 
gné; on  aura 

/,         dx 

Nommons  6'  l'angle  de  réfraction  que  ce  rayon  forme  avec  la 
perpendiculaire  à  la  surface ,  lorsqu'il  a  pénétré  sensiblement 
dans  le  corps  ;  on  aura 

n,  dx  dx 

sin.6  =■ 


Vdx^d,''"  ndt^/i+4jK 


Les  valeurs  de  -£  sont  les  mêmes  dans  ces  deux  cas,  puisque  l'on 
a  constamment  -—£-  =  o;  on  a  donc 


m  sin.  fi  ,    . 

sin.6  = 7  ■    ;  (a) 

c'est-à-dire,  que  le  sinus  d'incidence  est  au  sinus  de  réfraction  > 
en  raison  constante1,  et  cette  raison  est  celle  de  la  vitesse  de  la 
lumière  après  avoir  sensiblement  pénétré  dans  le  corps ,  à  sa  vi- 
tesse avant  que  d'y  pénétrer ,  et  lorsqu'il  en  est  encore  à  une  dis- 
tance sensible. 

La  quantité  ^pK  est  l'accroissement  du  carré  de  la  vitesse  de 
la  lumière,  lorsqu'elle  a  éprouvé  toute  l'action  du  corps  trans- 
parent. Cette  quantité  n'est  pas  la  même  dans  les  divers  corps 
diaphanes  :  elle  ne  suit  pas  la  raison  de  leurs  densités.  Il  est 
possible  que  la  fonction  de  la  distance,  qui  exprime  leur  action 
sur  la  lumière-,  soit  différente  pour  chacun  d'eux  :  il  se  peut  qu'elle 
soit  la  même,  et  qu'elle  ne  diffère  dans  les  divers  corps,  que  par 
le  produit  de  leur  densité  multipliée  par  un  coefficient  constant 
différent  suivant  leur  nature.  Dans  ces  deux  suppositions ,  l'action 
totale  des  corps  sur  la  lumière  sera  la  même  ;  et  comme  dans  le  calcul 
on  n'a  besoin  que  du  résultat  total  de  cette  action ,  on  peut  employer 
la  seconde  supposition  ,  comme  la  plus  simple.  Le  coefficient  con- 
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tant  dont  je  viens  de  parler,  peut  représenter  l'intensité  respective 
de  l'action  des  corps  sur  la  lumière,  ou  leur  pouvoir  réfringent. 

Ce  coefficient  est  proportionnel  à  ^-  ;  ainsi  l'on  peut  représenter 

par  cette  dernière  quantité,  le  pouvoir  réfringent  des  corps.  Si  l'on 
nomme  i  le  rapport  du  sinus  d'incidence  au  sinus  de  réfraction , 
on  aura  par  ce  qui  précède, 

4K  _  ï- 1  , 

ri*  p      7 

on  aura  donc  par  cette  formule ,  les  rapports  des  pouvoirs  réfrin- 
gens  des  diverses  substances  de  la  nature. 

Les  rayons  de  diverses  couleurs  étant  différemment  réfrangibles, 
il  faut,  ou  que  leurs  vitesses  ne  soient  pas  les  mêmes,  ou  que 
l'intensité  de  l'action  des  corps  soit  différente  sur  chacun  de  ces 
rayons.  La  différence  des  vitesses  ne  peut  pas  expliquer  seule 
tous  les  phénomènes  de  la  réfrangibilité  des  rayons  ;  car  alors,  la 
différence  des  réfractions  des  rayons  extrêmes,  c'est-à-dire,  la  dis- 
persion de  la  lumière ,  serait  la  même  pour  tous  les  corps  qui  ré- 
fracteraient également  les  rayons  moyens ,  ce  qui  est  contraire 
à  l'expérience. 

Considérons  présentement  le  rayon  en  mouvement  dans  l'inté- 
rieur du  corps,  et  lorsqu'il  est  sur  le  point  d'en  sortir  par  une 
surface  plane  inclinée  de  l'angle  e  à  la  surface  d'entrée.  Soit 
s'  sa  distance  à  cette  surface,  et  nommons  x  l'abscisse  parallèle 
à  la  même  surface  ;  on  aura 

ddx 

O 


dr  —  ■' 

dds' 


de 


p.n.co 


d'où  l'on  tire 


/» 


,-  =  constante  +ap  ./ils',  n,  (s')  ; 
l'intégrale  étant  prise  depuis  s'=o-.  Lorsque*'  a  une  valeur  sen- 
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sible,  celte  intégrale  est  égale  à  2Kp ,  et  l'on  a 


dx 

~dt  ' 

:  Il 

•p  • 
.p. 

,  sin, 
cos 

,(9'H-0; 

ds'  _ 

dt  ~~ 

■  (ô'-f-O; 

partant , 

constante  =  rf  .  (i  -f*^- .  f\  .  cos*.  (S'  +  e)  —  aisTp; 
ce  qui  donne 

^  =  ^.(I+^.P),cos*.(6'  +  0-^P  +  2p./^'.ni(.y'). 

Cette  valeur  de  -7—  deviendra  nulle  avant  que  le  rayon  ait  at- 
teint la  surface  de  sortie  ,  toutes  les  fois  que  ( i-f-^  p  j .  cos\(6'-H) 
sera  moindre  que  ^  .p.  Dans  ce  cas,  il  est  visible  que  la  valeur 

de  -j-  restera  toujours  la  même,  et  que  le  rajon  décrira  en  s'éloi- 

gnant  de  la  surface  de  sortie,  une  branche  de  courbe  entièrement 
semblable  à  celle  qu'il  décrit  en  s'en  approchant,  le  sommet  de 

ds' 

la  courbe  entière  étant  au  point  où  -7-  est  nul.  L'action  des  corps 

sur  la  lumière  n'étant  sensible  qu'à  de  très-petites  distances  ;  la 
partie  sensiblement  courbe  de  cette  trajectoire  peut  être  regar- 
dée comme  un  point,  et  les  deux  branches  de  la  courbe  comme 
deux  droites  qui  se  réunissent  à  ce  point,  ensorte  que  le  rajon 
paraît  se  réfléchir  de  la  surface  de  sortie,  en  formant  l'angle  de 
réflexion  égal  à  l'angle  d'incidence.  La  limite  de  cette  réflexion 
a  lieu,  lorsque  le  sinus  de  l'angle  d'incidence  ô'-f-e,  sur  la  sur- 
face de  sortie ,  est  égal  à 


v7 


.   2  A' 

M — -  •  p 

i-f-^r-  p 

II  ' 


et  cette  réflexion  a  toujours  lieu  ,  lorsque  le  sinus  de  l'angle  d'inci- 
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dence  surpasse  cette  quantité  ;  mais  lorsqu'il  est  plus  petit,  le 
rajon  sort  du  corps ,  et  il  est  facile  de  voir  qu'à  la  distance  s' 
de  la  surface  de  sortie ,  on  a 

l'intégrale  étant  prise  depuis  s'=o.  A  une  distance  sensible  s', 
on  a  fds' .  n,(/)  =  K  ;  partant , 

*£  =  »•.  (1  +  éâ .  p)  .  cos».  (ô'+O  -  4Kp  -, 

<7/a 

-j-  deviendra  donc  nul ,  toutes  les  fois  que  l'on  aura 

sin.  (ô'  +  e)  > ,   \ 

Dans  ce  cas,  le  rayon  paraîtra  encore  se  réfléchir  de  la  surface, 
en  formant  l'angle  de  réflexion  ,  égal  à  l'angle  d'incidence.  Ainsi  , 

depuis  sin.(9'-j-e)  = r— =^=^iu,riqu'asin.(9'-f-ê)=: -, 

le  rayon  paraîtra  encore  se  réfléchir  de  la  surface ,  mais   après 

être  sorti  du  corps  diaphane  ;  et  depuis  sin.  ^9'  + a)  = y         — =.3 

,4K 


'P^:i -■'■ 


jusqu'à  sin.  (S'-f-e)  =  1  ,  le  rajon  paraîtra  se  réfléchir  de  la  sur- 
face, mais  il  ne  l'atteindra  pas.  Lorsque  sin.  (9'  +«)  est  moindre 

que  —  .  --  ;  le  rayon  sortira  du  corps  sans  réfléchir.  On 

aura  alors  à  une  distance  sensible  du  corps  3 


~di 


;  =  ;2».(iH-^.p).sin=.(9'  +  0 
=  q! .  (1  +  é* ..p)  .  cos'.  (6'+  e.)  -  Wty  ï 
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ce  qui  donne  le  carré  de  la  vitesse  de  la  lumière,  égal  an",  et 
parconséquent  le  même  qu'avait  l'entrée  du  rayon  dans  le  corps. 
Après  la  sortie  et  à  une  distance  sensible  ,  si  l'on  nomme  6"  l'angle 
que  la  direction  du  rayon  fait  avec  la  perpendiculaire  à  la  surface 
de  sortie ,  on  aura 

sin.flg=  : 

partant , 

sin.&^l/ï+^.p.sin.CÔ'  +  g). 

Concevons  la  surface  de  sortie,  contiguë  à  la  surface  d'un  second 
corps  opaque  ou  diaphane,  et  dont  nous  représenterons  par 
fj'.^^s') ,  l'action  de  la  lumière  à  la  distance  s'}  p'  étant  sa 
densité  ;  on  aura,  tant  que  le  rayon  sera  dans  le  premier  corps  , 

igl^p.n.co-f'.  *.(<);     • 

ce  qui  donne 

^=/z\  A+^.PYcosa.o;,+0—  2/C,o-f  2A"p-{- 2?.fds,.Bl^)-rz/.fdsr.^i(/)', 

K'  étant  l'intégrale  fd s'.^  (s')  prise  depuis  s'  =  o  jusqu'à  /=©?. 
Dans  ce  cas ,  le  rayon  paraît  se  réfléchir  à  la  surface  commune 
des  deux  corps,  sans  pénétrer  dans  le  second,  toutes  les  fois  que 
le    sinus    d'incidence    sin.(ô'-{-6)    est  égal    ou    plus    grand    que 


V 


Si  le  rayon  sort  du  premier  corps  et  pénètre  dans   le  second  j 
il  est  aisé  de  voir  qu'à  la  distance  s'  de  la  surface,  on  aura 

^=»a  •  (i  +  ^  •  />)  ■  cos^.CÔ'+O-aA'p+aA-y-^./^'.n.OO+V-/*'-^^). 
A  une  distance  sensible,  on  a 

^=^.(i  +  ^.p).cos=.(ô'-f-0~4K.p-f-4^'.p'i 

le 
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le  rayon  se  réfléchira  doue  touies  les  fois  que  sin. (â'-f-g)  sera 


égal  ou  plus  grand  que  \    /   -j-y- —  \    ce    °iui   suppose   K'  p" 

moindre  que Kp.  Lorsque  sin.(é'-f-e)  sera  compris  entre  cette  limite 


:1  \/  — if* — ; 


et  celle-ci  ^    /  -j-j^ ',  le  rayon  continuera  de  se  ré- 

fléchir  en  pénétrant  dans  le  second  corps.  Lorsque  sin.(ô'-f-g) 
surpassera  cette  dernière  limite,  le  rayon  continuera  de  se  réfléchir , 
mais  il  cessera  de  pénétrer  dans  le  second  corps.  Si  ce  dernier  corps, 
par  sa  nature,  absorbe  la  lumière,  le  rayon  ne  pourra  être  réflé- 
chi que  de  cette  seconde  manière;  et  alors  l'observation  de  la 
limite  à  laquelle  il  cesse  de  se  réfléchir,  déterminera  la  valeur  de 
K' '  .p ',  et  parconséquent  le  pouvoir  réfractif  du  second  corps.  On 
pourra  donc  ainsi  déterminer  par  l'expérience ,  le  pouvoir  réfractif 
des  corps  même  opaques. 

Lorsqu'un  rayon  de  lumière  traverse  différens  milieux ,  terminés 
par  des  surfaces  planes  et  parallèles;  il  est  facile  de  voir  par  l'analyse 
précédente,  i°.  que  le  carré  de  sa  vitesse  perpendiculaire  à  la  sur- 
face dans  le  premier  milieu,  est  augmenté  d'une  quantité  Q  dé- 
pendante de  l'action  de  ce  milieu  sur  la  lumière  ;  20.  qu'après  être 
sorti  du  premier  milieu,  et  après  avoir  sensiblement  pénétré  dans 
le  second,  le  carré  de  cette  vitesse  s'accroît  de  la  différence  Q' — Q, 
des  actions  du  second  et  du  premier  milieu,  et  ainsi  de  suite  ; 
d'où  il  résulte  que  pour  un  nombre  /-f-i  de  milieux,  l'accrois- 
sement de  ce  carré  est  Qco,  et  parconséquent  il  est  le  même -que 
si  la  lumière  avait  pénétré  immédiatement  dans  le  dernier  mi- 
lieu ;  et  comme  le  carré  de  la  vitesse  horizontale  ou  parallèle 
aux  surfaces,  reste  toujours  la  même,  on  voit  que  dans  ces  di- 
vers milieux ,  la  vitesse  de  la  lumière  est  la  même  que  si  elle  eût 
pénétré  immédiatement  dans  chacun  d'eux  :  sa  direction  est  pa- 
rallèle à  celle  qu'elle  eût  eue  dans  ce  dernier  cas. 

En  général ,  quels  que  soient  les  milieux  par  lesquels  la  lumière 
arrive  dans  un  corps,  et  quelle  que  soit  l'inclinaison  mutuelle  de 
Mécan.  cél.  Tome  IV.  Hh 
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leurs  surfaces;  la  vitesse  de  la  lumière  dans  ce  corps  est  toujours 
la  même. 

3.  Nommons  présentement  p  la  densité  d'une  couche  de  l'at- 
mosphère dont  le  rayon  est  r.  Dans  le  calcul  de  l'action  de  cette 
couche  sur  la  lumière,  on  peut  la  considérer  comme  étant  plane, 
à  cause  du  peu  d'étendue  de  cette  action,  et  de  la  grandeur 
du  rayon  terrestre.  La  densité  d'une  couche  inférieure  de  la  quan- 
tité s ,  est 

dû  .s2       tZ2p 

c  —  s  .  /H --jt  —  etc. 

r  dr        1.2      ni'2 

L'action  de  cette  dernière  couche  sur  un  corpuscule  placé  à  la 
distance  r  du  centre  de  la  terre,  est 

„.(,).{,-,.£  +  £.&-*„.} 

L'action  d'une  couche  supérieure  de  la  qtiantité  s ,  sur  le  même 
corpuscule,  est 

La  différence   de  ces  actions  est 

Il  faut  multiplier  cette  différence  par  ds ,  et  l'intégrer  depuis 
$=o  jusqu'à  5=co  ,  pour  avoir  la  force  totale  avec  laquelle  l'at- 
mosphère détourne  le  corps  lumineux  vers  le  centre  de  la  terre  , 
ou  la  valeur  de  <p  ;  or  on   a  par  ce  qui  précède , 

Ul(s)=fds.U(s); 

l'intégrale  étant  prise  depuis  s=s  jusqu'à  s  =  do.  En  prenant  donc 
l'intégrale  depuis  5  =  0  jusqu'à  s=  s,  on  aura 

fds  .  U(s)  =  constante  —  n,  (s)  ; 

d'où  il  est  aisé  de  conclure 

fsds  ,UÇs)=.-r-s.U1  (s)  -\-Jds  .  FF,  (s). 

La  fonction  s. n,(^)  est  nulle  lorsque  5=  oj  elle  est  encore  nulle^ 
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lorsque  5  est  infini;  car   la    fonction  n,  (s)  est  alors   infiniment 

petite  et  infiniment  moindre  que-,  puisque  l'action  des  corps  sur 

la  lumière  est  insensible  à  de  très-petites  distances.  On  a  donc , 
en  prenant  l'intégrale  depuis  5  =  0  jusqu'à  s=bo, 

fsds  .  n (s)=fds  . \ (s)  =  K ; 

K  étant  ici  la  même  chose  que  dans  le  n°  2.  Les  termes 
|  .fs3ds .  FF  (s) ,  Y±-.fs5ds.n(s),  etc.  peuvent  être  négligés  relative- 
ment à  Jsds.U.(s),  à  cause  du  peu  d'étendue  de  l'action  des  corps 
sur  la  lumière.  En  effet,  supposons,  par  exemple,  que  cette  ac- 
tion soit  représentée  par  Q .  c~ ",  c  étant  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  l'unité,  /  étant  un  très-grand  nombre,  ce 
qui  rend  c~ "  insensible  à  une  très-petite  distance.  Les  intégrales 

fsds.c~ù,  ~.fs3ds.c~",  deviennent  -^,  -^ ,  etc.  ;  d'où  l'on  voit  que 

\.fs3ds.Tl(s')>    ~z.Js5ds.n(s) ,    sont   insensibles  relativement    à 
Jsds .  n  (s)  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  cela  a  lieu  pour  toute  autre 
fonction  qui  rend  l'action  de  la  lumière,   insensible  à  de  très- 
petites  distances.  Il  suit  de  là  que  <p= — 2K.-Î,  et  parconséquent 

fçdr  =  2K.{(p)—p}; 

(p)  étant  la  densité  de  la  couche  atmosphérique  dont  le  rajon 
est  a. 

Lorsque  r  est  infini,  p  est  nul,  et  l'équation  (1)  du  n°  1  donne. 
fdv  =    ■  —  ; 

mais  on  a  r*dv=.cdt  ;  d'ailleurs ,  r  étant  infini  ,  on  a.  dr=.  ndt  ; 
on  a  donc 


partant  j 


Hh 
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ee  qui  donne  par  le  n°  i ,  où  l'on  a  vu  que  -  =  q .  sin.  © 


et  l'équation  (2)  du  même  n°  devient 
aK    ,    1    /      TR      ~ 

Cette  équation  suppose  que  les  forces  réfractives  des  couches  de 
l'atmosphère  sont  proportionnelles  aux  densités  de  ces  couches  j 
c'est  ce  qui  résulte  des  expériences  de  Hauskbée.  Cependant  il 
est  possible  que  cela  ne  soit  pas  rigoureusement  exact,  et  il  serait 
utile  de  faire  sur  cet  objet  un  plus  grand  nombre  d'expériences. 
Mais  quel  qu'en  soit  le  résultat,  on  peut  toujours  employer  l'équa- 
tion précédente  ,  en  y  supposant  que  p  représente  la  force  réfrac- 
tive  de  la  couche  de  l'atmosphère ,  dont  le  rayon  est  r.  Nous 
supposerons  dans  la  suite,  que  cette  force  est  proportionnelle  à 
la  densité  de  la  couche,  ce  qui  s'éloigne  très-peu  de  la  vérité. 

Intégration    de   l'Equation    différentielle    du   mouvement 

de  la  lumière. 


4.  Pour  intégrer  l'équation  (3),  il  faudrait  connaître  p  en  fonc- 
tion de  r,  c'est-à-dire  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  des  couches 
de  l'atmosphère  diminue  à  mesure  que  l'on  s'élève  au-dessus  du  ni- 
veau des  mers.  Les  deux  limites  de  cette  loi  sont  une  densité  cons- 
tante, et  une  densité  décroissante  en  progression  géométrique, 
quand  la  hauteur  croît  en  progression  arithmétique,  ce  qui,  comme 
on  le  verra  dans  la  suite,  suppose  une  température  uniforme 
dans  toute  l'atmosphère.  Considérons  donc  les  réfractions,  dans 
ces  deux  cas  extrêmes. 

La  supposition  d'une  densité  constante  revient  à  ne  faire  va- 
rier p  qu'infiniment  près  de  la  surface  extérieure  de  l'atmosphère. 
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Soit  donc  à  cette  surface,  r=a-\-l,  et  faisons 


.  +  ^f 


(,+^j 


(o.+  0 

l'équation  (3)  du  n°  précédent  deviendra 


sin2. 0 


dB  =  --- 


dt 


ce   qui  donne ,   en  intégrant , 

«T0  =  ang.  tang.  T —  ang.  tan  g.  T  , 

et  parconséquent, 

tang.  <f  fl  =  ;    ~TT,  ; 

où  l'on  doit  observer  que  S~ô  exprime  la  réfraction ,  ou  ce  qu'il 
faut  ajouter  à  la  valeur  de  0 ,  pour  avoir  la  distance  de  l'astre 
au  zénith,  dépouillée  de  la  réfraction.  On  doit  observer  encore 
que  l'intégrale  devant  être  prise  depuis  p  =  (p)  jusqu'à  p  =  o,  Test 
la  valeur  de  t  à  l'origine  de  la  courbe  oùp  =  (p),  et  T'  est  sa 
valeur  à  la  fin ,   où  p  =  o ,  ce  qui  donne 

r,__  (*  +  0a        T.       y^_  0  +  0° 

ji+3j_(p)j.a*.sina.0 

Pour  conclure  de  ces  formules,  la  réfraction  horizontale  ,  il  faut  j 
supposer  sin.0=ij  il  faut  de  plus  connaître  les  valeurs  de  /  et 

de— .(p).   Au  niveau  de  la  mer,   à  la  température  de  la  glace 

fondante,  et  la  hauteur  du  baromètre   étant  omtoe ,76  ;   on  a 

/  =  7974mètres. 

C'est  la  valeur  qui  résulte  d'un  grand  nombre  d'observations  sur 
les  hauteurs  des  montagnes,  déterminées  par  le  baromètre  et  com- 
parées à  leurs  hauteurs  mesurées  trigonemétriquement.  Un  très- 
grand  nombre  d'observations  sur  les  réfractions  ,    a  donné    à  la 
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même  température,   et  à  la  même  hauteur  du  baromètre, 

— -  .  (p)  =?  0;000294o47  ',    OU -yy, =  0,000293876  J 

on  a  ensuite 

a  =  6366ig8  mè"'es. 

Au  mojen  de  ces  valeurs,    on  trouve    pour  la   réfraction  hori- 
zontale, 

cTÔ  =  397^5. 

Quoique  les  astronomes  ne  soient  point  d'accord  entre  eux  sur 
la  valeur  de  cette  réfraction  ,  cependant  ils  la  trouvent  tous  beau- 
coup plus  grande  à  cette  pression  et  à  cette  température.  Le  milieu 
entre  leurs  résultats,  donne 

cTÔ  =  65oo\ 

Ainsi  l'hypothèse  d'une  densité  uniforme  est  trop  contraire  aux 
observations  sur  la  réfraction,  pour  pouvoir  être  admise. 

5.  Considérons  maintenant  l'hypothèse  d'une  température  uni- 
forme.  Si  l'on  fait 

a 

r  ' 


.+f:« 


l'équation  (3)  du  n°  3  devient 

dp 
a  .r~  .  (1  — j)sin.0 

fc y  =;  (4) 

1 1—  a*  .(i— j^\  | .  1/  cos2.  ©—s*.  (î— j^\  +  (2*— O  .sin\0 

et,  étant  très-petit ,  nous  pouvons  supposer  sans  erreur  sensible  le 
facteur  i — 2«  (i  -—rV);  égal  à  sa  valeur  moyenne  comprise  entre 
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ses  deux  valeurs  extrêmes  1  et  1 — 2x;  nous  le  supposerons  donc 
égal  à  1  —  a.  La  température  de  l'atmosphère  étant  supposée  uni- 
forme, si  l'on  nomme  p  la  pression  ou  la  force  élastique  de  l'air 
correspondante  à  la  densité  p ,  et  (/?)  la  pression  correspondante 
k(p);  on  aura,  comme  il  résulte  de  l'expérience, 


Si  on  nomme  encore  g  la  pesanteur  correspondante  à  r,  et  (g) 
celle  qui  correspond  à  a;  on  aura  à  très-peu-près 

£•=(£•)•$-• 

La  diminution  de  la  pression  p ,  lorsque  l'on  s'élève  de  l'élément  dr, 
est  visiblement  égale  à  la  petite  colonne  d'air  p.dr ,  multipliée  par 
sa  pesanteur  g;  on  a.  donc 

et  parconséquent 

(p)-tjj  —  (g)-a-P-d-T.i 
d'où  l'on  tire  en  intégrant 


c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité. 
Désignons  par  /  la  hauteur  d'une  colonne  d'air  de  la  densité  (p)  , 
et  qui  animée  par  la  pesanteur  (g),  ferait  équilibre  à  (p);  on 
aura 

(»=■(*).  (pj.>i 

partant 

P==(P)  -c"T; 

l'équation  (4)  devient  ainsi,  en  réduisant  le  radical  en  série  , 
par  rapport  aux  puissances  de  s , 
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«IX 

"■G-       7  — T       ■       ~ 

—r- .  as  .  c    *'.  sm.  0 
(i_a)  .  lcos2.0  — 2«.\i — c    V  +  25.sin2.0j 

—  —  r  /        — — \  i 

A.j.sds.c    '  .sin.0.jcos2.0  +  ^.sin2.0  —  2«.(i  —  c    'U 


(î— a).tcos2.0  — 2*.\i— c~  V+25.sin2.©i 


■etc. 


le  premier  terme  de  cette  expression  différentielle  est  beaucoup 
plus  grand  que  les  autres  qui  sont  presque  insensibles  :  nous 
allons  d'abord  l'intégrer.  Pour  cela,  nous  ferons 

J  =  5  -f-  a  . r-ï— ■ —  ; 

1  sm2. 0       ' 

et  nous  aurons  par  le  n°  21    du  second  livre, 

>  1 

"S  as  ,  as  „  asr 

r         — r  «-a         /  — =-\       -  ( 

'— c    '  —  .    .  ,  M  .  (  1  — .  C    ').C 
/.sin2.0      \  / 

ts-g         ^    Kl—c")  .  c"~J 

i-2./.sin4. 0     '  ds' 


C 


dM.iVi— c    ?/.'c~"  I 


1.2.3.  ..î./.sin3'.©'  rf/'r1 

—  etc. 
Le    terme    dont  il   s'agit   deviendra    donc,    en     observant    que 
j.ds  à  '.    est  égal  à— -tf.'c"  '  ; 

£6 
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,      *\(A-Ù.<À 


sm2.  e 


ds' 


«  .  j  .  sin.  © .  ds' 


(i—  «t).{cos2.0+2/.sin2.0}  = 


1.2.  sin*.  0 


*-{(A-J.A} 


ds'2 


a? 


I: 


1.2.3.  ...i.sïn.ai.® 
etc. 


di-KA-J.c4y 


ds" 


le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  i  est  pair ,  et  l'inférieur  si  i  est 
impair.  On  a  généralement 


*■ 


,{G-U'.^}    (>$ 


(i+iy.c 


-Ç*+i)|./ 


•i.-r .  / 


""i.2.3....J.sin2i.0 


<fc" 


'i.2.3....z.sia2i.0' 


■  f .  i1 .  c 


1  .2        v  ' 

■  etc. 


Il   faut  multiplier  chacun  des  termes  de  ce  développement  par 


a  .j  .  as  .  sm.  0 


(i  — a),  j/cos'."©^-^.^.^ 

et     prendre     ensuite      les    intégrales     depuis    *'=o     jusqu'à 

tt  l  , c~  7  1 

j'  =  i : — :-— — .    Mais    comme    à    cette     dernière     limite  , 

sin\  0  * 

c~  '   est    d'une  petitesse   excessive ,    parceque    c    surpasse    2 ,  et 

que  7  est  un  très-grand  nombre,  et  à-peu-près  égal  à  800 ;  on  voit 

que  les  intégrales  peuvent,   sans  crainte  d'aucune  erreur  appré- 
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ciable  ,   être  prises   depuis  s'^=o  jusqu'à   s'  =  oo.  Considérons; 
cela  posé,  la  différentielle 

ra    , 

a   j  '  l  ■    n 

-  .  as  .  c  .sin.9 


et  faisons 


V/cosa.e-(-25'.sin\0    ' 


2     sin\  0    '  ar         * 


la  différentielle  précédente  devient 

ra     cos2.  © 

"E.dt.c~r  sin2- Q 
/r      • 


—  t2 


L'intégrale  doit  être  prise  depuis  ti=.  v/    —, .   °  '  -,  jusqu'à  /=  ooj 
supposons  que  l'on  ait  dans  ces  limites 


/-j,        _,2  -n     cos  .0      T  /    s 


on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'au  premier  terme  de  d9, 


t    *(i) 


+  ^-{a"-*oo--*«} 


<re 


=-1-  L/-  < 

—  i  —  aK         /A 


^i.3.si^.9^5'-Y(g)-fl-fl!-  ^(3)  +  ^W} 


/■■ 


-r1.a.5.ain«.e-^-yffl"g-5'-,F(5)+5-fl'-'y^-^1^ 

-f  etc. 


expression  que  l'on  peut  mettre  encore  sous  cette  forme, 
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Z'sin*-Q.*(i) 


^=r^.lX2f.{+z^brë-22-c  -*(2) 

Za.a 

.-f-  etc. 

La  difficulté  se  réduit  à  former  ^(r),  ou  à  prendre  l'intégrale 
fdt.c  depuis  2!  =  J/^  ^-  .  £|£_?  jUSqU'à  j  =  os.  Dans  le  cas  de 
la  réfraction  horizontale ,  cos.  0  =  o,  et  sin.0  =  15  "t"  (r)  est  donc 

alors  indépendant  de  r,  et  égal  à  l'intégrale  yîift.c-*  ,  prise  de" 
puis  t  nul  jusqu'à  t  infini.  Pour  déterminer  cette  intégrale,  con- 
sidérons la  double  intégrale  ffds .fifce.c- ■  ■  ,  les  intégrales 
étant  prises  depuis  s  nul  jusqu'à  s  infini ,  et  depuis  x  nul  jus- 
qu'à x  infini.  Intégrant  d'abord  par  rapport  à  s,  on   aura 

; — i.(l+X2) f    dx 


ffis.te.-^+^fJ^. 


P  dx 

L'intégrale  /  a  est  l'angle  dont  la  tangente  est  x;  cette  inté- 
grale, prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini,  est  l'angle  droit, 
ou  -,  -rr  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rajon  est  l'unité  ;  on 
a  donc 

r<iS.Jx.G—(-<+*':>=?. 


ff" 


Prenons  maintenant  cette  intégrale  d'une  autre  manière ,  et  sup- 

clt 

posons  sx*t=.V-,   ce   qui  donne  dx=—-^,  s  étant  supposé  cons- 

ys 

tant  dans  la  différentiation;  la  double  intégrale   précédente  de- 
viendra donc 


ds      j.      —s—P  rds        —s     Cj.      —v- 

—-..dt.c  ,  ou  /  —7=  .  c       .  I  dt .  c 

1X2 
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-t 


Nommons  K  l'intégrale  fdt.c  ,  prise  depuis  if  nul  jusqu'à  t  infini  ; 
la  double  intégrale  précédente  devient  K .  f—..c-\  Soit s=t'1  y 
ce  qui  donne 

r  ds      —s        r,,    —  t!*       _, 

J—T--C        =2jdl'.C  =2K. 

on  aura 
partant 

fdt  ■:  c^  %=  f \  y  *•  ~  *'  (  ry\ 

l'expression  de  la  réfraction  à  l'horizon  }  est  donc 

I  I-j— j-   .{2^—1} 

\  —  a'VZ'1'\  33  s  î  5 

+  T^fT3.{4>-3.  ^  +  5.  2^-1} 
'  -f-  etc. 

expression  que  l'on  peut  encore  mettre  sous  cette  forme , 

i        etd  aaa  3cta  . 

Pour  avoir  la  valeur  de  "t"  (r) ,  lorsque  l'astre  est  peu  élevé  sur 
l'horizon,  supposons 

2/  *  sin2.  0  ' 

nous  aurons,  en  prenant  l'intégrale  depuis  7=0  jusqu'à  i=T, 

fdt .  c~t3=r— |  T3+—  iÇ i-s  .  —  -j-  etc. 

J  d         '   1.2      5         1.2.3      7 
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nous  aurons  encore 

J  l        '     1  .  5  1. 0.0  1.0.  o-  7  ■* 

Ces  deux  séries  finissent  par  être  convergentes,  quel  que  soit  T: 
la  première  est  alternativement  plus  grande  et  plus  petite  que 
l'intégrale ,  suivant  que  l'on  s'arrête  à  un  terme  positif  ou  à  un 
terme  négatif;  ensorte  que  si  Ton  ajoute  à  un  nombre  quel- 
conque de  ses  termes  la  moitié  du  terme  suivant,  l'erreur  sera 
moindre  que  cette  moitié,  ce  qui  donne  un  moyen  simple  pour 
juger  du  degré  d'approximation.   En  retranchant  ensuite  la  va- 

leur  de  la  série, de  \.}/~'X\  on  aura  celle  de  l'intégrale  fdt.c  , 
depuis  t-=  T  jusqu'à  t  infini.  Lorsque  Test  égal  ou  plus  grand 
que  3,  on  aura  la  valeur  de  l'intégrale,  au  moyen  de  la  série 

/•-       —  t7-       c  (  i       .      i.3         1.3.5    ,.     1 

série  qui  jouit  encore  de  l'avantage  d'être  alternativement  plus 
grande  et  plus  petite  que  l'intégrale  qui  est  ici  prise  depuis 
t=T  jusqu'à  t  infini. 

On  peut  donner  à  cette  série ,  la  forme  d'une  fraction  continue , 
par  la  méthode  suivante  qui  peut  servir  dans  d'autres  circons- 
tances, et  au  moyen  de  laquelle  la  série  peut  être  mise  sous  une 
infinité  de  formes  différentes. 

Supposons 

i.3. g1       i.5.5.qs 


u 


i-i    l         (i— 02^0— 0+       (i—  tf  ^cu"  /' 


nous  aurons,  comme  il   est  facile  de  s'en  assurer  par  la  diffé- 
rentiation  , 

Considérons  u  comme  fonction  génératrice  de  la  série 
J.  +  y*  •  t  +yz .  t*+y4  •  t3  +  etc.  > 
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l'équation  différentielle  précédente  donnera,  en  n'y  considérant 
que  les  coefficiens   de  la  puissance  t' , 

(r+i).q.yr^-]ryr+1—  yT  —  o; 

et  dans  le  cas  de  r  =  o ,  on  a 

ce  qui  revient  à  faire  y0  =  i .  Nous  observerons  ici  que  généra- 
lement la  fonction  génératrice  u  àey,  dans  toute  équation  linéaire 
aux  différences  finies,  dans  laquelle  les  coefficiens  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  et  entières  de  r,  peut  être  déterminée  par  la 
considération  précédente ,  au  mojen  d'une  équation  différentielle 
infiniment  petite  du  même  ordre  que  la  plus  haute  puissance 
de  r  dans  ces  coefficiens. 

Maintenant  toute  équation  linéaire  du  second  ordre  aux  diffé- 
rences finies,  peut  être  facilement  réduite  en  fraction  continue  , 
par  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  dans  len°  10  du  livre  IV. 
Considérons  généralement  l'équation 

yr==ar.yr+1-)-br.yr+1; 


on  aura 


et  parconséquent 


ce  qui  donne 


y.*** 


yr+> 


■>''+'  r, LA..         ïl±iy 


Jr-h» 


et  ainsi  de  suite;  partant 

y,l,  i 


y    «,+*- 


Or+a  +-  etc. 

Si  l'on  fait   ar=  i  et  £r  =  (/--|-  i).q;  on  aura  l'équation  diffé- 
rentielle précédente , 

y,  =  jr+,  -f-  (r  -f- 1  ) .  q  .yr+i  ; 
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et  alors 

£±ï— 


.   ,  0+5)  .«7 

"r  î+etc. 

Faisons  r  =  o;  nous  aurons,  en  observant  que  yQz=^ï, 

i 


.*£ 


x+'2i 


x+^ 


l  +  4^ 


i  -f-  etc. 


y,  est  le   coefEcient  indépendant  de   t,    dans  le   développement 
de  la  série 

et  parconséquent  on  a 

yl  =  i  ■ —  ç'-f-  i  .5 .y*  —  i  .3.5, qs  +  etc. 

en  supposant  donc 

i 

on  aura 


fdt.c~f= 


c 


2  7'      ' 

1 


,+îî 


.  +  £ 


■  +  4' 


1  -f-  etc. 


l'intégrale  étant  prise  depuis  t  =  T  jusqu'à  t  infini.  Sous  cette 
forme,  on  peut  employer  son  expression  pour  toutes  les  valeurs  de 
T;  mais  pour  la  simplicité  du  calcul,  il  convient  de  n'en  faire  usage 
que  dans  le  cas  où  q  est  égal  ou  plus  petit  que  \  :  dans  les  autres 
cas ,  les  deux  premières  séries  donneront  plus  facilement  l'inté- 
grale. Pour  employer  la  fraction  continue  précédente ,  il  faudra  la 
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réduire  en  fractions  ordinaires  qui  seront  alternativement  plus 
grandes  et  plus  petites  que  l'intégrale.  Les  deux  premières  fractions 

sont-  et  — — .  Les  numérateurs  des  fractions  suivantes  sont  tels,  que 
i        i+<7 

le  numérateur  de  la  iieme  fraction  est  égal  au  numérateur  de  la 
(z—  i);""c  fraction,  plus  au  numérateur  delà  (i — 2)'™"  fraction, 
multiplié  par  (i —  *)-Ç>  Les  dénominateurs  se  forment  de  la  même 
manière.  Ces  fractions  successives  sont  ainsi , 


1'    1+9'     i+3</'    i+6ç+3<72'    i  +  io.<7-|-i5<f' 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  dô ,  donné  par  la 
formule  (5) ,  et  voyons  quelle  est  son  influence.  Elle  est  la  plus 
grande,  dans  le  cas  de  la  réfraction  horizontale,  et  dans  ce  cas, 
ce  second  terme  devient 

a.-j-.d&.c  ~.|}.5 — a&.(  1—  c    l  \  i 

"  /        7     ~Âû     ' 

(1 — x).lzs 2st.\l  —  c     '  /) 

La  partie  la  plus  sensible  de  cette  intégrale  correspond  à  s  très- 
petit,  parcequ'alors  le  dénominateur  est  fort  petit.  On  peut  donc, 

dans  ce  dénominateur  et  dans  le  facteur  f.s  —  2x.  \i — c_r/,  dé- 

as 

velopper  c"T  en  série,  et  n'en  considérer  que  les  premiers  termes. 
Si  l'on  s'en  tient  aux  deux  premiers ,  ce  que  l'on  peut  faire  ici 
sans  erreur  sensible,   on  aura 

a.  .j  .ds  .\/s.c    T.  <  3 —  4*-J( 

mm-  .  ^  # 

2*.  (1  —  et),  (^-ct.^y 

En  l'intégrant  depuis  s  nul  jusqu'à  5  infini ,   on  aura 

quantité 
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quantité  qui  ne  s'élève  qu'à  trois  ou  quatre  secondes,  et  qui  parcon- 
séquent  est  insensible  à  l'horizon  oùla  réfraction  éprouve  de  grandes 
variations.  On  peut  donc,  danstousles  cas,  négliger  le  second  terme 
de  la  formule  (5)  ,  et  s'en  tenir  au  premier. 

Si  l'on  fait  usage  des  valeurs   de  — r-(p)  >  l  e*  a>  données  dans 

le  n°  5  ;  on  trouve  que  dans   l'hypothèse   que  nous  considérons  , 

à  zéro  de  température  et  à  la  hauteur  o  ,76  du  baromètre,  la 
réfraction  horizontale  est  égale  à  j3go",rji.  Cette  réfraction  sur- 
passe de  près  de  goo"  celle  que  l'on  observe ,  ce  qui  prouve  l'er- 
reur de  l'hypothèse  d'une  température  uniforme  dans  toute  l'éten- 
due de  l'atmosphère.  On  sait  en  effet,  que  cette  température  diminue 
à  mesure  que  l'on  s'élève,  et  comme  l'air  se  condense  par  le 
froid ,  il  en  résulte  que  la  différence  de  densité  d'une  couche  de 
l'atmosphère,  à  la  densité  delà  couche  immédiatement  supérieure, 
est  par  là  diminuée.  La  limite  de  cette  diminution  est  celle  d'une 
différence  nulle,  ou  d'une  densité  constante,  et  l'on  a  vu  dans 
le  n°  4>  que  dans  ce  cas,  la  réfraction  horizontale  est  trop  pe- 
tite ;  la  constitution  de  l'atmosphère  et  les  réfractions  sont  donc 
entre  les  deux  limites  que  donnent  les  hypothèses  que  nous,  ve- 
nons de  considérer:  mais  on  peut  obtenir  deux  limites  plus  rap- 
prochées, de  cette  manière. 

6.  L'équation  différentielle  (3)  du  n°  3  s'intègre  rigoureusement, 
en  y  supposant 

AK 

^1+lF■<, 


W#  :W 


Si  l'on  fait  alors 


elle  devient 


dQ=£ 


—  dz 


(zm — 1).  \/i — as 
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d'où     l'on     tire  ,     en     intégrant     depuis     z  =  sin.  0  jusqu'à 


sin.  9 


4K      -m- 


(■+£•«) 

équation  que  l'on  peut  encore  mettre  sous  la  forme 

(r  iï*  r  nm~t_  ) 


Relativement  à  la  réfraction  horizontale,  on  a  0=  ioo°j  et  alors 
tang.  {0-  p^H-H .  cTô  }  = ,_   '  -  ; 

de  plus,  ~.(p)  étant  une  fraction  extrêmement  petite,  on  a  à  fort 
peu-près, 

on  aura  donc  à  fort  peu-près, 

tang.  [!==!]  .  «  =  j/[£2=i].^.(p); 

et  en  prenant  l'arc  lui-même  pour  sa  tangente,  ce  que  l'on  peut 
faire  ici  sans  erreur  sensible  ;  on  aura 


cffl 


^^        2771—  1 
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Si  l'on  voulait  ne  considérer  que  les  réfractions,  on  pourrait  dé- 
terminer m  de  manière  que  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion  représente    la    réfraction    horizontale   observée  ,    que    nous 

supposons  de  65oo".  Alors  l'expression  générale  de  tang.f  3m~-  [ .  £8, 

donnera  pour  toutes  les  hauteurs,  la  réfraction  cTÔ.  C'est  le  pro- 
cédé qu'ont  suivi  plusieurs  astronomes,  pour  construire  une  table 
'de  réfraction ,  et  cette  table  satisfait  assez  bien  aux  observations. 
Mais  pour  représenter  la  nature,  il  faut  que  la  constitution  pré- 
cédente donne  non-seulement  les  réfractions  observées  ,  mais  en- 
core la  hauteur  du  baromètre  et  la  diminution  observée  de  la 
chaleur ,  à  mesure  que  l'on  s'élève  ;  considérons  donc  ces  deux 
phénomènes ,  dans  l'hypothèse  précédente. 

Reprenons  l'équation  du  n°  5. 

dP  ==  Is)  ■  aP  •  df > 

a    f   1+~'?  \ 
si  l'on  substitue  pour-,!    -^ —    ]  ;  on  aura  après  l'intégra- 

tion,  et  en  observant  que  p  est  nul   avec  p, 
Cette  expression  donne  â  très-peu-près, 

;?=(£•). tf.(p).77Z.^.(p).^l. 


(p)  étant  la  pression  à  la  surface  de  la  terre  où  p=5(p)et-==  %} 
on  a  par  le  n*  5, 

on  aura  donc 

Kk  2 
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Cette  équation  donne   à  la  surface  de  la  terre, 


7W  = 


l 

a 


et  parconséquent  la  réfraction  horizontale   JQ  devient 


^9  = 


n 


•0) 


|X-i-^-w 


Si  l'on  substitue  pour  a,  l,  et  -—.(p),  leurs  valeurs  données  dans 

le  n°  4)  on  a 

cfô  =  565o". 

Cette  réfraction  est  moindre  que  la  réfraction  observée  ;  mais 
elle  est  plus  grande  que  celle  qui  résulte  de  l'hypothèse  d'une 
densité  constante;  ainsi  la  constitution  réelle  de  l'atmosphère  est 
entre  celles  que  donnent  la  supposition  d'une  température  uni- 
forme,  et  l'hypothèse  que  nous  considérons  ici. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  la  densité  des  couches  atmos- 
phériques diminue  en  progression  arithmétique,  quand  leur  hau- 
teur croît  suivant  une  progression  semblable.  En  effet,  si  l'on  sup- 
pose ?'=za.(i-{-s),   on  a  à  fort  peu-près, 

as  étant  la  hauteur  de  la  couche  atmosphérique.  La  limite  de  l'at- 
mosphère a  lieu  au  point  où  p  =  o ,  et  alors  as  est  égal  à  2/  ; 
la  hauteur  de  l'atmosphère  est  donc  ici  double  de  sa  hauteur 
dans  l'hypothèse  d'une  densité  constante. 

L'expression  précédente    de  p  donne 

00-P       (p)  a*' 

La  fonction  pp  est  importante  à  considérer,  en  ce  qu'elle  exprime 
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la  loi  de  la  chaleur  des  couches  de  l'atmosphère.  En  effet ,  à  la 
même  température ,  l'expérience  a  prouvé  que  la  pression  de  l'air 
est  proportionnelle  à  sa  densité  ;  mais  ce  rapport  croît  avec  la 
chaleur  et  peut  la  représenter;  car  les  molécules  d'air  ne  parais- 
sant soumises  qu'à  la  force  répulsive  de  la  chaleur,  il  est  na- 
turel de  penser  que  cette  force  croît  en  même  raison  que  la  cha- 
leur. Il  résulte  de  l'expression  précédente  de  y-^- ,  que  la  chaleur 

des  couches  atmosphériques  diminue,  comme  leur  densité,  en 
progression   arithmétique.     -^    de   diminution    dans     la   valeur 

de  ^-^-   ,   suppose    —   de  diminution  dans  la  valeur  de  i  — •  ~  ; 

(p).P  rr  .s  ^  2i 

ainsi  en  partant  de  la  surface  de  la  terre ,    il  faut  s'élever  de  la 

hauteur  -V,  ou  de  63      ,8,  pour  éprouver  une  diminution  de  ^ 

dans  la  force  élastique  de  l'air,  à  densités  égales ,  ce  qui  répond,  à 
fort  peu-près,  à  une  diminution  d'un  degré  dans  le  thermomètre. 
Toutes  les  observations  concourent  à  faire  voir  que  cette  éléva- 
tion est  trop  petite,  et  que  la  diminution  de  la  chaleur  est  moins 
rapide;  l'hypothèse  que  nous  examinons  ne  représente  donc  ni  les 
réfractions  observées,  ni  la  loi  observée  de  la  diminution  de  la 
chaleur. 

Dans  l'hypothèse  d'une  densité  constante ,  on  a 

OO-p  l> 

il  faut  donc  s'élever  de  moitié  moins  que  dans  l'hypothèse  pré- 
cédente ,  pour  éprouver  une  diminution  d'un  degré  dans  le  ther- 
momètre; cette  hypothèse  est  donc  encore  plus  éloignée  de  satis- 
faire aux  observations  sur  les  réfractions  et  sur  la  chaleur.  On 
voit  en  même  temps  que  plus  on  se  rapproche  de  l'observation 
sur  les  réfractions,  plus  on  s'en  rapproche  relativement  à  la  chaleur. 

7.  La  constitution  de  l'atmosphère  étant  comprise  entre  les 
deux  limites  d'une  densité  décroissante  en  progression  arithmé- 
tique, et  d'une  densité  décroissante  en  progression  géométrique  ; 
une  hypothèse  qui  participerait  de  l'une  et  de  l'autre  de  ces  pro- 
gressions, semble  devoir  représenter  à-la-fois  les  réfractions  et 
la  diminution  observée  dans  la  chaleur  des  couches  atmosphé^ 
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riques.  L'hypothèse  suivante  réunit  ces  divers  avantages  à  celui 
d'un  calcul  fort  simple. 

Reprenons  l'équation  (5)  du  n°  3,  et  supposons  -=  i  —  s;  nous 
aurons  à  très-peu-près  par  le  n°  5, 

—  a .  d  ~~  .sin.0 

dô= y  (p) 

(l et)  .  \jT       COS2.  0 2et.\     1 -r-r     \-\-2S — 25  .  COS2.  © 

s  étant  une  fraction  très-petite,  tant  que  s  a  une  valeur  sen- 
sible, nous  pouvons  négliger  le  terme  —  as.cos3.©  ,  relativement 
à  cos\0;  nous  aurons   ainsi 

dp 
—  et.  — £  .sin.© 


(l et)  .\/    cos2.© —  2a.      1—  y!--      +25 

Supposons  maintenant 

5-a-[I-(7)]=:^ 


p  =  Cp)Ti+t]-c" 


f  et  l'  étant  deux  indéterminées.  Cette  valeur  de  p  participe  à-la- 
fois  des  deux  progressions  arithmétique  et  géométrique.  En  dé- 
terminant/-et  /'  de  manière  à  représenter  la  hauteur  du  baro- 
mètre, et  la  réfraction  horizontale;  si  cette  valeur  satisfait  en- 
core à  la  diminution  observée  de  la  chaleur  des  couches  atmos- 
phériques, on  pourra  la  considérer  comme  représentant  la  vraie 
constitution  de  l'atmosphère,  et  s'en  servir  pour  construire  une 
table  des  réfractions.  L'équation  différentielle  précédente  devient 

alors 

u 


dll      [~  r   .    fu~\  l'      .        „ 


m 


du     I  -     fu~] 


(  1 et)  .    l/cOS2.  0-f-2« 

Soit 

COS2.  0  +  2«S=2/'.2a  J 
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on  aura 

cos2. 0 
(1— a)  .  \Zzl'    t         J  2/'  •>     i 

L'intégrale  doit  être   prise  depuis  t=  —y=f  jusqu'à  t  infini  ;  sup- 
posons 

rp COS.    0 

et 


fdi.c^^zzc     T\*(T), 


nous  aurons 


^  2,.sin.0  (i__f/_/ra)    ^(r) 

(  1  — et),  y  2,1 

-*----  — v  .  sin.@.  cos.0. 


^2.(1—  d).l' 

T  est  nul  à  l'horizon  où  cos.  0  =  o  ;  alors  on  a  par  le  n*  5 , 
*¥  (T)  =|.y/V-,  la  réfraction  horizontale  est  donc 

ensorte  que  la  réfraction  serait  nulle,  siy  était  égale  à  2  :  elle 
serait  négative ,  si  l'on  avait  f  >•  i. 

Déterminons  maintenant  la  pression  p  de  l'atmosphère.  On  a 
à  très-peu-près  par  le  n°  5, 

dp=  —  (g).a.f>ds-, 

et  parconséquent,  en  substituant  pour  s,  sa  valeur  «-j-a.fi—  -f-j, 
on  a 

dp  =  —  (g)  .  apdu-\-u(g).a  .  -^j. 

En  substituant  pour  p   sa  valeur 
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et  intégrant;   en  observant,   de   plus,  que  (/?)  =  (g-),  (p)  ./,  on 
trouvera 

u  u 

A  la  surface  de  la  terre,  p  =  (p),  u—o  et  ps=t(p);  on  a  donc 

Si  nous   supposons  la  réfraction  horizontale ,  de  65oo*,    ou  en 
parties   du  rayon,  de  0,01021018;  nous  aurons 

0,010210x8  =  ^^. (i-l/). 


Ces  deux  dernières  équations  donnent 

l  a. 


j,  l  a. 


(0,01021018)*.  (.1  —  a)2.8/3  =  ai7r.{3/'—  ^  +  f}". 

En  substituant  pour  a ,   a  et  /,  leurs  valeurs   précédentes ,    on 
trouvera 

/'  =  0,000741816  ; 

/=  0,49042. 

On   aura  donc  dans  cette  constitution  de  l'atmosphère , 

zz  =  s  —  0,000295876  .  (  1  —  -rA-  ) 

p  =  (p)  .  {  1  +«  .  661,107  }  •  c~u-^4B'c4 

eTÔ=86ii*,6.(o,75479— 0,49042.  T^.sin.G.  ^-^ +3o93o5*'sin-20- 

y  i- 

Déterminons  la  loi  correspondante  de  la  diminution  de  la  chaleur, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'expression  de  r4^. En  substituant 

pour 
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pour/?  et  p  ,  leurs  valeurs  précédentes,  on  a 

et  parconséquent 

Pour  comparer  ce  résultat  à  l'expérience ,  supposons 

uz=z  0,00092727  ; 


'-  —  0,462 14  ;       as  =  6909^,44 


on  aura 

d'où  l'on  tire 

^  =  0,8266. 

On  verra  ci-après,  que  x  étant  le  nombre  des  degrés  du  ther- 
momètre ,  00  a 

f  ■/  =  1  +  0,00^75 .  x. 

En  égalant  cette  quantité  à  0,82665  on  trouve 

x= —  46%  24. 

L'expérience  la  plus  concluante  de  ce  genre,  est  celle  de  Gai- 
Lussac  qui,  s'étant  élevé  de  Paris  dans  un  ballon,  à  la  hauteur 
de  6g8omi;t-  au  dessus  du  niveau  de  la  Seine,  a  observé  le  ther- 
momètre à  — 9°,5  à  cette  hauteur,  lorsqu'il  étaità3o°,75  à  l'Ob- 
servatoire. La  différence  — /+o°,25  se  rapproche  autant  qu'on  peut 
le  désirer,  du  résultat  précédent,  vu  surtout  les  variétés  que  les 
circonstances  particulières  de  l'atmosphère  doivent  apporter  dans 
ces  résultats.  On  peut  ainsi  par  les  observations  sur  la  réfraction 
horizontale  moyenne  dans  un  climat ,  déterminer  la  diminution 
moyenne  de  la  chaleur  à  mesure  que  l'on  s'élève,  et  réciproque- 
ment. 

Si  l'on  veut,  en  partant  de  la  loi  précédente,  avoir  la  réfrac* 
Mécan.  cél.  Tome  IV.  L  1 
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tion  sur  une  montagne,  à  la  hauteur  h  au-dessus  du  niveau  de 
la  mer  ;  on  déterminera  d'abord  les  valeurs  de  u  et  de  p  corres- 
pondantes à  cette  hauteur,  et  que  nous  désignerons  par  Uet(p'), 
au  moyen  des  équations 

U 

(pO  =  (p).(h-Ç-).c 


i 


a  \     (p)/ 

En  faisant  ensuite  uz=  TJ-\-il  ;  on  aura 

f  =  (f').(r+^).r^ 

Clf 

f  étant  égal  à  -/_,  ^j-  Il  suffira  donc    de  changer  dans  les  for- 
mules précédentes,  (p)  en  (p')  et/  en/'. 

De  là  il  suit  que  les  réfractions  horizontales ,  au  niveau  de  la 
mer  et  à  la  hauteur  h ,  sont  entre  elles  comme  (  i  — - '\  /) ./'  est  a 
_U 

Pour  avoir  la  réfraction  au-dessous  de  l'horizon,  on  observera 
qu'un  rayon  lumineux  qui  part  d'un  astre  sous  l'horizon  ,  décrivant 
une  courbe  concave  vers  la  terre  ;  il  s'en  approche  jusqu'au  moment 
où  il  devient  horizontal ,  et  s'en  éloigne  ensuite  en  décrivant  une 
courbe  semblable  à  celle  qu'il  avait  d'abord  décrite;  d'où  il  est 
facile  de  conclure  que  sa  réfraction,  plus  celle  d'un  second  astre 
vu  aussi  élevé  au-dessus  de  l'horizon  que  le  premier  paraît  au- 
dessous  ,  est  égale  au  double  de  réfraction  horizontale ,  au  point 
où  la  direction  du  rayon  est  horizontale  ,  ce  qui  a  lieu  quand 
au'=. —  cos*.  0.  On  aura  donc  facilement,  par  ce  moyen  ,  la  ré- 
fraction de  l'astre  vu  au-dessous  de  l'horizon. 

Les  formules  précédentes  renferment  les  trois  indéterminées 
/',/  et  a,  que  nous  avons  déterminées  au  moyen  de  la  ré- 
fraction horizontale  et  des  hauteurs  observées  du  baromètre  et  du 
thermomètre.  On  pourrait,  au  lieu  de  la  réfraction  horizontale, 
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employer  les  observations  sur  la  diminution  de  la  chaleur.  Pour 
construire  une  table  de  réfractions,  il  faudrait  connaître  ou  cette 
diminution,  ou  les  réfractions  horizontales  relatives  à  ces  hau- 
teurs, ce  qui  exigerait  une  longue  suite  d'observations;  mais  il 
en  résulterait  une  table  beaucoup  plus  exacte  que  celle  dont  on 
fait  usage.  Cependant  elle  laisserait  encore  de  l'incertitude  ;  la 
loi  de  la  nature,  sur  les  densités  des  couches  de  l'atmosphère  , 
n'étant  pas  exactement  celle  que  nous  avons  supposée ,  et  variant 
par  mille  causes  inconnues.  Par  cette  raison ,  les  astronomes  ne 
comptent  que  sur  des  positions  observées  à  onze  ou  douze  degrés 
au  moins  de  hauteur  apparente.  Heureusement,  à  ces  hauteurs, 
la  réfraction  devient  indépendante  de  ces  causes,  et  l'on  peut 
l'obtenir  avec  beaucoup  de  précision,  par  la  seule  observation 
des  hauteurs  du  baromètre  et  du  thermomètre,  dans  le  lieu  de 
l'observateur  :   c'est  ce  que  nous  allons  développer. 

Théorie  des  refractions  astronomiques  correspondantes  à  des 
hauteurs  apparentes  plus  grandes  que  douze  degrés. 

8.  Reprenons  l'équation  différentielle  (4)  du  n°  5.  En  rédui- 
sant le  radical  en  série,  elle  devient 

Si  l'on  néglige  les  produits^  de  trois  dimensions  de  a  et  de  s,  on, 
aura 

^-^.tang.O.f! î-^Ï^J-y^^H. 

(p)  °         (.  cos\0  \  (p)/  cor.  0       J 

En  intégrant  depuis  p  =  (p)  jusqu'à  p  =  o,  on  aura 

J9  =  ^.tang.Q.{iH-f.-(2Cos;-Q  +  l)H l--fSl4}- 

&         i    ~*-  co&a.  0  "cos'.e./    (p)  y 

Ll3 
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L'intégrale  /  s-j~^-  est  égale  à  —?-  —  I  ?—■.  En  la  prenant  depuis 

p  =  (p)  jusqu'à  p  =  o,  et  observant  qu'à  la  limite  p=o,  répond 
£=i,    ou  r  infini  ;  on  aura 


A  A— _  a-* 
Js-(p)—    J  w 

Pour  avoir  cette  dernière  intégrale ,  nous  observerons  que  /?  ex- 
primant la  pression  de  l'air,   on  a 

dp  =  —  gp.dr  ^—g'-.pds  ; 

or    (g)    étant  la  pesanteur   à  la  surface  de  la    terre,,   on   a 

é=='(g)fc>  donc 

P  =  —  (S')  • a  -fpdsi 

Ainsi  l'intégrale  fpds  est  égale  à  la  pression  entière  (p)  à  la 
surface  de  la  terre,  divisée  par  (g). a  :  cette  pression,  par.  5e- 
n°  5,  est  égale   à  (g"5«(p)-/j  on  a  donc 

/*(>  ..ds l_ 

J   (P)  ~~à> 

l'expression  précédente  de  eTÔ  devient  ainsi, 

{        ^.(s.cos^.e+i)--!.   ,  ,, 
Jô  =  a.tang.0.    H — -\  >  V*> 

Cette  expression  a  l'avantage  d'être  indépendante  de  toute  hypo- 
thèse sur  la  constitution  de  l'atmosphère,  et  de  ne  dépendre  que 
de  sa  nature  dans  le  lieu  de  l'observateur;  car  les  valeurs  de(p) 
et  de  /  sont  données  par  les  observations  qu'il  peut  faire,  du  ba- 
romètre et  du  thermomètre.  Il  importe  donc  de  connaître  jusqu'à 
quelle  hauteur  apparente  on  peut  faire  usage  de  cette  formule. 

En  considérant  l'expression  précédente  de  de  en  série,  il  est  aisé 
de  voir  que  le  terme  le  plus  considérable  parmi  ceux  que  nous 
avons  négligés,  est  le  suivant 

— |*.y4.  ,sa.tang8.©. 
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Il  peut  devenir  sensible  à  de  petites  hauteurs  dans  lesquelles 
îang.  0  est  un  grand  nombre.  Ce  terme  est  diminué  par  ceux  du 
même  ordre,  de  la  formule  ;  ensorte  que  relativement  aux  hau- 
teurs apparentes  des  astres ,  dans  lesquelles  son  intégrale  est  in- 
sensible,  on  peut  sans  crainte  employer  la  formule  (A).  L'inté- 
grale de  ce  terme,  prise  depuis  p  =  (p)  jusqu'à  p=o,  se  réduit  à 

3a.  tang5. 9  .  f~  .  sds. 
°       J  0) 

Si  l'on  suppose  la  température,  la  même  dans  toute  l'atmosphère  > 
on  a,  par  le  n°  5, 

as 
p=(p).C  J. 

et  parconséquent 

3a  .tang5. 0  .  f-^r  .  sds  =  3*  .  tang5.  ©  .  —, 

La  valeur  de  cette  intégrale  est  plus  grande  dans  l'hypothèse  d'une 
température  uniforme,  que  dans  la  nature  où  la  température  des 
couches  de  l'atmosphère  diminue  à  mesure  qu'elles  sont  plus  éle- 
vées ;  car  si  l'on  conçoit  que  leur  température  supposée  d'abord 
nniforme  ,  vienne  à  décroître  suivant  cette  loi  ;  il  est  clair  que 
la  molécule  de  l'atmosphère,  représentée  par  pds ,  s'abaissera,  et 
que  le  produit  psds  qui  lui  est  relatif,  deviendra  plus  petit  ;  l'in- 
tégrale j  ^y deviendra  donc  moindre.  Ainsi  la  formule  (A)  est 

exacte  pour  toutes  les  hauteurs  dans  lesquelles  5a  .  tang5.  0.  —  est 

insensible.  En  employant  les  valeurs  de  a ,  let  a,  données  dans 
le  n°  4  »  et  supposant  ©  =  88°  ;  on  trouve  cette  quantité  égale 
à  3",486,  quantité  presqu 'insensible.  A  de  plus  grandes  hauteurs 
apparentes,  l'erreur  de  la  formule  (A)  devient  tout-à-fait  insen- 
sible; il  importe  donc  de  bien  connaître  les  élémens  de  cette 
formule. 

g.  Ses  élémens  principaux  sont,  1°.  les  variations  de  la  densité 
de  l'air  par  les  variations  de  sa  pression  et  de  sa  chaleur  ;  2°.  la 
réfraction  de  l'air  atmosphérique ,   à  une  température   et  à  une 
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pression  déterminée.  Le  changement  de  la  densité  de  l'air,  par  la 
variation  de  la  pression  qu'ail  éprouve  ,  est  bien  connu  par  la 
loi  suivant  laquelle ,  à  température  égale ,  sa  densité  est  propor- 
tionnelle à  cette  pression  -,  loi  dont  un  grand  nombre  d'expé- 
riences a  fait  reconnaître  l'extrême  exactitude,  au  moins  dans  les 
limites  des  variations  du  baromètre  ,  depuis  le  niveau  de  la  mer  , 
jusqu'aux  plus  grandes  hauteurs  où  nous  puissions  nous  élever. 
La  dilatation  de  l'air  par  la  chaleur,  a  été  l'objet  des  recherches 
de  plusieurs  physiciens  qui  diffèrent  sensiblement  entre  eux  à  cet 
égard.  J'ai  prié  Gai-Lussac ,  de  répéter  ces  expériences  avec  tout 
le  soin  possible  ,  en  graduant  exactement  des  thermomètres  à  air 
et  à  mercure ,  et  en  mettant  la  plus  grande  attention  à  bien 
dessécher  l'air  et  les  tubes  dont  il  a  fait  usage  ;  car  il  me  pa- 
raît que  c'est  de  leur  humidité ,  que  dépendent  principalement 
les  différences  des  résultats  des  physiciens.  Il  a  trouvé  par  un 
milieu  entre  vingt-cinq  expériences,  en  ayant  égard  à  la  dila- 
tation du  verre  et  aux  corrections  des  variations  du  baromètre 
pendant  la  durée  de  chaque  expérience  ,  qu'un  volume  d'air  ex- 
primé par  l'unité  à  zéro  de  température  ,  devient  i,3y5  à  la 
chaleur  de  l'eau  bouillante  ,  sous  une  pression  équivalente  à  celle 
d'une  colonne  de  mercure  de  omèt-,y6  de  hauteur.  Il  a  de  plus  ob- 
servé que  le  thermomètre  à  air,  marquant  5o°,  le  thermomètre 
à  mercure  marquait  pareillement  5o° ,  la  différence  donnée  par 
le  résultat  moyen  des  vingt-cinq  expériences  citées,  étant  insen- 
sible. Ainsi  la  marche  des  deux  thermomètres  paraît  être  la  même 
dans  l'intervalle  de  o"  à  ioo°.  En  nommant  donc  x  le  nombre  des 
degrés  d'un  thermomètre  à  mercure  y  un  volume  d'air  représenté 
par  l'unité  à  zéro  de  température ,  devient  à  la  température  de 
x  degrés, 

i  -f-  0,00075  .  x. 

La  densité  de  l'air  est  proportionnelle  à  sa  pression.  Prenons 
pour  unité ,  sa  densité  à  zéro  degrés  et  à  omit-,76  de  hauteur  du 
baromètre.  Exprimons  ensuite  sa  hauteur  corrigée  de  l'effet  de  la 
dilatation  du  mercure  réduit  à  zéro  degrés  de  température ,  par 
om!:t-}']6 .(1  -f-y).  Cette  correction  sera  facile,  en  observant  que 
pour  chaque  degré  du  thermomètre,  le  mercure  se  dilate  de  j^ri* 
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La  densité  de  l'air  à  la  température  de  x  degrés  sera 

« 

1  +  0,00375  .  x' 

Supposons  que  a.  soit  relatif  à  la  température  de  zéro  degrés ,  et 
à  la  hauteur  o^^jjô  du  baromètre.  Il  paraît  naturel  de  supposer 
la  force  réfractive  de  l'air ,  proportionnelle  à  sa  densité  ;  c'est 
en  effet  ce  que  les  expériences  de  Hauksbée  confirment.  La  va- 
leur de  a.  relative  à  la  température  de  x  degrés,  et  à  la  hau- 
teur (i+_v).omèt-,76  du  baromètre  sera  ainsi 


1  -f-  0,00076  .  x' 


De  plus,  à  la  température  de  zéro  degrés  ,  et  à  omit-,76  de  hau- 
teur du  baromètre,  on  a  par  ce  qui  précède, 

/  =  7974raètres. 

La  valeur  de  /  ne  varie  point  par  les  hauteurs  du  baromètre  ; 
car  l'équation 

nous  montre  que  (^p)  étant  proportionnel  à  (p),  lorsque  la  tem- 
pérature reste  la  même ,  /  est  toujours  le  même.  Mais  si  la  tempé- 
rature change,   alors  /  varie  en  raison  inverse  de  (p),  et  l'on  a 

/=  7974^1..  {  !  -1-0,00375  . x}. 
Cela  posé ,  laformule  [A)  devient,  en  observant  quea=6366ig8mil-, 

jvq  —  *-(i+,y)tang.Q 

1  -j-  0,00375. a; 

\.<*.(i+yY     (i+2cosae)tang.e  1  .    ,^. 
"*"  (î-f  0,00375.x)1'  cos2.  e 

—  *-(i+y)  •  0,00125254 .  ■^7¥. 

Il  ne  reste  ici  d'autre  indéterminée  qne  a  ,  et  l'un  des  meilleurs 
moyens  pour  la  connaître  est  l'observation  de  la  hauteur  des  étoiles 
circumpolaires ,  dans  leur    plus  grande  et   leur  plus  petite  hau- 
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teur.  Delambre,  en  comparant  un  grand  nombre  d'observa- 
tions astronomiques,  a  trouvé  la  réfraction  égale  à  i86",ja8, 
à  5o°  de  hauteur  apparente,  la  température  étant  zéro,  et  la  hau- 
teur du   baromètre  étant  omit-,76.  De  là  je  conclus 

£t=  i87",o87 , 

ou  en  partie  du  rayon , 

a  =  0,000293876. 

10.  Jusqu'à  présent  on  n'a  point  tenu  compte  de  l'humidité  de  l'air 
dans  les  réfractions.  A-t-elle  sur  ce  phénomène  une  influence 
sensible  ?  C'est  es  que  nous  allons  examiner.  Rappelons ,  pour 
cela ,  quelques  résultats  auxquels  on  est  parvenu  sur  l'évapora- 
tion  des  divers  fluides.  On  a  trouvé  par  l'expérience,  qu'un  vo- 
lume d'un  gaz  quelconque ,  lorsqu'il  est  complètement  saturé 
d'eau,  contient  la  même  quantité  de  vapeurs  ,  qui  s'élèverait 
dans  le  même  espace  vide,  à  la  même  température,  en  y  suppo- 
sant assez  d'eau  pour  suffire   à  toute  la  vaporisation. 

On  a  de  plus  observé  que  la  pression  étant  toujours  la  même, 
tous  les  gaz  se  dilatent  de  la  même  quantité  par  la  chaleur,  et 
que  toutes  les  vapeurs  se  dilatent  de  la  même  quantité  que  les 
gaz.  On  a  trouvé  encore  qu'à  la  même  température,  la  densité 
des  gaz  et  des  vapeurs  est  proportionnelle  à  leur  pression  ou  à 
leur  force  élastique. 

Si  l'on  place  dans  le  vide  un  vase  rempli  d'eau ,  la  force  élas- 
tique de  la  vapeur  qui  s'en  élève,  croît  avec  la  température  ,  sui- 
vant une  loi  que  l'on  a  cherchée  par  l'expérience.  On  a  reconnu 
que  cette  force  augmente  à-peu-près  en  progression  géométrique , 
tandis  que  la  température  croît  en  progression  arithmétique,  en- 
sorte  que  ses  logarithmes  croissent  à-peu-près  suivant  cette  der- 
nière progression.  Cependant  cela  n'est  pas  entièrement  exact  : 
au  moment  de  l'ébullition,  lorsque  la  hauteur  du  baromètre  est 
omèt-,76,  cette  hauteur  exprime  la  force  élastique  de  la  vapeur 
aqueuse  ,  et  je  trouve  que  l'on  satisfait  à  très-peu-près  aux  expé- 
riences de  Dallon  sur  cet  objet,  en  supposant  la  force  élastique 

de 
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de  la  Vapeur  d'eau,  à  une  température  quelconque  égale,  à 

i  étant  le  nombre  des  degrés  décimaux  du  thermomètre  à  mer- 
cure, au-dessus  de  100°,  ce  nombre  devant  être  supposé  négatif 
pour  les  degrés  inférieurs.  Ainsi  l'on  aura  le  logarithme  tabulaire 
de  cette  force  élastique,  exprimée  en  décimales  du  mètre,  en 
ajoutant  au  logarithme  de  ombl-,j6,  la  quantité 

i .  o,oi54547 — z2.  0,0000625826. 

La  formule  précédente  peut  s'étendre  depuis  z=  —  00  jusqu'à 
i  égal  à  5o  ou  60  degrés.  Elle  peut  servir  pour  tous  les  fluides  j 
en  observant  seulement  de  compter  les/  pour  chacun  d'eux,  à 
partir  du  terme  de  leur  ébullition;  car  on  a  trouvé  ce  résultat  re- 
marquable ,  savoir  qu'en  partant  de  ce  terme ,  et  généralement 
d'un  point  quelconque  où  leur  force  élastique  est  la  même  ,  les 
mêmes  accroissemens  de  température  produisent  les  mêmes  accrois- 
semens  dans  leur  force  élastique. 

De  quelque  manière  que  la  vapeur  existe  dans  l'atmosphère , 
il  est  visible  que  l'action  de  l'air  humide  sur  la  lumière,  est  com- 
posée de  l'action  de  l'air  et  de  celle  de  la  vapeur.  Concevons  qu'à 
forces  élastiques  égales  et  à  la  même  température  ,  les  actions  de 
la  vapeur  et  de  l'air  sur  la  lumière,  soient  dans  le  rapport  de  p 
à  o,  et  que  q  représente  l'action  de  l'air  sur  la  lumière,  à  zéro 
de  température,  et  sous  une  pression  déterminée  par  la  hauteur 
0mèt.^5  ju  baromètre.  Nommons  ensuite  z.omèt-,y6  la  force  élas- 
tique qu'aurait  à  zéro  de  température ,  la  vapeur  aqueuse  exis- 
tante dans  un  volume  donné  d'air,  si  cette  vapeur  existait  seule 
dans  le  même  espace  vide  ;  il  est  clair  qu'à  cette  température,  l'hu- 
midité de  l'air  ajoutera  à  son  action  sur  la  lumière,  la  quantité 
z.(p — q)  ;  et  si  la  température  est  de  x  degrés,  la  densité  de  la 
vapeur  étant  diminuée  d'environ  o,oo3y5  pour  chaque  degré, 
la  correction  de  la  force  réfringente  de  l'air  ,  due  à  son  humi- 
dité ,  sera 

1  -f-  x  .  0,00375 

Mécàn.  cél.  Tome  IV.  M  m 
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Déterminons  p — q.  Pour  cela,  je  supposerai  que  la  valeur  de  — 

est  la  même  dans  l'état  liquide  et  dans  l'état  de  vapeurs.  C'est 
en  effet  l'hypothèse  la  plus  naturelle  que  l'on  puisse  admettre  : 
elle  est  analogue  à  celle  que  l'on  fait  dans  la  théorie  des  ré- 
fractions, et  qui  consiste  à   supposer  que  la  densité  de  l'air  ne 

fait  point  varier  la  valeur  de  — .  Dans  le  passage  du  vide   dans 

l'eau ,  le  rapport  du  sinus  d'incidence  au  sinus  de  réfraction  est , 
suivant  Newton,  ff|  j  ce  qui  donne  par  le  n'a,  relativement 
à  l'eau, 


n*   -r— V^sy         ï} 


p  étant  ici  la  densité  de  l'eau.  Il  résulte  des  expériences  de  Dalton, 
Saussure  et  Wath,  qu'à  forces  élastiques  et  à  températures  égales, 
la  densité  de  la  vapeur  d'eau  est  f^  de  celle  de  l'air;  et  suivant 
Lavoisiers  ,  à  la  température  de  i2°,5  ,  et  à  la  pression  de  omèt-,76, 

la  densité  de  l'air  est  ^- ;  on  a  donc,  en  nommant  zp'  la  den- 
sité de   la  vapeur  d'eau  à  cette  température , 

ce   qui  donne,  en  réduisant  en  arcs  de  cercle, 

~.p  .z=z2ïï  ,84. z; 

en  multipliant  cette  quantité  par  1  -j- 12,5.0,00375 ;  on  aura  à 
zéro  de  température, 

2  K     ,  „ 

—  .p  .  £=221  ,77>Z 

à  cette  température,  et  (p)  étant  la  densité  de  l'air  sous  une  pres- 
sion égale  à  omèt,76  de  hauteur  du  baromètre,  les  observations 
donnent 

^.(p).z=i87>9.z. 
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L'humidité  de  l'air  ajoute  donc  à  sa  force  réfractive,  la  quantité 

a.54",68 
i  -}-.r .  o,oo5j5' 

En  multipliant  cette  quantité  par  la  tangente  de  la  hauteur  ap- 
parente 0,  on  aura  à  très-peu-près  par  ce  qui  précède,  l'accrois- 
sement de  la  réfraction,  dû  à  l'humidité  de  l'air  ;  cet  accrois- 
sement est  donc 

z.34",68 
— ; — - — ^--p  .  tang.  0. 

En  supposant  l'air  saturé  d'eau ,  le  logarithme  tabulaire  de  z  sera 
par  ce  qui  précède 

—  (ioo  —  x)  .o,oi54547  —  (IQ0  —  a:)*.  0,0000625826. 

De  là  j'ai  conclu  les  valeurs  suivantes  de  l'accroissement  de  la 
réfraction,  dû  à  l'humidité  extrême  de  l'air,  depuis  quinze  jus- 
qu'à quarante  degrés  de  température. 

Degrés.  Accroissement  de  la  réfraction, 

i5° o",563  .  tang.  ©  ; 

20° o",744  .  tang.  0  ; 

25° o",977  .  tang.  0; 

oo* '. iV*74  .  tang.  0  ; 

35° i",65i  .  tang.  0  ; 

40' 2",  122  .  tang.  0. 

Il  résulte  de  cette  table,  que  l'effet  de  l'humidité  de  l'air  sur 
la  réfraction  est  très-peu  sensible  ;  l'excès  de  la  puissance  réfrac- 
tive  de  la  vapeur  aqueuse  sur  celle  de  l'air,  étant  compensé  en 
grande  partie  par  sa  plus  petite  densité.  On  pourra  cependant  y 
avoir  égard  par  la  table  précédente,  dans  le  cas  de  l'hu- 
midité extrême  :  l'observation  de  l'hygromètre  pourra  faire  con- 
naître ensuite  le  rapport  de  la  quantité  de  vapeur  répandue  dans 
un  volume  donné  d'air ,  à  la  quantité  qui  produirait  dans  ce  vo- 
lume l'extrême  humidité.  On  multipliera  par  ce  rapport,  l'accrois- 
sement de  réfraction  dû  à  cette  humidité  extrême. 

Mm  3 
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Si  l'on  veut ,  dans  la  théorie  des  réfractions ,  tenir  compte 
de  la  figure  de  la  terre,  on  doit  observer  que  l'on  peut  toujours 
concevoir,  au  point  qu'occupe  l'observateur,  un  cercle  oscula- 
teur  à  la  surface  de  la  terre,  et  dont  le  plan  passe  par  l'astre  ; 
or  la  figure  des  couches  de  l'atmosphère  est  à  très-peu-près  la 
même  que  celle  de  la  terre-,  les  cercles  concentriques  au  cercle 
dont  il  s'agit  seront  donc  également  oscillateurs  de  ces  diverses 
figures,  et  l'on  pourra  déterminer  la  réfraction  de  l'astre ,  en  sup- 
posant la  terre  sphérique  et  d'un  rayon  égal  à  celui  de  ce  cercle 
osculateur.  On  voit  ainsi,  i°.  que  les  réfractions  ont  toujours  lieu 
dans  le  plan  vertical  ;  20.  qu'elles  ne  sont  pas  les  mêmes  de  tous 
les  côtés  de  l'horizon,  puisque  les  cercles  osculateurs  ne  sont 
pas  les  mêmes  dans  tous  les  sens  ;  mais  il  est  facile  de  s'as- 
surer que  cela  est  insensible,  pour  peu  que  l'astre  soit  élevé.  H 
peut  en  résulter  à  l'horizon,  des  différences  de  quelques  secondes, 
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CHAPITRE    II. 

Des  Réfractions  terrestres. 

« 

ii.  JLa  réfraction  terrestre  n'est  en  elle-même  que  la  partie 
de  la  réfraction  astronomique,  comprise  entre  l'origine  de  la  courbe 
du  rayon  de  lumière  et  le  point  où  cette  courbe  rencontre  l'ob- 
jet terrestre.  Cette  partie  étant  toujours  peu  considérable  relati- 
vement à  la  réfraction  entière;  cela  donne  lieu  à  des  simplifica- 
tions que  nous  allons  exposer. 

Lorsque  l'élévation  de  l'objet  est  très-petite  par  rapport  à  sa 
distance  ;  au  lieu  de  donner  l'expression  de  la  réfraction  ,  en 
fonction  de  cette  élévation ,  il  est  beaucoup  plus  exact  et  plus 
simple  de  l'avoir  en  fonction  de  l'angle  formé  par  les  rayons  ter- 
restres menés  du  centre  de  la  terre  à  l'observateur  et  à  l'objet, 
angle  que  nous  avons  désigné  par  v  dans  le  n°  i.  Il  résulte  de 
ce  n°  et  du  n°  5,   que  l'on  a 


a.dr     .     _  |    y      ,  4 A'    ,  , 

2  K    dp      1 
— —  .  -jt  .  rdv 

L'élévation  de   l'objet  étant  supposée  fort  petite,  on   a    à  très- 
peu-près 

,=(,,).  (i--£), 
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i  étant  un  coefficient  constant  qui  dépend  de  la  diminution  de 
]a  chaleur  des  couches  de  l'atmosphère,  à  mesure  qu'elles  sont  plus 
élevées.  Cette  valeur  de  p  donne  à  fort  peu-près 


Jfl  =  2*    (,).£.,. 


71" 


«T9  est  la  somme  des  réfractions  terrestres  à  l'objet  et  à  l'obser- 
vateur, et  cette  somme  est  le  double  de  la  réfraction  à  l'un  ou 
à  l'autre  de  ces  points,  parceque  la  réfraction  y  est  à  très-peu- 
près  la  même  ;  la  réfraction  terrestre,  pour  des  objets  peu  élevés, 
est  donc  à°fort  peu-près, 

Dans  le  cas  d'une  température  uniforme  dans  l'atmosphère,  z'=i  ; 
on  aurait  donc  alors,  à  la  température  de  la  glace  fondante  et 
à  oma,7Ô  de  hauteur  du  baromètre,  la  réfraction  terrestre  égale  à 


8,5i94* 


Si  l'on  adopte   la  loi  dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  n"  7  , 
on  aura  à  très-peu-près,  à  de  petites  hauteurs, 


«  =  s  —  u  .  0,20187  -, 


ce  qui  donne 


p  =  (p).{i—  j.  57i,55i}; 
d'où  l'on  tire  la  réfraction  terrestre  égale  à 


1 1  ,goo3  ' 


c'est  la  valeur  qui  me  paraît  devoir  être  adoptée,  à  moins  que 
par  des  observations  directes  on  n'ait  déterminé  la  valeur  de  il 
Cette  dernière  valeur  est  très-variable;  il  peut  même  arriver  que 
par  des  circonstances  particulières,  la  densité  des  couches  atmos- 
phériques, près  de  la  surface  de  la  terre,    loin  d'aller  en  dimi- 
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nuant,  aille  au  contraire  en  croissant;  et  alors  la  réfraction ,  au 
lieu  d'élever  les  objets,  les  abaisse;  aussi  les  observateurs  ont 
trouvé  de  très-grandes  variétés   dans  les  réfractions  terrestres. 

On  n'a  besoin  de  connaître  les  réfractions,  que  pour  corriger 
les  hauteurs  observées  des  objets;  mais  on  peut  déterminer  direc- 
tement ces  hauteurs,  en  intégrant  l'expression  précédente  de  dv. 

En  effet,  si  l'on  y  suppose  p=(p).fi  —  -y),  et  qu'ensuite  on 
l'intègre  depuis  5=0,  on  trouvera 


V 


iK    ,    .     ia 

COS-.  0  +  25.S1I12.  0—  — —  .  (p  )  .  -j-  .S  —  COS.  0 


sin.  0  .  2  K     ,    K     ia 

d'où  l'on  tire 

Gfa      (  O.K.     ,   N  ia       )    .  ,    _ 

as==—  •{I-^'^)-j^r0}-l-^.oot.0; 

as  étant  à  très-peu-près  la  hauteur  de  l'objet  observé,  au-dessus 
du  niveau  de  l'observateur.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  cette 
expression  coïncide  avec  celle  que  l'on  aurait  en  corrigeant  la 
hauteur ,  au  moyen  de  l'expression  précédente  de  la  réfraction. 

Pour  déterminer  as,  quelle  que  soit  la  hauteur  apparente  0; 
il  faut  intégrer  l'expression  de  du ,  et  cette  intégration  suppose 
la  connaissance  de  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  des  couches 
de  l'atmosphère  diminue.  En  partant  de  celle  que  nous  avons 
adoptée  dans  le  n"  7 ,  on  pourra  facilement  intégrer  l'expression 
de  dv ,  par  l'analyse  exposée  dans  ce  n°  ,  et  en  conclure  la  valeur 
de  s  en  fonction  de  v.  Mais  à  des  hauteurs  apparentes  un  peu 
grandes,  on  peut  obtenir  cette  valeur,  indépendamment  de  toute 
hypothèse  sur  la  constitution  de  l'atmosphère  ,  comme  a  vu  dans 
le  n°  8,  que  la  réfraction  astronomique  en  est  alors  indépendante. 

Si  l'on  suppose  -=  1  —  s,  on  aura 

ds.  sin.  0 


*ss 


1/    cos2.0  —  2A.(  1  —  J-\--\.2s.  (1—  i-O.sin2.  <=> 
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En  réduisant  en  série  ,  on  aura 

fi—s(i—\s)  .  tang5.0  +  i,sa.tang*.  0 

<zV  =  <&  .  tang.  0  <      a./ii L\ 

{  +      S    .W  +  etc. 

v  cos2.  © 

ce  qui  donne,  en  intégrant  depuis  ,9  =  0, 

^  =  ^tang.0.(i-^.tangS©+^(^osf+l).tang-.0) 

;  .    *-tang.e      f         /f<frj 

*  cos*.e  •  r     (?)  r 

Soit  as'  la  hauteur  calculée  sans  avoir  égard  à  la  réfraction  , 
et  désignons  par  aJ"s  la  correction  due  à  la  réfraction ,  ensorte 
que  s  =  s'  —  J\?.  La  réfraction  n'altère  point  la  valeur  de  v , 
parce  qu'élevant  les  objets  dans  le  plan  d'un  vertical  ,  un  point 
vu  des  deux  extrémités  d'une  base ,  est  apperçu  sur  la  commune 
intersection  des  deux  verticaux  qui  passent  par  ces  extrémités  et  par 
l'objet  même;  or  cette  commune  intersection  est  un  rayon  de  la 
terre;  la  valeur  de  v  reste  donc  la  même  que  lorsqu'on  n'a  point 
égard  à  la  réfraction.  Ainsi  en  substituant  pour  s,  s'  —  <J\? ,  et 
négligeant  les  produits  s£s  et  aj\?,  on  aura 

o  =  —  d\?.tang.0H ^—-  .  [s  — --~-r); 

d'où,  l'on  tire 


cos2.©      t  (?)     ■» 


ag.fpds  est  par  le  n8  5,  la  pression  de  l'atmosphère,  à  la  station 
de  l'observateur,  moins  sa  pression  à  l'objet  observé.  Soit  g  la 
différence  des  hauteurs  du  baromètre  à  ces  deux  points,  le  mer- 
cure y  étant  réduit  à  zéro  de  température  ,  et  supposons  que  (p) 
réponde  à  cette  température  et  à  omùt-,7Ô  de  hauteur  du  baromètre} 
on  aura 

a  .fp  ds g  .  l 

II 
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Il  faut  faire  varier  cette  valeur  en  raison  du  rapport  de  la  den- 
sité supposée  pour  (p),  à  sa  densité  véritable;  mais  comme  la  va- 
leur de  a  varie  en  raison  inverse,  il  en  résulte  que  ê  restant  le 

même,  la  valeur  de  */°y  ..  restera  toujours  la  même.  En  substi- 
tuant pour  «  sa  valeur  donnée  dans  le  n°  4j  on  aura 

_tt.±^LJ==_3,o8338.e. 

Pour  avoir  l'inclinaison  de  l'horizon  visuel  avec  l'horizon  vrai , 
lorsqu'on  s'élève  au-dessus  du  niveau  de  la  mer;  il  faut  connaître 

les  valeurs  de  —r  dans  les  diverses  parties  de  la  trajectoire  du  rayon 

lnmineux  qui  rase  la  surface  de  la  mer.  L'expression  précédente 
de  dp  donne ,  lorsque  0  hst  ioo  , 

ou  à  très-peu-près, 


£  =  l/2*-2*,(i-^). 


dr 


On  doit  observer  que  -j  est  la  tangente  de  l'angle  de  dépression 

de  l'horizon  visuel,  à  la  hauteur  as,  tangente  que  l'on  peut  con- 
fondre avec  l'angle  lui-même. 

Si  la  hauteur  est  peu  considérable  ;   on   aura  pour  l'expression 
de  cet  angle , 

\/r      2S  .  ( l  —  CL  .  yj. 
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CHAPITRE   III. 

De  l'extinction  de  la  lumière  des  astres  dans  l'atmosphère 
terrestre  ,  et  de  l'atmosphère  du  soleil. 


12.  Jlj'extinctiok  de  la  lumière  des  astres,  en  traversant 
l'atmosphère ,  a  trop  de  rapport  avec  la  théorie  des  réfractions, 
pour  ne  pas  nous  occuper  ici.  Nommons  e  l'intensité  de  la  lumière 
d'un  aslre,  parvenue  à  une  couche  quelconque  de  l'atmosphère  , 
dont  le  rayon  est  r,  son  intensité  à  son  entrée  dans  l'atmosphère 
étant  prise  pour  unité  ;  on  aura 


de  —  —  Q  .  p  .  g  .  }/~dr*  -f-  r*dv*  ; 

Q  étant  nn  coefficient  constant*  En  effet  il  est  visible  que  la  diffé- 
rentielle de  l'extinction  de  la  lumière  est  proportionnelle  à  son 
intensité,  à  la  densité  delà  couche  et  à  l'élément  décrit  par  le 
rayon  de  lumière.  En  substituant  pour  rdv  sa  valeur  donnée  dans 
le    chapitre  précédent,  on  aura 


i^'Wmt^ù^ 


sin2.  0 


On    peut    dans    cette   expression  de  —  ,     supposer     le      facteur 


1/ 


1  +'-t-p  égal  à  l'unité.   Si  l'astre  est  sensiblement  élevé  sur 

l'horizon,  le  dénominateur    se  réduit  à   fort  peu-près  à  cos.  0. 
En  intégrant,  et  observant  que  fpdr  =  (p) . /,    on  a 

D  COS.  © 
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Si  l'on  nomme  E  la  valeur  de  s  au  zénith  ,  où  cos.  0  =  i  ;  on  aura 

i  log-.E 

°  cos.0 

Log.  E  étant  égal  à  —  Q.(p).l,  et  (p)./  étant  proportionnel  à 
la  hauteur  observée  du  baromètre  ;  il  est  clair  que  log.  E  et  gé- 
néralement les  logarithmes  de  l'intensité  de  la  lumière  des  astres, 
sont  proportionnels  à  cette  hauteur.  Il  est  visible  d'ailleurs,  que 
les  deux  logarithmes  précédens  peuvent  être  supposés  tabulaires 
dans  la  dernière  équation. 

On  aura  facilement  la  valeur  de  E  ,  en  comparant  les  intensités 
de  la  lumière  du  même  astre,  par  exemple  de  la  lune,  à  deux 
hauteurs  différentes.  Bouguer  a  trouvé  de  cette  manière,  que  la 
lumière  d'un  astre  vu  au  zéuith ,  se  réduit,  après  avoir  traversé 
l'atmosphère,  à  o,8i23.  Le  logarithme  tabulaire  de  ce  nombre 
est  — 0,0902835  •,  en  divisant  donc  ce  logarithme  par  le  sinus  de 
la  hauteur  apparente  d'un  astre,  on  aura  le  logarithme  de  l'in- 
tensité de  sa   lumière. 

Très-près  de  l'horizon ,  la  diminution  de  la  lumière  dépend , 
ainsi  que  la  réfraction,  de  la  constitution  de  l'atmosphère.  En 
adoptant  l'hypothèse  que  nous  avons  donnée  dans  le  n°  7;  on 
aura  facilement,  par  l'anal jse  exposée  dans  ce  n°,  la  valeur  cor- 
respondante de  l'intensité  de  la  lumière.  Mais  on  pourra,  sans  crainte 
d'erreur  sensible ,  employer  l'hypothèse  d'une  température  uni- 
forme. Dans  cette  hypothèse,  on  a  pdr  = —  Idp;  en  nommant 
donc  dû  l'élément  de   la  réfraction,  on  aura  à  très-peu- près 

de__  H.  de  _ 

e  ~  sin.  0  ' 

H  étant  une  constante.  Les  logarithmes  des  intensités  de  la  lu- 
mière sont  donc  alors  comme  les  réfractions  astronomiques  divi- 
sées par  les  cosinus  des  hauteurs  apparentes  de  l'astre. 

On  a  vu  précédemment  qu'à  la  hauteur  apparente  de  5o%  la 
réfraction  est  de  i86",728,  et  que  dans  l'hypothèse  d'une  tem- 
pérature uniforme,  elle  est  à  l'horizon,  de  r/5go",rji;  d'où  il  est 
facile  de    conclure  que    l'extinction  de     la  lumière  à  l'horizon 

N112 
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est  s— — .  On  pourra,  par  ces  formules,  déterminer  la  quantité 

de  lumière  que  la  lune  reçoit  encore  dans  ses  éclipses  ,  au 
moyen  des  réfractions  que  les  rayons  du  soleil  éprouvent  en 
traversant  l'atmosphère  terrestre,  et  de  leur  extinction  dans  cette 
atmosphère. 

i3.  Suivant  les  expériences  de  Bouguer,  la  lumière  du  disque 
solaire  est  moins  intense  vers  ses  bords  qu'à  son  centre.  A  une 
distance  des  bords  égale  au  quart  du.  demi-diamètre,  il  a  trouvé 
l'intensité  de  la  lumière  plus  petite  qu'au  centre,  dans  le  rapport 
de  55  à  4$«  Cependant  une  portion  du  disque  -du  soleil ,  trans- 
portée par  la  rotation  de  cet  astre  ,  du  centre  vers  les  bords  du 
disque,  doit  y  paraître  avec  une  lumière  d'autant  plus  vive, 
qu'elle  est  apperçue  sous  un  plus  petit  angle;  car  il  est  naturel 
de  penser  que  chaque  point  de  la  surface  du  soleil  renvoie  une 
lumière  égale  dans  tous  les  sens.  Si  l'on  nomme  9  l'arc  de  grand 
cercle  de  la  surface  du  soleil,  compris  entre  un  point  lumineux 
et  le  centre  du  disque  apparent,  le  rayon  du  soleil  étant  pris  pour 
unité  ;  une  portion  très-petite  a,  de  la  surface,  transportée  à  la  dis- 
tance 9 ,  du  centre  du  disque  ,  y  paraîtra  réduite  à  l'espace  a .  cos.  9  ; 
l'intensité  de  sa  lumière  sera  donc  augmentée  dans  le  rapport  de- 
l'unité  à  cos. 9.  Au  contraire,  elle  parait  diminuée.  Cette  diffé- 
rence s'explique  très-simplement,  au  moyen  d'une  atmosphère 
qui  enveloppe  le  soleil.   On  a  vu  dans  le  n°  précédent,  que  l'in- 

tensité  de  la  lumière  qui  en  résulte  ,  est  égale  à  c  ,  c  étant 

le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité.  Ainsi  l'in- 
tensité de  la  lumière  étant  ç~f,  au  centre  du  disque ,  celle  qui 
subsiste  à  la  distance  du  bord,  égale  au  quart  du  demi-diamètre,  sera 

f_ 

— —.*c      os'  ,  sin.  9  étant  égale  à  fj  on  aura  donc 


\S 


76     -/V-     35     -f 


Cette  équation  détermine  f,  et  l'on  trouve 

/=  1,42459.; 
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ce   qui  donne 

c~f=.  0,240686-, 

c'est-à-dire  que  la  lumière  du  centre  du  disque  solaire  ,  est  réduite, 
par  son  extinction  dans  son  atmosphère  ,  a  0,240686.  Une  colonne 
d'air  à  zéro  de  température  et  à  la  pression  de  o/'y6  de  hauteur  du 
baromètre  ,  devrait  avoir  54622m  de  hauteur,  pour  éteindre  ainsi  la 
lumière.  Telle  serait  donc  la  hauteur  de  l'atmosphère  solaire ,  ré- 
duite à  la  densité  précédente  ,  si,  à  densités  égales  ,  elle  éteignait 
la  lumière  ,  comme  l'air  de  notre  atmosphère. 

On  voit  ainsi  que  le  soleil  nous  paraîtrait  beaucoup  plus  lumi- 
neux ,  sans  l'atmosphère  qui  l'environne.  Pour  déterminer  de 
combien  sa  lumière  est  affaiblie  ,  nous  observerons  qu'en  prenant 
pour  unité  son  demi-diamètre  ,  et  faisant  cos.  9=  x,  sa  lumière 

_/ 
totale  est  zrt.fdx.c    x,  l'intégrale  étant  prise  depuis  xz=o  jusqu'à 

x=,  1.  A  la  vérité,  l'intensité  de  la  lumière  n'est  très-sensiblement 

_/ 
proportionnelle  à  c     x  que  depuis  9  =  o  jusqu'à  9=88°  ;  au-delà  , 

elle  suit  une  autre  loi.  Mais  le  cosinus  de  88°  diffère  si  peu  de 
l'unité  ,  que  l'on  peut  négliger  la  portion  du  disque  solaire  qui  ré- 
pond à  cette  différence  ,  ou  du  moins  y  supposer,  comme  dans  les 
autres  parties  du  disque  ,  l'intensité  de  la  lumière  proportionnelle 

_/  .      _ 

à  c     *"  En  prenant  donc  pour  unité  ,  la  lumière  du  Soleil ,  dans  le 

cas  où  il  serait  dépouillé  de  son  atmosphère  ,    et  où  l'on   aurait 

__/ 
parconséquent  _/"=  o  ;  on  aura  Jdx.c    x ,  pour  sa  lumière  affaiblie 
par  son  atmosphère. 

Pour   avoir  cette  intégrale  ,  supposons  7^=  q  et  z  = — .  ;     elle 

/dz  c~z 
—  +  ■  ;  mais  alors  l'intégrale   doit  être  prise 

depuis  z  =  00    jusqu'à  z  =  -.  On  a 

/dz.c~z       c~z     (         1.2    ,    1.2.3        1.2.3.4    ■  1     , 
î-=  —  .  ]i —■ î-fétc.  \  +  constante. 
qz2          </z2     l          z             2?               z3        '          ) 

L'intégrale  devant  être  prise  depuis  z  =  00  j'usqu'à  z  =-,  la  cons- 
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tante  est  nulle ,  et  parconséqueut  l'intégrale  devient 

q .  c_/.  {i  —  i.2.<7-r-i.2.3.<7a  —  i .  2 . 3 . 4 .  y3  -f-  etc.  } 

On  réduira  cette  série,    en   fraction    continue,  par  la  méthode 
exposée  dans  le  n°  5.  Pour  cela,   supposons 

&=  i  —  21/. (i — 1)-\-  i  .2. 3. y1,  (i — 1)% — etc. 

nous  aurons 

q  ,-£  .  (i — ty  —  zqu.  (i — t)  —  «-f-i  =  o. 

Considérons  u  comme  la   fonction  génératrice  deyr,  ensorte 
que  l'on   ait 

'u~y~+yt:t-à-ys,l\ +/,+,. /'  + etc.  ; 

le  coefficient   de  f~',  dans  l'équation  différentielle  précédente  , 
donnera  en  l'égalant  à  zéro,  l'équation  aux  différences  finies, 

qr.y,+l  —  (a^-f- i)./r-f-?r.  jr_,  =  o  ; 

dans  le  cas  de  r  =  i,  ce  coefficient  donnera 

ce  qui  rentre  dans  l'équation  précédente,  en  y  supposant  r„  = -, 
Maintenant,  l'équation  aux  différences  finies  en/,  donne 


Supposons 


nous  aurons 


ou 


yf-x_agr+i       yr+l 
Jr  "        qr  yr  ' 

y<  _  V 

Vr_x       i  +r— i  .q+z/ 

q'.r  .  r'+i 


z,  =  q  .r-j-i 


1  +  rq  +  z,. 


<7  •  '"+ 1 


l+z,+1  J 
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d'où  l'on  tire 


*tte-3 


i  +  ï 


i*S 


*+  ,  ,4? 
l  + «G 


1  +  i  j.  etc. 
partant 


•** 


-t3 


H-52- 


1  +  etc-  7 

mais  la  comparaison  des  deux  expressions  précédentes  de  u  donne 
yl  =  \  —-  1.2.9+1.2.5.9*  —  i .  2 . 5 . 4  •  93  +  etc. 

de  plus  j0  =  -;  partant 

9.c-/.(i  —  1.2. 9  + 1.2. 3. 9*  — etc.)  =  -il1^ 

i  +  J- 


!+£ 


.+B 


1+2JL 


i  +  etc. 

C'est  la  valeur  de  l' intégrale  fdx.c  *,  prise  depuis  :r:=o  jus- 
qu'à x-=i.  Soit 

e^=2q;  &=q;  é™=5ç;  eWfesa?;  £C5)=49;  éC6>==59;  é-^=iBq;  etc.; 

et  formons  une  suite  de  fractions  dont  les  deux  premières  soient 
-  et  — ; — ,  et  telles  qu'en  nommant  2VW  le  numérateur  de  la  frac- 
tion   r""",  et  J5W  son  dénominateur,  on  ait 
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alors  la  valeur  de  la  fraction  continue 


»+* 


«*« 


i  -|-  etc. 

sera  comprise  entre  les  deux  fractions  -^  et  DQr+1y    On    trouve 

ainsi  fdx .  c  x  égal  à  un  douxième  à  fort  peu-près  ;  d'où  il  suit 
que  le  soleil  dépouillé  de  son  atmosphère,  nous  paraîtrait  douze  fois 
plus  lumineux.  Au  reste,  ces  résultais  sont  subordonnés  à  l'ex- 
périence de  Bouguer,  qui  mérite  d'être  répétée  plusieurs  fois 
avec  beaucoup  de  soin,  sur  divers  points  du  disque  solaire. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE    IV. 

De  la  mesure  des  hauteurs  par  le  Baromètre. 

i4-  JuA  mesure  des  hauteurs  par  le  baromètre  dépend,  comme 
la  théorie  des  réfractions,  de  la  loi  suivant  laquelle  la  densité 
des  couches  de  l'atmosphère  diminue.  Nommons  p  la  densité  d'une 
molécule  d'air  dont  la  distance  au  centre  de  -la  terre  est  a-\-r, 
a  étant  la  distance  du  même  centre,  à  la  station  inférieure  de 
l'observateur.  Soit  g  la  pesanteur,  et  p  la  pression  de  l'atmos- 
phère dans  le  lieu  de  la  molécule  ;  on  aura 

dp  =  —  gp.dr. 

La  pression  p  est  proportionnelle  à  la  densité  p  de  la  molécule , 
multipliée  par  sa  chaleur  que  nous  désignerons  par  z,  ensorte 
que  l'on  a 

p  =  Kp  .  z  ; 
K  étant  un   coefficient  constant.  On  aura  donc 

dp  _  gdr 


p~~        Kz 


? 


ce  qui  donne 


P 


'zJL^KAogM; 


(p)  étant  la  pression  de  l'atmosphère  à  la  station  inférieure  ori- 
gine des  r  et  de  l'intégrale.  Si  l'on  désigne  par  (g)  la  pesanteur 
à  cette  station  ;  on  aura  à  fort  peu-près 

ir==(ê-)-(^=(ér)-0-ï); 
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en  faisant  donc  r'  =  r  .  (i  — -y,  on  aura 

Pour  intégrer  ces  fonctions ,  il  est  nécessaire  de  connaître  z  en 
fonction  de  r.  Mais  comme  les  intégrales  ne  s'étendent  jamais 
qu'à  un  intervalle  peu  considérable,  relativement  à  la  hauteur 
entière  de  l'atmosphère  •,  toute  fonction  qui  représente  à-la-fois 
les  températures  des  deux  stations  inférieure  et  supérieure  ,  et 
suivant  laquelle  la  température  diminue  à-peu-près  en  pro- 
gression arithmétique  de  l'une  à  l'autre,  est  admissible,  et  l'on  peut 
choisir  celle  qui  simplifie  le  plus  le  calcul.  Nous  supposerons 
donc 

q  étant  la  température  à  la  station  inférieure ,  et  i  étant  déter- 
miné de  manière  que  cette  expression  de  z  représente  la  tempé- 
rature  à  la  station  supérieure.  Nous  aurons 

rd/ 2/    _ 

J    z        H  -M  ' 
partant 

2  (g)         =>    p    > 

équation  dans  laquelle  nous  emploierons  les  logarithmes  tabu- 
laires ,  au  lieu  des  logarithmes  hyperboliques,  ce  qui  n'influe 
que  sur  la  constante  K.  Exprimons  par  /  la  température  à  la  glace 
fondante,  et  supposons 

q  =  1  +  1;     z  =  l-\-ï; 
nous  aurons 

(*  +  Ol      K     i„„  (p) 


7    f      1   (f  +  Ol      K      1 


(g)      b    P 

En  comparant  un  grand  nombre  de  mesures  des  montagnes  par  le 
baromètre,  avec  leurs  mesures  trigonométriques;  Ramond  a  trouvé 

Kl 

que  sur  le  parallèle  de  5o°  ,  le  coefficient  —^  est  égalai  8336  met. 
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Pour  déterminer  le  coefficient  /,  nous  supposerons  que  t  et  i! 
expriment  des  degrés  du  thermomètre  centigrade  de  mercure,  en 
partant  de  zéro.  Si  l'on  considère  un  volume  d'air  invariable  , 
à  zéro  de  température-,  chaque  degré  d'accroissement  dans  sa  tem- 
pérature ,  accroît  également  sa  force  élastique  ou  sa  pression  : 
l'accroissement  de  pression  correspondant  à  un  degré  du  thermo- 
mètre est  à  fort  peu-près  o,oo3y5,  ensorte  que  si  l'on  nomme  (p) 
la  pression  ou  la  force  élastique  du  volume  d'air,  à  zéro  de  tem- 
pérature, nous  pouvons  supposer  qu'à  chaque  degré  du  thermo- 
mètre cette  pression  s'accroît  de  (p).o,oo5j5;  mais  cette  pression, 
est,    par    ce  qui   précède,    égale    à    K .(/-{-2).p;    ainsi    l'on    a 

(p)  =  Klp.  L'accroissement  d'un  degré  dans  la  température  donne 
un  accroissement  de  pression  égal  à  K.p>  ou  à  Kl. p. y,  ou  en- 
fin &(p).j;  en  égalant  cette  quantité  à  (^7). 0,00375,  on  a 
lz=i^°-°-°.  On  aura  donc,  sur  le  parallèle  de  5o°t 

r'  =  i8356^(  i-h  .  {±±p-  .o,oo375).log.^. 

Les  pressions  (p~)  et  p  sont  déterminées  par  les  hauteurs  du 
baromètre  -,  mais  il  faut  réduire  le  mercure  du  baromètre  à  la 
même  température.  J'ai  trouvé  par  une  expérience  exacte  ,  que 
le  mercure  se  dilate  de  sa  5412"""  partie  à  chaque  degré  du  ther- 
momètre -,  il  faut  donc  dans  la  station  correspondante  à  la  plus 
petite  température  ,  augmenter  la  hauteur  observée  du  baromètre, 
d'autant  de  fois  sa  54izieme  partie  ,  qu'il  y  a  de  degrés  de  diffé- 
rence entre  les  températures  du  mercure  du  baromètre  ,  aux  deux 
stations.  La  température  du  mercure  du  baromètre  n'étant  pas 
toujours  exactement  celle  de  l'air  ambiant  ,  on  fait  usage  ,  pour 
la  déterminer  ,  d'un  thermomètre  enchâssé  dans  la  monture  même 
du  baromètre.  Cette  correction  de  température  ne  suffit  pas  encore: 
il  faut  de  plus  réduire  les  hauteurs  observées  du  baromètre  ,  à  la 
même  pesanteur  (g)  relative  à  la  station  inférieure.  La  pesanteur  à 

la  station  supérieure   est  (g) . .  -,  en  nommant  donc  (h)  et  h 

les  hauteurs  observées  du  baromètre  aux  deux  stations ,  et  réduites 

O  o  3 
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à  la  même  température  ;  ces  hauteurs   réduites  à  la  même  pe» 

santeur  du  mercure,  seront  (h)  et- --;  on  a  ainsi 

0+0 

iog.(£>  =  iog.w  +  2iog.(I  +  :). 

-  étant  une  très -petite  fraction,  le  logarithme  hyperbolique  de 

a  V 

ï  -f--  est  à  très-peu  près  -,  et  parconséqùent  son  logarithme  ta- 
bulaire est  -. o,4342945  j  on  a  donc 


log.^==log.^-f--r.o,868589. 

Le  coefficient  i8556ma-  n'est  exact  que  sous  le  parallèle  de  5o°  ;  il 
varie  avec  la  latitude,  et  réciproquement  comme  la  pesanteur  (g). 
Par  le  n°  42  du  troisième  livre ,  si  l'on  nomme  un  la  pesanteur 
à  l'équateur,  et  "*"  la  latitude  correspondante  à  (g)  ,  on  a 

0,004208 


«=0-{'  +  œ  •-»■•*} 


Il  est.  facile  d'en  conclure  que  le  coefficient  i8336mèt- correspondant  à 
5o°  de  latitude  ,  est  pour  une  latitude  quelconque  "P  ,  égal  â 
i8336;nèt-  .  (1  -f-  0,002845. cos.  2"^).  Cela  posé ,  on  aura  pour  déter- 
miner les  hauteurs  par  le  baromètre  ,  la  formule  suivante 

:1?356nf,{i+oJoo2845.cos.2^)/i  +  ^tl).o)oo375Y{('1+£yiogi^-f-1. 0,86858g} 

Il  suffira  de  substituer  dans  le  second  membre  de  cette  équation, 
au  lieu  de  r ,  sa  valeur  que  donne  la  supposition  de  r  =  o,  dans 
le  second  membre.  On  pourra  de  plus  supposer,  sans  erreur  sensible, 
û=;6366i98,u-.Lescorrections  relatives  à  la  latitude  et  à  la  variation 
de  la  pesanteur  sont  très-petites  ;  mais  comme  elles  sont  certaines, 
il  est  utile  de  les  employer  pour  ne  laisser  subsister  dans  le  calcul , 
que  les  erreurs  inévitables  des  observations ,  et  celles  qui  résul- 
tent des  attractions  inconnues  des  montagnes  ,  de  l'état  hygromé- 
trique de  l'air,  auquel  il  serait  nécessaire  d'avoir  égard ,  et  enfin 
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de  l'hypothèse  adoptée  sur  la  loi  de  la  diminution  de  la  chaleur.  Ou 
tiendrait  compte  en  partie,  de  l'état  hygrométrique  de  l'air,  en  aug- 

mentant  un  peu  le  coefficient  o,oo3y5  de dans  la  formule  pré- 
cédente -,  car  la  vapeur  aqueuse  est  plus  légère  que  l'air  ,  et  l'ac- 
croissement de  température  en  accroît  la  quantité  ,  toutes  choses 
égales  d'ailleurs.  Je  trouve  que  l'on  satisfait  assez  bien  à  l'ensemble 
des  observations  ,  en  employant  dans  cette  formule  ,  au  lieu  de 

(— — V  0,00575,  la  quantité  — À   ce  qui  change  la  formule 

précédente,  dans  celle-ci , 
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CHAPITRE    V. 

De  la  chute  .des  corps  qui  tombent  d'Une  grande  hauteur. 


ift.  \J  N  corps  qui ,  partant  de  l'état  de  repos  ,  tombe  d'une  grande 
hauteur,  s'éloigne  sensiblement  de  la  verticale  ,  en  vertu  du  mou- 
vement de  rotation  de  la  terre  ;  cet  écart  bien  observé  est  donc 
propre  à  manifester  ce  mouvement.  Quoique  la  rotation  de  la 
terre  soit  maintenant  établie  avec  toute  la  certitude  que  les  sciences 
physiques  comportent;  cependant,  une  preuve  directe  de  ce  phé- 
nomène doit  intéresser  les  géomètres  et  les  astronomes.  Afin  que 
l'on  puisse  comparer  sur  ce  point  ,  la  théorie  aux  observations  , 
je  vais  donner  ici  l'expression  de  la  déviation  du  corps  à  l'occi- 
dent de  la  verticale  ,  quelles  que  soient  la  figure  de  la  terre  et 
la  résistance  de  l'air  -,  je  ferai  voir  de  plus  que  sa  déviation  est 
nulle  vers  l'équateur. 

Soient  x  ,y  ,  z,  les  trois  coordonnées  rectangles  du  corps  ,  l'ori- 
gine de  ces  coordonnées  étant  au  centre  de  la  terre  ,  supposée 
immobile  ,  et  l'axe  des  x  étant  l'axe  de  rotation  de  cette  planète. 
Soit  7'  le  rayon  mené  de  ce  centre  au  point  d'où  le  corps  tombe  ; 
6  l'angle  que  r  forme  avec  l'axe  de  rotation  ;  et  a  l'angle  que  la 
plan  passant  par  r  et  par  l'axe  de  la  terre ,  forme  avec  le  plan 
passant  par  le  même  axe  ,  et  par  l'un  des  axes  principaux  de  la 
terre,  situés  dans  le  plan  de  son  équateur.  En  nommant  X,  Y ,  Z , 
les  coordonnées  du  point  d'où  le  corps  tombe ,  on  aura 

X=7\cos.ô; 

jT=r .  sin .  9 .  cos .  (nt  -f-  a>)  ; 

Z=r.sin.6.$in.(nt-\-ct>) 
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?il  -f-  <ar  étant  l'angle  que  le  plan  passant  par  r  et  par  l'axe  de  la 
terre  forme  avec  le  plan  des  x  et  des  y ,  ensorte  que  rit  est  le  mou- 
vement angulaire  de  rotation  de  la  terre,  et  t  exprime  le  temps. 

Supposons  ensuite  que  relativement  au  corps  dans  sa  chute , 
r  se  change  en  r  — ■  as ,  9  dans  9  -f-  au ,  et  <ar  dans  tx  -f-  av  ;  on 
aura 

x  =  (r —  as)  .  cos. (9 -f- au); 

y  =  (r —  as)  .  sin.  (ô-j-az^)  .  cos. (ni -\~&r-{-av)-, 
z  =  (r —  as)  .  sin.  (â-f-aw)  .  sin.  (w/'-f-'îjr +<«;); 

Nommons  F"  la  somme  de  toutes  les  molécules  du  sphéroïde  ter- 
restre, divisées  par  leurs  distances  au  corps  attiré.  Les  forces  dont 
ce  corps  est  animé  par  l'attraction  de  ces  molécules,  sont  paral- 
lèlement aux  axes  des  x ,  des  y  et  des  z ,  (  -y-  j  ,  (  -y-  J ,  (  -r-  j  ; 
comme  il  résulte  du  n"  1 1  du  second  livre.  Pour  avoir  égard  à 
la  résistance  de  l'air ,  nous  pouvons  représenter  par  cp  .(as  ,  a.  —  \ , 

l'expression  de  cette  résistance  ,  lorsque  le  corps  en  tombant ,  part 
de  l'état  du  repos  ;  car  la  vitesse  du  corps,  relative  à  l'air  considéré 
comme  immobile  ,  étant  considérablement  plus  grande  dans  le 
sens  de  r ,  que  dans  le  sens  perpendiculaire  à  r ,  ainsi  qu'on  le 
verra  bientôt,  l'expression  de  cette  vitesse  relative  est  à  très-peu- 
près,  a.-j-.  Si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité  ,  1=1  ,  la  vitesse 

relative  du  corps  dans  le  sens  de  Q  est  a. -y-,  et  dans  le  sens  de  <ar , 

elle  est  égale  à  a.-j-.s'm.Q  ;  la  résistance  de  l'air  sera  donc 


dans  le  sens  de  r  ; 


^5° 

l\s    a 

~>.  i 

•dt'ai 

ii . 

V  J    la 

9 

.  (  as 

,  et. 

ds\ 
dt) 

a 

ds 

et  . 

ds 

dt 

'Tt> 

<P 

.(as 

,  a. 

ds  \ 

dt  ) 

a 

du 

a  . 

ds 

dt 

'dt' 

<P 

.  (as 

,et. 

ds  \ 

di) 

a 

1 
dv 

et 

ds 
'dt 

'  dt' 

dans  le  sens  de  6  ; 


.   sin.ôj  dans  le  sens  de  <&. 
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Nommons  S  le  facteur -7- ;  on  aura  par  le  principe  des 


et  .  -,- 
dt 


^f_i_  JV    àty  '      *      ddz 


vitesses  virtuelles  , 

—  S.^r.a^H-S./fl.a.^H-S.JW.sinSfl.a.^; 
fit    '  c(£     '  rfé  ' 

la  caractéristique  différentielle  cT  se  rapportant  aux  coordon- 
nées r ,  6  et  <ar ,  dont  jc  ,  ^  £  sont  fonctions.  Eu  substituant  pour 
a:,jr>  fi  leurs  valeurs  précédentes,  ozi  a  en  négligeant  les  termes 
de  l'ordre  a% 


r     f  &&  dv     .   .  .         A  ds  ) 

>  =  <JY .  <  —  a, . -=- 2,'J. .  nr . -r  ■  sin  .  6 — ctS .  -r  J- 

{  dt2  dt  dt) 

•    ,.„    S      ddu  dv     .     ,  .,  ,      „  dw\ 

^  l      rfê2  t/i  T.       dt). 


)       77  .  2d7!.  — .sirr.  8  ,  S 

+„    .      <      ddv    .   .   ,                du    .     .           ,               dt  ,      .  dv     .       .) 

r- .S-b .  I«.— =— ;sins.  fl-4-2«)i..-T-.sin.9.cos.  9 ■4-aS.-7-.sm-.bi 
l      dV-               '            dt                                      r  .  dt  ' 

_ SV-— .  S .  { (r— e«)\  sin*.  (  9  +  au)  } . 


L'équilibre  de  la  couche  d'air,  dans  laquelle  le  corps  se  trouve, 
donne  par  le  n°  55  du  premier  livre, 

o  =  «r^+Ç.J\{(/—  ew)*.sina.(9 +*&)}>  (a) 

pourvu  que  la  valeur  de  JV  soit  assujétie  à  la  surface  de  la  couche 
de  niveau,  où  la  pression  est  constante  par  le  n°  22  du  troisième 
livre.  Soit  à  cette  surface, 

r  =  a-f-J 

y  étant  fonction  de  0,  de  <ar  et  de  a,  a  étant  constant  pour  la 

même 
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même  couche.  Si  Ton  désigne  par  Q  la  fonction 

V  4.  £ .  {(  r  —  as  )'- .  sin\  (0  -f-  au))  ; 
l'équation  (2)  devient 

en  ajoutant  cette  équation  à  l'équation  (1),  on  aura 

il.  f  dds  dv    .      .         c  ds\ 

. . .    (     ddu  d  v    .      .  .    .      „  du  ) 

4-  7**6. {a..-, 20tre.-j-.s1n.  8.  cos.  8  +  ai  ■-?-}■ 

~  1       de  dt  dt  ) 

,    (     ddv    .     .  du  .  ds    sin.9         n  dv    .     .\ 

+  rï.tTi»-.sm.  ô.-j  £4.-7-^.5111.9  + 2*;î.-j-.  cos.  S— 2«en.j-.  — - — \-etS  .-7-.sin.B  5- 


Si  l'on  égale  à  zéro  les  coefficiens  des  variations  JY,  JQ  et  £<&■,  et 

si  l'on  observe  que — (~rr)  exprime,  par  le  n°  36  du  livre  III, 

la  pesanteur  que  nous  désignerons  par  g;  on  aura,  en  prenant 
pour  unité  le  rajon  r ,  ce  que  l'on  peut  faire  ici  sans  erreur  sen- 
sible ,  les  trois   équations  suivantes  : 

dds    ,  dv    .  „  .    ,      „  ds 


ddu  dv  du  /dy\  I 

o  =  «.- r—  —  zetn. -7-. sin.e. cos.  fl -4-aS .—, sa  -s-  1  V  .  /  a\ 

de-  dt  77        dt      6   \d6/  }){^J 

ddv    ...  du  .  ds     .     .    ,      .  dv    .     .  g       /  dy  \  \ 

o  =  sj.-7-.s1n.fl  4-2ttn. -7-. cos.  S  —  zctn.-r  sin.  9  -f-  cO.-7-.s1n.  9 r^— .  .(  _ti_  \ 

<it2  '  dt  dt  '  dt  an.  8   \d^/, 

L'inspection  de  ces  équations  fait  voir  que  as  est  relativement 
à  au  et  a<^,  du  même  ordre  que  l'unité  relativement  à  (-£) 
ou  (-7— )•  Deplus>  a. -7^  est  du  même  ordre  que  gt.(-^A  ,  et  par- 
conséquent  lan. -^- .  sin'.fl  est  de  l'ordre  gvz/ . f-r^-V  Si  l'on  prend 
Mécan.  cél.  Jbwe  JF.  Pp 
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pour  unité  de  temps,  la  seconde  décimale  ou  la  cent-millième  par- 
tie du  jour  moyen  ;  n  exprime  le  petit  angle  décrit  dans  une  se- 
conde, par  la  rotation  de  la  terre  :  ni  est  ce  même  angle  mul- 
tiplié par  le  nombre  de  secondes  que  dure  la  chute  du  corps.  Ce 
nombre  est  toujours  assez  petit,  pour  que  le  produit  nt  soit  une 
très-petite  fraction  que  l'on  peut  négliger  relativement  à  l'unité  ; 

on  peut  donc  supprimer  le  terme  2are.-7-.sin1. 6,  de  la  première  des 

équations  précédentes,  et  le  terme  — ■zan.-r-,  sin.Scos.ô,  de  la 
seconde  de  ces  équations.  On  peut,  par  une  raison  semblable, 
supprimer  le  terme  2a.n.-r.  cos.ô,  de  la  troisième  de  ces  équa- 
tions  qui  se  réduisent  ainsi  aux  suivantes  : 

dds    ,  r,   ds 

ddu    ,  „   du  /d\\ 

o^a.^-f-ct.S.^-.^);, 

ddv  n  ds      .       „    .       f,  dv  n  s      /  dy  \ 

o  =  a.-j^-.sin.0  —  sali.  j-.sin.cl-f-aA  .-r-.sin.  t)  —  -^-—A  -r-). 

d?  dt  dt  sm.  8   \dis  J 

ds 

S  étant  une  fonction  de  as  et  de  a . -j  ;  la  première  de  ces  équa- 
tions donne  as  en  fonction  du  temps  t.  Si  l'on  fait 

on  satisfera  à  la  seconde  de  ces  équations;  parceque  g  et  (7*) 

peuvent  être  supposés  constans  pendant  la  durée  du  mouvement, 
vu  la  petitesse  de  la  hauteur  d'où  le  corps  tombe,  relativement 
au  rajon  terrestre.  Cette  manière  de  satisfaire  à  la  seconde  équa- 
tion est  la  seule  qui  convienne  à  la  question  présente  dans  la- 
quelle u  et  -t-  sont  nuls.,  ainsi  que  s  et  j  ,  à  l'origine  du  mou- 
vement. Maintenant ,  si  l'on  imagine  un  fil  à  plomb  de  la  lon- 
gueur us ,  suspendu   au  point  d'où  le  corps  tombe  j    il  s'écartera 

au  midi  du  rayon  r,  de  la  quantité  us.(-^-)}  et  parconséquent ,  de 
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la  quantité  mi;  le  corps,  eu  tombant ,  est  donc  toujours  sur  les 
parallèles  des  points  de  la  verticale  qui  sont  à  la  même  hauteur 
que  lui  ;  il  n'éprouve  ainsi  aucune  déviation  sensible  vers  le  midi 


de  cette  ligne. 


Pour  intégrer  la  troisième  équation,  nous  ferons 

et^.sin.  fl=-^r.  (-^-  )  +  a.v'; 
et  nous  aurons 

ddv     ,        r,    dv'  ds      .       n 

°=a--dF  +  AS--dT-2xn-d7'sln-e- 

Le  corps  s'écarte  à  l'est  du  rajon  r,  de  la  quantité  av  .sin.  9, 
ou  -^-r .  (-p\-\-av'  ;  mais  le  fil   à  plomb  s'écarte  à  l'est   de    ce 

rayon  ,  de  la  quantité  -, — j.  (-¥- y,  a.v'  est  donc  l'écart  du  corps, 
à  l'est  de  la  verticale. 

Supposons  maintenant  la  résistance  de  l'air  proportionnelle  au 

carré  de  la  vitesse  ,  ensorte  que  S  z=.  m.  a.. -r,  m  étant  un  coefficient 

qui  dépend  de  la  figure  du  corps  et  de  la  densité  de  l'air,  den- 
sité variable  à  raison  de  la  hauteur,  mais  qui  peut  être  ici  sup- 
posée constante  sans  erreur  sensible  :  on  aura 

dds    ,       .  ds* 

Pour  intégrer  cette   équation  ,  nous  ferons 

cls  =  —  .loe.  s'  ', 
et   nous  aurons 

dds'  , 

pe  qui  donne  en  intégrant, 

s'  =  A . ê ■  ^~%  +  B .  - L  ^™S , 

c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'Unité,  et 
A  et  B  étant  deux  arbitraires.  Pour  les  déterminer,  nous  obser- 

PP2 
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verons  que  as  doit  être  nul ,  lorsque  t  =  o  ,  ce  qui  donne  alors 
s'  5=  i ,  et  parconséquent 


De  plus,  a. -jt  doit  être  nul  avec  t,  et  parconséquent  aussi  a.  ~; 


A  +  B  —  i. 

doit  être  n 
ce  qui  donne 

A  —  B  =  o; 

on  a  donc  A-=zB~\ ,  d'où  l'on  tire 

et  en  réduisant  en  série 

a  12        '        45 

pour  déterminer  «p',  nous  observerons  que  l'on  a 

ds  1        oY  > 

C?t  77i    "   s'dt   7 

et  qu'ainsi  l'équation  différentielle  en  eu/  devient 

,    ddv      ,         ds'     dv         ara    ds'      .      n 

o  =  *s  ._  +  ct.-^.-^--.^r.sin.ô  j 

d'où  l'on  tire  en  intégrant 

as  .  — 5-  =  — -s  .sin.tH-C; 
dt  m  7 


C  étant  une  constante.  Pour  la   déterminer ,    nous   observerons 
dV 

dt 


que  t  étant  nul,  -r-  =  o,  et  qu'alors  s'  =  1  j  ce  qui  donne 


= .sin.tr, 


partant 


dv         an  „, ,/  ,       1  \        an .  .      A  (  2  / 

a  .-j-  =  — .sin.9.1  1 )  =  —  -sin.  0.3i 7= 7=4 

dt         m  \  s  J        m  3  t.ymg,c—t.ymg\ 
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En  intégrant  de   manière  que  v'  soit  nul  avec  t ,  on  aura 


«*•  =— .^.sin.ô — - — ;=r.ang.tang   , 

m  m  .\/mg        ° 


a         mSi 


et  en  réduisant  en  série 


-■Vmg         —-.\/mg\ 
c  -|-  c 


On  doit  observer  dans  ces  expressions  de  as  et  de  a</,  que  t  ex- 
primant un  nombre  d'unités  de  temps  ou  de  secondes  décimales, 
g  est  le  double  de  l'espace  que  la  pesanteur  fait  décrire  dans  la 
première  unité  de  temps  -,  nt  est  l'angle  de  rotation  de  la  terre 
pendant  le  nombre  t  d'unités,  et  mg  est  un  nombre  dépendant  de 
la  résistance  que  l'air  oppose  au  mouvement  du  corps. 

Pour  avoir  le  temps  t  de  la  chute  du  corps  et  l'écart  vers  l'est, 
en  fonction  de  la  hauteur  d'où  le  corps  est  tombé  3  nommons  h 
cette  hauteur.  On  aura  par  ce  qui  précède , 

d'où  l'on  tire 

*  ~  V^  ■  loS*  *  '  {  V^-f-i-f-V^— 1}" 

et  ensuite 

.      an  .  s'm.  9  c,       .  r    / — t / — : 1* 

«f  = -=Mog.!(l/crai+i+  ycmh—  1}   —  2.ang.tang. 

m.ymgl 

La  hauteur  h  étant  donnée-,  l'observation  du  temps  /  donnera  la 
valeur  de  m ,  et  l'on  en  conclura  ouf  ou  la  déviation  du  corps  à 
l'est  de  la  verticale.  On  pourra  encore  déterminer  m  par  la  figure 
et  la  densité  du  corps,  et  par  les  expériences  déjà  faites  sur  la 
résistance  de  l'air. 

Dans  le  vide,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  cas  de 
m  infiniment  petit,  on  a 


z       Znh     |     /  ah       .      n 

av  =-^-  .  Yx    —  .  sin.t/ 
5      V      g 
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On  a  déjà  fait  en  Italie  et  en  Allemagne,  plusieurs  expériences 
sur  la  chute  des  corps,  qui  s'accordent  avec  les  résultats  précé- 
dens.  Mais  ces  expériences  qui  exigent  des  attentions  très-déli- 
cates, ont  besoin   d'être  répétées  avec  plus  d'exactitude  encore. 

16.  Considérons  présentement  le  cas  où  le  corps  a  un  mou- 
vement quelconque  dans  l'espace.  Reprenons  pour  cela  les  équa- 
tions (^)  du  n°  précédent,  et  supposons 

au  ==  cis  .  yfj  +  au'  ; 

av.  sin.  9  = — ^ — --\-av  ; 

sm.  fa 

aie  et  ai»'  seront  les  déviations  du  corps,  de  la  verticale  qui  passe 
par  le  point  de  départ ,  l'une  dans  le  sens  du  méridien  ,  l'autre 
dans  le  sens  du  parallèle.  Les  équations  (A)  donneront  ainsi 
les  suivantes,  en  faisant  abstraction  de  la  résistance  de  l'air , 

dds   ,  dv      .     .   ,  ds    /  dy\ 

0  =  2.  .  -; f-  2«tt.— j— .Sm.  8  +  2071.-;-.  (  -?—   )  g_\ 

dV-  ^  dt  ~  dt    \dv)       t" 


o  =  « . 


dds    /dy\    ,        ddu  ds    /  dy  \    cos.  9  dv  .  /dy\ 

de    \dèj^       df-  dt    \dTs)   sin.  9  dt  b  \dQ / 


ddv  ds    /dy\  du  . 

+  *  ■  ~dF  +  2An  ■  Tf  \dê)  ■ cos' 9  +  a*"  -dt,  • cos- 9 


dds    \  d<&  J  ddv  ds    /dy\  .   ,  du 

*  de  '   sin.  6 


ds      .  °\d<mj 

2a7t.-r-.Sin.  9 : —  , 

dt  sin.  6 


En   retranchant  des  deux  dernières  équations,  la  première  multi- 

pliée  successivement  par  (-£)  et  -7— j-,  et  rejetant  les   produits 

de  ces  deux  quantités  par  an.-^-,  ct.ri.-~  etan.-j-)     on  formera 
les  trois  équations 
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ddu  dv'  D 

ddv'     ,  du  n  ds     .       » 

o  =  ct  .  -j—  +  2«tz.-i--.cos.  0  —  2Mi.  j.sm.6; 

dds  dv'       .       n 

o  =  a  .  -^-  +  2a«.-^-.sin.0  — g. 

Ces  équations  donnent,  en  les  intégrant  et  fixant  au  point  du  dé- 
part, l'origine  des  coordonnées  ces,  au'  et  ai/ ,  et  l'origine  du  temps/, 
à  l'instant  du  départ, 

az/=^.sin.0+i.^2.sin.0.cos.9H-i7.cos.9.{cos.(2«f+ê) — cos.é}} 
«2/=^  's'n' C.{sin. (2nt-\-e)  —  sin. g}  ; 

as  =Bt. cos. Q-\-^.gl*. cos*. 8— C.s'm.Q.  {cos.  (2nt-\-&)  —  cos.e}. 

B,  C ,  ê  étant  trois  arbitraires  que  déterminent  les  vitesses  ini- 
tiales du  corps,  dans  le   sens  des   trois  coordonnées. 

Supposons  ,  par  exemple  ,  que  le  corps  soit  lancé  verticalement 
de  bas  en  baut,  avec  une  vitesse  égale  à  K.  Les  valeurs  posi- 
tives de  s  étant  prises  ici,  de  haut  en  bas;  ou  aura,  à  1  origine 

du  temps  t ,  -77  =  —  K-,  On  aura  de  plus,  à  cette  origine, -t-^oj 

dv' 

-j~=.o;  parlant 

0  =  Zî.sin.0 — 2«C.cos.9.sins6  j 

o  =  —  .  sin.0 —  2/z  C .  cos.  e; 
—  Kz=.B . cos.  ô-f-2/zC.sin.0  .sin.e; 

,_,     .                      K  .  un.  è 
C  .  sin.  e'== ; 


_  g-.sin.  B 

C.cos.e=       -   .  ■-■-  ; 

B  =  ~K  .  cos.fl 5 


d'où  l'on  tire 


ce  qui   donne 
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*s=s—Kt+  |^-f-£^~i.:{  i— znn*— co$.2nt}+1-^-  (a«-  sin.a/H); 
az/=— sin.ô.cos.ô.j  —  .(2/zit — 'Sin.aw^+^^i — 2nit1 — cos.2nt)\ 

En  réduisant  ces  expressions  en  séries ,  et  négligeant  les  quan- 
tités de  l'ordre  n* ,  on  a 

asz=— •  Kt -\- \  .  gt%  % 

ctur=:o; 

*vf  =z?f  .sin.9. (gt—5K). 

Ces  expressions  nous  montrent  que  la  déviation  du  corps ,  dans 
îe  sens  du  méridien ,  est  très-peu  sensible  ;  elle  ne  l'est  que  dans 
celui  du  parallèle.  En  supposant  K  nul,  on  a  la  même  expression 
que  ci-dessus,  pour  cette  déviation.  Si  K  n'étant  pas  nul,  on 
cherche  le  point  où  le  corps  doit  retomber  ;  on  fera  as  =■  o,  ce 
qui  donne  gt=^zK}  et  parconséquent 

,  /M.Ks.sm.6 

3g? 

Pour  réduire  en  nombres,  cette  formule  ;  on  observera  que  n  est 
l'angle  décrit  par  la  rotation  de   la  terre,  dans  une  seconde,  et 

cet  angle  est  égal    à  — — — ,  parceque  la  durée  du  jour  sjdéral 

est  de  99727":  il  faut  le  réduire  en  parties  du  rayon  ,  ou  le  divi- 
ser par  l'arc  égal  au  rayon,  c'est-à-dire,  par  6366i9",8.  g  est 
le  double  de  l'espace  que  la  pesanteur  fait,  décrire  aux  graves 
dans  la  première  seconde  de  leur  chute,  et  ce  double  espace  esta 
la  latitude  de  Paris,  égal  à  7mèt,3J23i4«  Supposons,  par  exemple, 
la  vitesse  K  égale  à  5oomilt-  par  seconde;  on  aura  pour  Paris  dont 
la  latitude  est  de  54%2636,  9  égal  au  complément  de  cette  la*- 

titude  , 
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titude,  et   parconséquent  égal  à  45%7364,  ce  qui  donne 

«u/=— £ .  500- Y  „t5°°m   -Y. 4°"        „R.sin.45°,7564; 

o  \7m;  02214/     0,99727. bobbig  ,8  ^    '/  •  t» 

d'où  l'on  tire 

az>'  =  —  i28'",g  5 

c'est  la  quantité  dont  le  corps  retombera  à  l'occident  du  point  du 
départ  ;  car  la  rotation  de  la  terre  ajant  lieu  d'occident  en  orient, 
les  ap'  négatifs  ont  lieu  dans  le  sens  opposé, 
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CHAPITRE    VI 

Sur  quelques  cas  où  Von  peut  rigoureusement  obtenir  le 
mouvement  d'un  système  de  corps  qui  s'attirent. 

ij.  JLiE  problème  du  mouvement  de  deux  corps  soumis  à  leur 
attraction  mutuelle,  peut  être  résolu  exactement,  comme  on.  l'a 
vu  dans  le  second  livre-,  mais  lorsque  le  système  est  composé  de 
trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  corps,  le  problême,  dans  l'état 
actuel  de  l'analyse,  ne  peut  être  résolu  que  par  approximation. 
Voici  cependant  quelques  cas  où  il  est  susceptible  d'une  solution 
rigoureuse. 

Si  l'on  conçoit  les  différens  corps  disposés  dans  un  même  plan , 
de  manière  que  les  résultantes  des  forces  dont  chacun  d'eux  est 
animé  ,  passent  par  le  centre  de  gravité  du  système  ,  et  que  ces 
diverses  résultantes  soient  proportionnelles  aux  distances  respec- 
tives des  corps  à  ce  centre  -,  alors  il  est  clair  qu'en  imprimant 
au  système  un  mouvement  angulaire  de  rotation  autour  de  son 
centre  de  gravité,  tel  que  la  force  centrifuge  de  chaque  corps 
soit  égale  à  la  force  qui  le  sollicite  vers  ce  centre  ;  tous  les  corps 
continueront  de  se  mouvoir  circulairement  autour  de  ce  point , 
en  conservant  entre  eux  la  même  position  respective,  ensorte  qu'ils 
paraîtront  décrire  des  cercles  les  uns  autour  des  autres. 

Les  corps  étant  dans  la  position  précédente,  si  l'on  imagine 
que  le  polygone  aux  angles  duquel  on  peut  toujours  les  supposer , 
varie  d'une  manière  quelconque,  en  conservant  toujours  une 
figure  semblable  -,  il  est  visible  que  la  loi  de  l'attraction  étant 
supposée  proportionnelle  à  une  puissance  quelconque  de  la  dis- 
tance ,  les  résultantes  des  forces  dont  les  corps  sont  animés  , 
seront  à  chaque  instant  entre  elles,  comme  les  distances  des  corps 
au  centre  de  gravité  du  système.  Cela  posé,  concevons  que  l'on 
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imprime  aux  difïérens  corps-,  des  vitesses  proportionnelles  à  leurs 
distances  à  ce  centre,  et  dont  les  directions  soient  également  in- 
clinées aux  rajons  menés  de  ce  point  à  chacun  des  corps*,  alors 
les  polygones  formés  à  chaque  instant  par  les  droites  qui  joignent 
ces  corps,  seront  semblables  ;  les  corps  décriront  des  courbes  sem- 
blables ,  soit  autour  du  centre  de  gravité  du  système,  soit  autour 
de  l'un  d'eux ,  et  ces  courbes  seront  de  la  même  nature  que  celle 
que  décrit  un  corps  attiré  vers  un  point  fixe. 

Pour  appliquer  ces  théorèmes  à  un  exemple,  considérons  trois 
corps  dont  les  masses  soient  m,  ni,  m",  et  qui  s'attirent  suivant 
la  fonction  ç  (r)  de  la  distance  r.  Soient  x  et  y  les  coordonnées 
de  m  ,  rapportées  au  plan  qui  joint  ces  trois  corps ,  et  au  centre 
de  gravité  du  système  ;  soient  x'  et  y'  les  coordonnées  de  ni,  et 
x"  et  y"  celles  de  m".  La  force  qui  sollicite  m  parallèlement  à 
l'axe  des  x  sera 

m' .  î^l.(x  —  xf)  -\-m" .^Ç-  .(x  —  x"); 

s  étant  la  distance  de  m  à  ni ,  et  s'  étant  la  distance  de  m  à  m". 
La  force   qui  sollicite  m  parallèlement  à  l'axe  des  y  sera    . 

'      <P  GO      /  /  \      i  n     <P  GO       r  n\ 

m  .-^.(7— y)-\-m"J-Y  .{y—  y). 

Pareillement,  la  force  dont  ni  est  animé  parallèlement  à  l'axe 
des  x  sera 

m .  pà.  (x'— x)  -f-  m".  î£p  •  O'— x")  • 

s"  étant  la  distance  de  ni  à  ni '.  La  force  qui  sollicite  m'  paral- 
lèlement à  l'axe  des  y  sera 

Enfin  les  forces  qui  sollicitent  m"  parallèlement  aux  axes  des  x". 
et  des  y"  seront  respectivement 


*«P(-0  ■Cr'-oO+ro'.  S3  ■  (/-/)<■ 


Qq2 
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Maintenant ,  pour  que  la  résultante  des  deux  forces  qui  solli- 
citent 7?z  parallèlement  aux  axes  des  x  et des  y,  passe  par  le  centre 
de  gravité  du  système,  il  est  nécessaire  que  ces  forces  soient  dans 
le  rapport  de  x  ky;  on  aura  donc 

m'.  cJdl .  (x  —  x')  +  m".  Ç-^Ç-.(x  —  x")  =  Kx  ; 


ni 


•^•(y-/)  +  -^. (/-/')==  Ar, 


K  étant  une  quantité  quelconque.  La  force  qui  sollicite  m  vers 
le  centre  de  gravité  sera  K  ,\/  x*-\-j <-a.  On  aura  pareillement, 
en  considérant  les  forces  dont  m'  est  animé  , 

m.^-^.^x — x)-\-m  . ^-~  .  (x  — x  )  =  K  x  ; 
m.mW  -y)  +  'nt.«Q-  .  (y'-y")  =  K'y'  ; 


ce  qui  donne  Kr  .\/~  x'%-\-y'*  pour  la  force  qui  sollicitent  m' vers 
le  centre  de  gravité  du  système.  Pour  que  cette  force  soit  à  celle 
qui  sollicite  le  corps  m  ,  dans  le  rapport  des  distances  des  deux 
corps  à  ce  centre,  il  faut  que  l'on  ait  K=K',  et  comme  on  doit 
appliquer  le  même  résultat  aux  forces  dont  m"  est  animé,  on 
aura  les  trois  équations  suivantes  : 


m'.^p-.{x  —  x')  +  m\&-.(x— aT)  =  Kx\ 
m.^p-.  {x'—  x  )  H-  m".  ^Ç  .  (x'—-  x")  =  Kx'  ;  )  ;  (a) 
m  .  *£p. .  ( x"—  x  )  +  rrt .  ^Ç- .  (x"—x')  =  Kx\ 

En  changeant  dans  ces  équations,  x,  x',  x",  en  y,  y',  y",  on  aura 
celles  qui  sont  relatives  à  ces  trois  dernières  variables. 

Les  équations  précédentes  multipliées  respectivement  par  m  s 
m',  m",  et  ajoutées  ensemble ,  donnent 

o  ==  mx  -f-  m'xr .  -f-  m'x"  ; 
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équation  qui  résulte  pareillement  de  la  nature  du  centre  de  gra- 
vité. Cette  équation,  combinée  avec  la  première  des  équations  (a), 
donne 

en  supposant  donc  s  =  s',  on  aura 

K  =  (m-i-?ri  -f-m") 


?0O 


Si  l'on  suppose,  de  plus,  s  =  s",  les  deux  dernières  des  équa- 
tions (a)  donneront  la  même  expression  de  K;  d'où  il  suit  que 
dans  la  supposition  de  s  =  s'=s",  cette  expression  satisfait  aux 
équations  («)  et  aux  équations  semblables  en  y,  y'  etjy". 

Si  dans  cette  supposition,  on  nomme  r,  r' ,  r",  les  distances  res- 
pectives des  corps  m,  ni ,  ni' ,  au  centre  de  gravité  du  système  , 
les  forces  qui  sollicitent  ces  corps  vers  ce  point  seront  Kr,  Kr ' ,  Kr"; 
ainsi,  en  imprimant  à  ces  trois  corps,  des  vitesses  proportionnelles  kr, 
r ' ,  r",  et  dont  les  directions  soient  également  inclinées  à  ces  rayons, 
on  aura  durant  le  mouvement,  s  =  s'  =  s" ;  c'est-à-dire,  que  les 
trois  corps  formeront  toujours  un  triangle  équilatéral,  par  les 
droites  qui  les  joignent  :  ils  décriront  des  courbes  parfaitement 
semblables  les  uns  autour  des  autres,  et  autour  de  leur  centre 
commun  de  gravité. 

En  nommant  X  et  Y  les  coordonnées  de  ce  centre,  rapportées 
à  un  point  quelconque;  x  et  y  celles  du  corps  m,  rapportées  au 
même  point;  x'  et  yr  celles  de  ni,  et  ainsi  de  suite;  on  a  par  le 
n°  i5  du  premier  livre, 

x>  4.  r*—  z-m-^+yh _ s.rem'.{o-x'*)-i-(y-yy} . 

T  2. m  (2.  my  ~> 

en  prenant  donc  le  centre  du  corps  m  pour  origine  des  coordon- 
nées, ce  qui  donne  a:  et  y  nuls,  et 

X2  -f-  Y2  —  r1  ; 
(x'—xy+(y'—yy  =  s>; 
(x"—xy+  (y"— y  y  =  s'2  =  s*  y 
etc* 
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on  aura 

a         (m'+  m'). s1        (mm'-\-mm"-\-m'm").sz^ 
m  -\-  m'  -\- m!'  (  m  -J-  7»'  -)-  7u" )2 

d'où  l'on  tire 

(771  +  777'  -f-ro").r 

V/'7Jl'2  +  m'77î"+77l"2' 

En  substituant  cette  valeur  de  s,  dans  la  fonction  <p(s)  ,  on  aura 
la  loi  de  la  gravitation  du  corps  m  vers  le  centre  de  gravité  du 
sjstème.  La  force  qui   sollicite  m  vers  ce  point  étant  égale  à  Kr} 

et  K  étant  égal  à   (m-\-m! -\-m").—^- ,  cette  force  sera 

y  m  2+/7z  m  -4-m  a .  ©  .  (     , — — —  ]. 

r  T     \\Zm'*  +  m'm"  +  m">J 

On  aura  par  la  formule  (5)  du  n°  2  du  second  livre,  l'équation 
de  la  courbe  décrite  par  le  corps  m  autour  du  même  point ,  et 
parconséquent  celles  des  courbes  décrites  parles  corps  m'  et  m"; 
puisque  ces  trois  courbes  sont  semblables  entre  elles  ,  avec  des 
dimensions  respectivement  proportionnelles  à   /•,  r   et  r". 

Dans  le  cas  de  la  nature,  <p  ($)=—;  la  force   qui    sollicite  m 

vers  le  centre  de  gravité  du  sjstème  est  donc 

(m'z+m'm"  -f  m"2)* 
(m-{-Tn/-\-m"y.Ta    ' 

Ainsi  les  trois  corps  décrivent  des  sections  coniques  semblables 
autour  du  centre  de  gravité  du  sjstème,  en  formant  constamment 
entre  eux  un  triangle  équilatéral  dont  les  côtés  varient  sans 
cesse,  et  s'étendent  même  à  l'infini,  si  la  section  est  une  para,- 
bole  ou  une  hyperbole. 

Supposons  maintenant  que  les  trois  quantités  s,  s',  s"  ne  soient 
point  égales  entre  elles,  que  s,  par  exemple,  ne  soit  point  égal 
à  s' ,  et  reprenons  l'équation 

On  aura  une  équation  semblable  entre  y  et  y';  d'où  l'on  tirera 

x-.af  ::y:f; 
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ainsi  les  deux  corps  m  et  m'  sont  sur  une  même  droite  avec  Je  centre 
de  gravité  du  système,  ce  qui  exige  que  les  trois  corps  m,  m! ,  t?i', 
soient  sur  la  même  droite.  Prenons  à  un  instant  quelconque,  cette 
droite  pour  l'axe  des  abscisses,  et  supposons  les  corps  rangés  dans 
l'ordre  m,  m',  m",  et  que  leur  centre  commun  de  gravité  soit 
entre  m  et  m'.  Soit 

x'  =  —  jxx  ;  x"  =  —  Vx  ; 

supposons,  de  plus,  que  la  loi  d'attraction  soit  comme  la  puis- 
sance n  de  la  distance,  ensorte  que  <p(s)i=sn;  les  équations  (<z) 
donneront,   en  observant  qu'ici  sz=x.(i-\-/jl)  ,  s'=x.(i  -f-  V); 

K  =  x»-l.{m'.  (i +/*)"  +  m".  (I  +  K)"}; 

/*. {m',  (i  -+-f*y+m".  (i-\-Vy}  =  m.(i+H,y  —  m!'.(V—!A.y  . 

Soit 

V  —  IA~(l+fA)  .z, 

nous   aurons 

i  +  F=(i+^).(i+z), 
et  parconséquent 

jj.  .  {  m'  +  m" .  (  i  +z)"}  =  m  —  m"zn  ; 

mais  l'équation 


donne 

d'où  l'on  tire 


o  =  mx  +  m  x'  -f-  m"x" 
o  =  m  —  m'/jL  —  m"V; 


m  —  m  z 
V-  —  ZT 


on   aura  donc  * 

(m  —  m"z).  {m'  +  m".  (  1  +  z)"}  =  {m'  +  m".  (  i  -f-z)}  .  {m  —  m",  z"}. 

Dans  le  cas  de  la  nature  où  nx=z — 2,  cette  équation  devient 

o  —  mz\  {(i  +  z)3-i}-m'.(i+z)!.(i-33)-m".  {(1  +zf  —  z^ }  ; 

équation  du  cinquième  degré  ,  et  parconséquent  susceptible  d'une 
racine  réelle  ;  et  comme  dans  la  supposition  de  z  ==  o  ,  le  second 
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membre  de  cette  équation  est  négatif,  tandis  qu'il  est  positif  dans 
le  cas  de  z  infini ,  z  a  nécessairement  une  valeur  réelle  et  positive. 

Si  l'on  suppose  que  m  soit   le  soleil ,  m'  la  terre  et  m!'  la  lune  ', 
on  aura  à  très -peu- près 

3 


:=j/£ 


m'  . 


5m 

ce  qui  donne  z  =  ~  à-peu-près.  Donc  si  à  l'origine,  la  terre  et 
la  lune  avaient  été  placées  sur  une  même  droite,  à  des  dis- 
tances respectives  de  cet  astre,  proportionnelles  à  i  et  i -{7-73-5.; 
si,  de  plus,  on  leur  avait  imprimé  des  vitesses  parallèles  et  pro- 
portionnelles à  ces  distances  ;  la  lune  eût  été  sans  cesse  en  op- 
position au  soleil  :  ces  deux  astres  se  seraient  succédés  l'un  à 
l'autre  sur  l'horizon;  et  comme  à  cette  distance,  la  lune  n'eût 
point  été  éclipsée,  sa  lumière,  pendant  la  nuit,  eût  remplacé  la 
lumière  du  soleil. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE    VIL 

Sur  les  altérations  que  le  mouvement  des  -planètes  et  des 
comètes  peut  éprouver  par  la  résistance  des  milieux 
qu'elles  traversent,  et  par  la  transmission  successive  de  la 
pesanteur. 

18.  Imaginons  un  fluide  répandu  autour  du  soleil ,  et  déterminons 
l'eflfetde  sa  résistance,  sur  le  mouvement  des  planètes  et  des  comètes. 
Nous  nous  sommes  déjà  occupés  de  cet  objet,  dans  le  chapitre  VI 
du  septième  livre  -,  mais  nous  allons  le  reprendre  ici  avec  plus 
d'étendue,  et  déterminer  les  altérations  des  orbites,  pour  un  temps 
quelconque. 

Soit  <?(r)  la  densité  du  fluide,  à  la  distance  r  du  centre  du 

soleil.  Si  l'on  nomme  ds  l'élément  de  la  courbe  planétaire,  décrit 

pendant  l'instant  dt;  on  aura  K.q>(-  j  .  -j-  pour  l'expression  de 

la  résistance  que  la  planète  éprouve  dans  le  sens  de  son  mouve- 
ment-, /Tétant  un  coefficient  constant  dépendant  de  la  figure  et 
de  la  densité  de  la  planète.  Cette  résistance  décomposée  parallè- 
lement aux  coordonnées  x  et  y  du  corps ,  prises  dans  le  plan  de 
l'orbite,  donne  les  résistances  partielles 

Ayant  donc  représenté  dans  le  n°  64  du  second  livre  ,  par  —  ( -t-j 
et—  (-j-  j  ,  les  forces  qui  sollicitent  la  planète  dans  le  sens  des  x 
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et  des  y ,  on  aura  ici 

On  a  ensuite  par  le  même  n°,  et  en  prenant  pour  l'unité  la  somme 
des  masses  du  soleil  et  de  la  planète, 

d  -1-=^R^2  .  (g)  .dx  +  2  .(f|)  .  ^ 

partant 


e  étant  le  rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe,  et  <ar  étant 
la  longitude  du  périhélie  ;   on  a  par  le  même  n° , 

d\e.ûn.^)  =  dx\x(^)-y(^)}  +  {xdy-ydx).(^y, 

d.{e.co^)^dy\y(^)-x(^)}-(xdy-ydx).(^). 
partant 

d.(e.sin.vr)  —  3K.q)Q^  .  -^  .  (xdy—ydx); 

d.(e .cos.œr)= — 2.K  .  <p( -J  .  -^'      .  (:r</y — ydx). 
Enfin  on  a  par  le  n°  cité  du  second  livre, 


dn  =  Zan  .  dR  =  5K  .  an  .  <p(-j 


de-' 


Au  moyen  de  ces  équations,  on  aura  les  variations  des  élémens 
de  l'orbite,  dues  à  la  résistance  du  milieu-,  car  cette  résistance 
n'altère  point  la  position  du  plan  de  l'orbite. 

On  a  par  le  n"  16  du  second  livre 

xdy  — ydx  =  r*dv  =  dt .  \/~ a  .  (i  —  e2)  ; 

c.(i  — e2) 
i-f-e.cos.  (f  —  dr)' 
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de  plus,  on  a 

ds  =  \/'dT^7\dVx  ; 
d'où  l'on  tire 

,    r*dv  .  \/ \  4  2e. cos.  (  v — «r)-f-es 

a.  (  î  — e2) 

*£s3 r^f  .  {i  -f-ae.  cos.  (i/  —  -s-)  +e2}î 

"5?"  a2,  (i— e2)2  * 

partant 

3ïK.<pC-\.r*dv.{i  -f- 2e. cos.  (1/ — <ît)  +e2}* 

Supposons  qu'en  développant  la  fonction 

K .  <p  f-j  .  r1.  {i  +2e.cos.  (v— <&)-{- e1}* 

dans  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  de  v—  <ar  et  de 
ses  multiples ,  on  ait 

A-\-eB. cos. (cj  —  m)-\-eî .  C  .  cos.  (zv  —  2<sr)-{-etc. 

A,  B,  C ,  etc.  étant  fonctions  de  e1;  on   aura,  en   négligeant 
les  quantités  périodiques, 

,    ^ {a^.  (i  4-e2)  +  2e2..g}  .  Ji/ 

On  a  ensuite 

cc  =  r  .cos.p  ;    y=zj\sm.v; 
d'où  l'on  tire 

dxz=. -. rr  .(sin.  v-V-e  .  sin.<sr  ): 

a(i  —  e2  )     ^  '  ' 

dy  —  — ; —  .(cos.  p  +  e.cos.<w): 

J         a.(i — e2)    x  '  '■ 

De  là,  il  est  facile  de  conclure 

-,     ,         .  »  (2.AA-B>\.edv.?\n.'& 

d .  (e  .  sin..-ar)  =  —  - '—/ — -^ : 

»  '  a.(i  —  e2)  ' 

d  Je  .  cos.<sr)=  —  - — ^— -r ^ j 
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et  parconséquent 

ae~  a.(i— e")      > 

dw  =  o  ; 

ainsi  le  périhélie  est  immobile,  et  il  n'y  a  d'altération  que  dans 
le  grand  axe  et  l'excentricité   de  l'orbite. 

Les  deux  expressions  précédentes  de  de  et  de  d.-}  donnent 

,    (2^-fff)  .  e.  (i—  ea).  da 

En  intégrant  cette  équation  différentielle,  on  aura  e  en  fonction 
de  a  ;  en  substituant  ensuite  cette  fonction  dans  l'équation 

,    _  dv  .  {zA  .  (î+e^-f-ae2^ 

(lu  —  — ■•  .  -^—  • 

(1  —  e*y 

on  aura  en  l'intégrant,  v  en  fonction  de  a,  et  réciproquement  a 
en  fonction  de  v. 

Pour  avoir  la  valeur  de  v  en  fonction  du  temps  /,  on  obser- 
vera que  si  l'on  rejette  les  quantités  périodiques,  on  a  dv=-ndt\ 
de  plus,  n  =—",  partant 

dt  =  a2 .  dv. 

Substituant  pour  a,  sa  valeur  en  fonction  de   v,  et  intégrant  ; 
on  aura  t  en  fonction  de  v ,  et  réciproquement  v  en  fonction  de  t. 

Dans  le  cas  des  orbites  peu  excentriques,  on  a,  en  négligeant 
le  carré  de  e , 

fl=-iS:a'.<p(i)  +  JSfl.<p'.(i)i 

<p'(-J  étant  la  différence  de  <p(-)  divisée  par  la  différence  de  -: 
On  aura  donc  alors 
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da=z= —  iKcf  .  dv  .  $(-); 

<p  f-  J  est  toujours  positif,  et  <?'(-)  est  aussi  positif,  si,   comme 

il  est  naturel  de  le  supposer ,  <p  (-  J  augmente  quand  la  dis- 
tance r  au  soleil  diminue 5  ainsi,  en  même  temps  que  la  planète 
se  rapproche  de  plus  en  plus  du  soleil,  par  l'effet  de  la  résis- 
tance du  milieu,  l'orbite  devient  de  plus  en  plus  circulaire.  Les 
deux  équations  précédentes  donnent 


\/3) 


G) 

q  étant  une  constante  arbitraire.  On  voit  clairement  que  a  dimi- 
nuant et  <p  f-  j  augmentant  sans  cesse ,  la  valeur  de  e  diminue 
sans  cesse. 

19.  Si  la  lumière  consiste  dans  les  vibrations  d'un  fluide  élas- 
tique ;  l'analyse  précédente  donnera  l'effet  de  sa  résistance  sur 
le  mouvement  des  planètes  et  des  comètes.  Si  elle  est  une  éma- 
nation du  soleil;  la  même  analyse  donnera  encore,  avec  quelques 
modifications  légères,  l'effet  de  sa  résistance.  En  effet,  on  peut 
transporter  en  sens  contraire,  à  la  lumière,  le  mouvement  réel  de 
la  planète,  et  considérer  celle-ci  comme  immobile  ,  ce  qui  ne 
change  rien  à  leur  action  réciproque.  Alors  la  lumière  agit  sur 
la  planète,  suivant  une  direction  un  peu  inclinée  à  sa  direction 
primitive  :  elle  communique  à  son  centre  de  gravité,  suivant  cette 
direction  nouvelle,  une  force  que  l'on  peut  ensuite  décomposer  en 
deux,  l'une  suivant  le  rayon  vecteur  de  la  planète,  l'autre  en  sens 
contraire  de  la  direction  de  l'élément  de  la  courbe  qu'elle  décrit. 
Si  l'on  nomme  0  la  vitesse  de  la  lumière ,  ces  deux  forces  sont 

entre  elles  comme  9  est  à  -y.  Soit  p  la  densité  de  la  lumière,  à  la 

distance  r  du  soleil ,  et  (p)  sa  densité  à  la  distance  1  ',  on  aura 
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pz=±Y-;  les  deux  forces  dont  il  s'agit  pourront  donc  être  représen- 
tées par — '—  et  —  .  -j.  La  première  est  en  sens  contraire  de  la  gra- 
vitation vers  le  soleil,  et  comme  elle  suit  la  même  loi,  elle  se 
eonfond  avec  elle,  en  la  diminuant  un  peu.  La  seconde  force  est 
en  sens  contraire  du  mouvement  de  la  planète,  et  produit  une  ré- 
sistance   à   ce  mouvement.    En    la    comparant    à    la  résistance 

K-i-^Q)'}  on  aura 


«'•♦0)  =  TTP 


r"    — 

dt 

Ce  qui  donne  par  le  n°  précédent,  les  trois  équations 

,    i aff      d£_. 

'a  f-    '    dt   ' 

rf.(e.sin.<ar)=-^-.  -£  .(xdy—ydx); 

d  .(e  .cos.tô)= —  .-^-.(xdy — ydx). 

Ces  trois  équations  deviennent,  en  négligeant  les  quantités  pé- 
riodiques, 

,     i zH  .  du  .  (i  +e")  _ 

et  •    —        i  î      5 

a  a».(i  —  e*y 

...  .  zHdv  .e.sm.iz 

a  .  (e  .  sin.  <m)  =  • 


d  .  (e  .  cos.<ar)  =  " 


V/a.(i  —  e2)  ' 
zHdv.e.cos.ir 


d'où  l'on 

tire 

d<5T 

=  o: 

> 

de 

— 

zHe. 

dv 

eJa  .  (  : 
a  .  (  î 

+  < 

en 

\/a(i 

-<) 

*) 

partant 

da 

a  ~~ 

"    e.(i 

2)  .  rfe 
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En  intégrant,   on  a 

e 
•  =  aq  , 

i  —  e2  . 

g  étant  une  constante  arbitraire.  En  substituant  pour  a ,  cette  va- 
leur dans  l'expression  de  de  ;  on  aura 

de  =  —-  o.Hdv  .  y/  qe  ; 
ce  qui  donne 

e  =  (h~Hv.yrqy  , 

h  étant  une  arbitraire  égale  à  la  racine  carrée  de  e ,  lorsque  y=o. 

3. 

On  a  dv.az  =  dt;  substituant  pour  a  etdt>,  leurs  valeurs  en  e 
et  de ,  on  aura 

,                  —  ede 
dt  = 5  ; 

sHq\  (î  —  e2)* 

d'où  l'on   tire  en  intégrant 


zH.  q\  v/i—  e2 

e  étant  une  arbitraire.  Substituant  pour  e  sa  valeur  en  v ,  on  aura 


zHq*.\r\  —  {h   -Uv.\/qY 

En  réduisant  en  série  et  déterminant  t  de  manière  que  v  com- 
mence avec  le  temps  t;   on  aura    à  très-peu-près 

2.  (1  —  e2)2.  y"1 

72 ,  £  et  a  étant  relatifs  à  l'origine  du  temps.  Le  second  terme  de 
l'expression  de  v  est  l'équation  séculaire  de  la  planète ,  due  à 
l'action  de  la  lumière. 

20.  Déterminons  maintenant  l'inégalité  séculaire  correspondante 
de  la  lune.  Si  l'on  marque  d'un  trait  pour  ce  satellite,  les  quan- 
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tités  que  nous  avons  désignées  par  H ,  a  et  n  pour  la  planète  que 
nous  supposerons  être  ici  la  terre  -,  et  si  l'on  nomme  x' ,  y',  z' 
ses  coordonnées  rapportées  au  centre  de  la  terre  -,  ses  coordonnées 
rapportées  au  centre  du  soleil,  seront  x-\-x',  y -{-y',  z-f-z'} 
ainsi  en  nommant  f  la  distance  de  la  lune  à  cet  astre,  on  aura 

/■==(.* -H  *')*  +  (/+/)■  +  (* +  *')*• 

Il  est  aisé  de  voir  par  le  n°  précédent ,  que  l'action  de  la  lu- 
mière solaire  produit  sur  le  centre  de  la  lune,  et  en  sens  con- 
traire  de   ses  coordonnées ,  les  forces 

H'     (dx'  +  dx)     H'     (dy'  +  dy)     /T     (dz'+dz) 
Y*  '  dt  »  /»  '  dt  '  /*  '  dt        ' 

Il  faut  en  retrancher  les  forces  dont  le  centre  de  la  terre  est  ani- 
mé par  la  même  action  ,  pour  avoir  son  mouvement  relatif  au» 
tour  de  ce  centre ,  et  ces  forces  sont,  par  le  n°  précédent, 


H_    <£r        //     dy        H_    dz 
r»  '  dt'     f  dt'     r*  '  dt' 


on  a  donc  ici 


/dR\  H_    dx1  ■        /H'        H\     dx 

\dx'J  —f>  '   dt  ~T~\f>         i*  )  •  dt> 

\dy'  )  —  f  •    dt,  "+"  \f  r*  J  '  dt> 

\dzf)  ~~  f%'   dt    "+"  \f  ~~  r*  )  '  dt  > 

ee  qui  donne 

■m_H'   (dx"+dy*+dz'*)    ,    /H'        H\    (dxdx'  +  dydy'  +  dzdz') 
aK—j>'  dt  '*r\fk~r"Fj'  dt  ' 

la  caractéristique  d  ne  se  rapportant  qu'aux  coordonnées  de  l'or- 
bite relative  de  la  lune.  L'équation  séculaire  de  ce  satellite  est, 
par  le  n"  65  du  second  livre, 

ï£  ./(dt  ./AR). 

Ici 
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Ici  /a  est  la  somme  des  masses  de  la  terre  et  de  la  lune.  Si  l'on 
néglige  les  quantités  périodiques,  on  a  à  très-peu-près 


f 

De  plusj  on  a  à  fort  peu-près 

#'__#'     (  z(xx'-\-yy'  +  zz')y 

En  prenant  ensuite  pour  plan  fixe  celui  de  l'écliptique,  on  a  à 
fort  peu-près 

x  =  a  .  cos.  nt  ;    y  =  a  .  sin.  nt  ;     zs=o'f 

x'  =  ri .  cos.  rit  ;  y=ri.  sin .  rit  ; 

en  négligeant  donc  les  termes  périodiques ,  on  aura 

(E!        H'\      ( dxdx  +  dydy'  +  dzdz' )  _  H' .a'*  ,, 

De  là  on  conclut 

H'  d% 
dR  5=  — ^-  .  w'<ft  .  («' —  w). 

Ainsi  l'équation  séculaire  de   la  lune ,  due  à  l'action  de  la  lu- 
mière }  sera 

-.H'.n".(ri  —  n).t\—, r, 

2  v  '  fj.  .a2  ' 

mais  on  a  7z'2=4-3  et  «a=^;  cette  équation  devient  ainsi 

3     H' .  n.  (ri—iî)  .t* 
a  y/a 

L'équation  séculaire  de  la  terre  est ,  par  le  n°  précédent ,  en  né- 
gligeant le  carré  de  l'excentricité, 
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ainsi  l'équation  séculaire  de  la  terre  est  à  celle  de  la  lune,  comme 

1  unité  est  a .  -rr. 

ii         ti 

H' 
Pour  avoir  le  rapport  jt  ,  nous  supposerons  que  les  actions  de 

la  lumière  du  soleil  sur  la  terre  et  la  lune ,  sont,  proportionnelles 
aux  surfaces  de  ces  corps,  ce  qui  est  l'hypothèse  la  plus  naturelle 
que  l'on  puisse  faire.  On  aura  les  forces  qui  en  résultent  sur  les 
centres  de  ces  deux  derniers  corps  ,  en  divisant  respectivement  ces 
actions,  par  les  masses  de  la  terre  et  de  la  lune  :  on  a  ainsi  à  fort 
peu-près 

//' surface  lunaire  X  masse  de  la  terre masse  de  laterre  X  carré  du  demi  -  diamètre  apparent  de  lalune 

H  ~~~  surface  terrestre  X  masse  de  la  lune  masse  de  la  lune  X  carré  de  la  parallaxe  lunaire 

On  a  vu  dans  le  chapitre  VI  du  livre  VII ,  que  cette  quantité 
est  ésale  à fs—;-  Déplus,  on  a  -7  =  0,074801 3:  d'où  il   suit 

0,195004  n  '    '. 


que  l'équation  séculaire  de  la  terre  est  à  celle  de  la  lune  comme 
1  :  63, 169. 

21.  Ces  équations  séculaires  dépendent  de  l'impulsion  de  la  lu- 
mière du  soleil.  Mais  si  cette  lumière  est  une  émanation  du  so- 
leil ;  la  masse  de  cet  astre  doit  diminuer  sans  cesse,  et  il  doit 
en  résulter,  dans  le  moyen  mouvement  de  la  terre,  une  équa- 
tion séculaire  d'un  signe  contraire  à  celle  que  produit  l'impul- 
sion de  la  lumière,  et  qui  est  incomparabiement  plus  grande.  Il 
est  facile  de  la  déterminer  par  les  considérations  suivantes.  Si 
l'on  n'a  égard  qu'à  la  diminution  de  la  masse  solaire,  la  terre 
sera  constamment  sollicitée  vers  son  centre  ;  le  principe  des  aires 
donnera  donc 

r*dv  =  cdt , 

c  restant  toujours  le  même  ;  or  si  l'on  néglige  le  carré  de  l'ex- 
centricité ,  on  a  r*dv=a*ndt;  ainsi  a^n  est  une  constante,  quoique 
la  masse  du  soleil  diminue  sans  cesse.  Soient  al  et  nt  les  valeurs 
de  a  et  de  n  à  l'origine  du  temps  t;  on  aura 

Nous  observerons  ensuite  que  la  force   centrifuge  est   égale  au 
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carré  de  la  vitesse,  divisé  par  le  rayon;  en  négligeant  donc  l'ex- 
centricité de  l'orbite  ,  cette  force  sera  an*  ;  mais  elle  est  égale  et 
contraire  à  la  force  attractive  du  soleil,  c'est-à-dire  à  sa  masse 
divisée  par  le  carré  de  la  distance.  Soit  i  cette  masse  à  l'origine 
de  t,  et  i  —  a.t  sa  valeur  après  le  temps  t,  a.  étant  un  très-petit 
coefficient  constant;  on  aura 

1 Ht 

an*  =  — — . 

a1 

Cette  équation  ,  combinée  avec  la  précédente,  donne,  en  obser- 
vant que  a\.n\  =  i  , 

C 
a  = ; 

i  —  a.t  ' 

«==«,  .  (i  — aty. 

La  longitude  moyenne  de  la  terre  étant  fndt ,  on  aura,  en  né- 
gligeant le  carré  de  « , 

n,t  —  ««! .  t% 

pour  son  expression.  L'équation  séculaire  du  moyen  mouvement, 
due  à  la  diminution  de  la  masse  du  soleil,  est  donc 

—  an,  ,  t*. 

Comparons  son  expression  à  l'expression  — '—^-  de  l'équation  sé- 
culaire due  à  l'impulsion  de  la  lumière.  Si  l'on  nomme  i  le  rap- 
port de  la  vitesse  de  la  lumière  à  celle  de  la  terre  dans  son  or- 
bite, ian  sera  la  première  de  ces  vitesses,  p  étant  la  densité  de 
la  lumière  au  point  de  l'espace  qu'occupe  la  terre,  la  perte  de 
]a  lumière  du  soleil,  dans  l'instant  dt,  sera  p  ian.dt  multiplié  par 
la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  esta;  elle  sera  donc  l±a?  x.î.p.  ndt, 
it  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité.  On  aura 
ainsi 

a.  =  4«5,7f  .i.pn; 

et  parconséquent  l'équation  séculaire  due  à  la  diminution  de  la 
masse  du  soleil  sera 

—  471" .  ip  .  t*. 

Ss  2 
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Si  l'on  nomme  e  la  parallaxe  du  soleil  en  parties  du  rayon ,  la 
surface  d'un  grand  cercle  de  la  terre  sera  lï'X.a*.  La  lumière 
reçue  par  ce  grand  cercle,  dans  l'instant  dt,  sera  ea7r .cf.p.iandt, 
et  comme  cette  lumière  est  animée  de  la  vitesse  ian}  son  impul- 
sion sera,  en  la  supposant  absorbée   par  la  terre, 

«V  .  a^Pn* .p.dt; 

ee  qui  produit  dans  le  centre  de  la  terre ,  la  force 


) 


Tétant  la  masse  de  la  terre.  Cette  force ,  parle  n"  19,  est  égale 


,  H  .  , 

a  —.ian;  on  a  donc 


„-       c-'ir  .  a5în  .  f 
/*  = j, -. 


L'équation   séculaire  — '—=-  devient   ainsi  ,    en    observant    qus 

a  y  a 


«3/za; 


2'/'       •  l  ' 

Les  deux  équations  séculaires  dues  à  la  diminution  du  soleil  et 
à  l'impulsion  de  sa  lumière,  seront  donc  entre  elles  dans  le  rap- 
port de  —  4  à  —t,,  ou  de  —  1   à  ™. 

Si  l'on  suppose  la  parallaxe  solaire  de  26",42°5>  e*  la  masse 
de  la  terre  égale  à  j^^^ ,  on  trouve  ces  deux  équations  dans  le 
rapport  de  — 1  à  0,000212g.  L'équation  séculaire  de  la  terre,  due 
à  la  diminution  de  la  masse  du  soleil ,  est  à  l'équation  séculaire 
de  la  lune,  due  à  l'impulsion  de  sa  lumière,  comme  — 1  :  0,01 345. 
Ainsi  une  seconde  dans  l'équation  séculaire  de  la  lune,  produite 
par  cette  causé,  correspond  à  74">35  dans  l'équation  séculaire 
de  la  terre;  et  comme  on  est  certain,  par  les  observations,  que 
l'équation  séculaire  de  la  terré  n'est  pas  de  18",  il  en  résulte  que 
l'impulsion  de  la  lumière  du  soleil  sur  la  lune,  n'influe  pas  d'un 
quart  de  seconde  sur  son  équation  séculaire. 

Il  résulte  de  l'analyse  précédente,  que  depuis  deux  mille  ans 
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la  masse  du  soleil  n'a  point  éprouvé  un  deux-millionième  de  di- 
minution ni  d'accroissement;  car  — at.nj  étant  l'équation  sé- 
culaire delà  terre,  due  à  cette  cause;  si  l'on  suppose  que  t  re- 
présente un  nombre  d'années  sydérales  ;  n,  sera  égal  à  4°°°  t  et 
—  a.t  sera  la  diminution  de  la  masse  solaire.  Soit  donc  /=2000, 
et  représentons  par  q  degrés  ,  l'équation  séculaire  de  la  terre , 
correspondante  à  deux  mille  ans;  on  aura 

at  =5-2 — • 

cooooo 

Les  observations  ne  permettent  pas  de  supposer  q  égal  ou  plus 
grand  que  §  ;  ainsi  at  €st  au-dessous  de  s^^i^ô* 

22.  Si  la  gravitation  était  produite  par  l'impulsion  d'un  fluide 
vers  le  centre  du  corps  attirant  ;  l'analyse  précédente,  relative  à 
l'impulsion  de  la  lumière  solaire,  donnerait  l'équation  séculaire 
due  à  la  transmission  successive  de  la  force  attractive.  En  effet, 
il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  si  l'on  nomme  g"  l'attraction  du 
corps  attirant,  par  exemple,  du  soleil;  l'équation  séculaire  du 
corps  attiré,  de  la  terre,  par  exemple,  sera 

2  '    ai   ' 
i  t  S.  6       H. in  .     ,  , 

car  alors  on  a  par  le  ne  19,  g=^= — — = ,  ce  qui  change  dans 

la  précédente,  l'équation  séculaire — 7-5  mais  g  est  égal  à  la 

2  y  a 

force  centrifuge,  et  cette  force  est  égale  à  an%  ;  l'équation  sécu- 

3     n^t" 
laire  du  corps  attiré  est  donc- .  -*-,  i  étant  ici  le  rapport  de  la 

vitesse  du  fluide  gravifîque,  à  celle  du  corps  attiré. 

Si  l'on  applique  ce  résultat  à  la  lune,  et  que  l'on  nomme  Nt 
le  moyen  mouvement  sydéral  de  la  terre,  t  exprimant  un  nombre 
d'années  juliennes;  on  aura  l'équation  séculaire  de  la  lune,  égale  à 


3_ 
2,i 


'(£)"-*?. 


Soit  a'  la  moyenne  distance  du  soleil  à  la  terre  ;    a  celle  de  la 
lune;  i'  le  rapport  de  la  vitesse  du  fluide  gravifîque  à  celle  de  la 
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lumière,  et  supposons  l'aberration  égale  à  62", 5  ;  l'équation  sé- 
culaire de  la  lune  deviendra 

n\3    N*.t\sin.6a",5 


3     a_     fn\3    I 
2'  a'  '  \Nj  '  ' 


On  a  vu  dans  le  n°  23  du  second  livre,  que  l'équation  séculaire 
de  la  lune  est  de  5i",^2^y5j ,  lorsque  l'on  suppose  i  =  iooj  en 
l'attribuant  donc  à  la  cause  précédente,  on  aura 

3     a         /  n  \3     ,Tî     10000  .  sin.  62",  5 


*=ï4>  (*)•'* 


3i",  424757 


Eu  appliquant  les  nombres,  à  cette  expression  de  i';  on  trouve  la 
vitesse  du  fluide  gravifique  environ  sept  millions  de  fois  plus  grande 
que  celle  de  la  lumière;  et  comme  il  est  certain  que  l'équation 
séculaire  de  la  lune  est  due  presque  en  entier  à  la  cause  que  nous 
lui  avons  assignée  dans  le  sixième  livre  ;  on  doit  supposer  au  fluide 
gravifique,  une  vitesse  au  moins  cent  millions  de  fois  plus  grande 
que  celle  de  la  lumière,  c'est-à-dire  qu'il  faudrait  supposer  une 
semblable  vitesse  au  moins  à  la  lune,  pour  la  soustraire  à  l'action 
de  sa  pesanteur  vers  la  terre.  Les  géomètres  peuvent  donc,  comme 
ils  l'ont  fait  jusqu'ici ,  supposer  cette  vitesse  infinie. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  séculaire  de  la  ferre,  due  à 
la  transmission  successive  de  la  gravité ,  n'est  qu'un  sixième  en- 
viron de  l'équation  correspondante  de  la  lune,  et  parconséquent, 
elle  est  nulle  ou  insensible. 
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CHAPITRE   VIII. 


Suppttmejit   aux  théories  des  Planètes   et  des 

Satellites. 


a3.  J'Ai  donné  dans  le  sixième  livre  ,  les  expressions  numériques 
des  inégalités  planétaires.  Les  soins  que  j'ai  pris  pour  n'omettre 
aucune  inégalité  sensible,  m'autorisaient  à  penser  que  les  tables 
astronomiques  seraient  améliorées  par  l'emploi  de  ces  formules  , 
et  me  faisaient  désirer  que  les  astronomes  les  appliquassent  à 
cet  objet.  Mes  vœux  ont  été  remplis  par  les  travaux  de  Delambre, 
Bouvard,  Lefrancais,  Lalande  et  Burkart.  Ils  ont  comparé  à 
ma  théorie,  un  très  -  grand  nombre  d'observations,  pour  en 
conclure  les  élémens  elliptiques  des  orbes  des  planètes  :  de 
mon  côté  j'ai  revu  avec  une  attention  particulière  la  théorie 
de  leurs  perturbations;  et  de  la  réunion  de  toutes  ces  recherches, 
sont  résultées  des  tables  très-exactes  de  leurs  mouvemens.  Le  nou- 
vel examen  que  j'ai  fait  de  cette  théorie,  ne  m'a  indiqué  d'inéga- 
lités sensibles  à  ajouter  à  celles  que  j'ai  précédemment  détermi- 
nées, que  dans  les  mouvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Le  rap- 
port presque  commensurable  de  ces  mouvemens  donne  lieu,  comme 
on  l'a  vu  dans  le  second  et  le  sixième  livre,  à  des  variations  con- 
sidérables dans  les  élémens  des  orbites  de  ces  deux  planètes ,  et 
dont  la  période  embrasse  plus  de  neuf  siècles.  Les  variations  de 
l'excentricité  et  du  périhélie  de  l'orbite  de  Jupiter,  dépendantes 
de  ce  rapport,  produisent  dans  son  mouvement,  une  inégalité 
très-sensible,  dont  l'argument  est  trois  fois  le  moyen  mouvement 
de  Jupiter,  moins  cinq  fois  celui  de  Saturne.  Les  variations  ana- 
logues de  l'excentricité  et  du  périhélie  de  Saturne  produisent 
dans  le  mouvement  de  cette  dernière  planète,  une  grande  inéga- 
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lité  dont  l'argument  est  deux  fois  le  moyen  mouvement  de  Jupi- 
ter, moins  quatre  fois  celui  de  Saturne.  Ces  deux  inégalités  peuvent 
être  considérées  comme  de  véritables  équations  du  centre,  dont 
l'excentricité  et  le  périhélie  varient  avec  beaucoup  de  lenteur  ;  or 
les  deux  grandes  équations  du  centre  de  ces  deux  planètes  donnent 
lieu  à  des  inégalités  très-sensibles  ;  en  substituant  donc  dans  les 
expressions  de  ces  inégalités  ,  au  lieu  de  ces  grandes  équations  du 
centre,  celles  dont  je  viens  de  parler-,  il  en  résultera  de  petites 
inégalités  analogues  et  qui  peuvent  être  assez  sensibles  pour  y 
avoir  égard.  Je  vais  considérer  sous  ce  point  de  vue,  les  princi- 
pales inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  dépendantes  des  excen- 
tricités. 

On  a  trouvé  dans  le  n0  33  du  livre  VI,  que  l'expression  de  eJVT, 
renferme  les  inégalités 

4-i74",8oo.sin.(2/zvi—  n^t  +  ze"  —  e'v  —  <arv  )  , 
—  i37",225.sin.(3«v^  — 2/z,v/  +  3iv  — 2=,v--«îjr,v)  ' 
-f-  262",  1 68 .  sin.  (  5«7  —  inut  +  3sv  —  2g,v  —  ^  ) 

elles  sont  les  plus  considérables  de  celles  qui  dépendent  des  simples 
excentricités.  La  première  et  la  troisième  sont  dues  à  l'équation 
du  centre  de  Jupiter,  -}-2e'v.sin. (V7-f-êIV —  <-srlv).  Par  le  n'  cité 
du  sixième  livre,  le  mouvement  de  Jupiter  est  assujéti  à  l'inégalité 

-f  522",426.sin.  (?z'vi  +  s"  +  6i°,866$  —  5iiyt  +  o.nlH  —  5sv  +  zilv). 

Cette  inégalité  peut  être  considérée  comme  une  seconde  équation 
du  centre  de  Jupiter  ,  dont  l'excentricité  et  le  périhélie  varient 
avec  une  extrême  lenteur,  leurs  variations  dépendant  de  celles 
de  l'angle   5*7 —  in™ t.  Cela  posé,  donnons  à  l'inégalité 

—  427",o78  .sin.  (  a»7  —  »'7  +  2êv  —  €lv  —  <sr") 

la  forme  suivante  : 

427",  078 
~  ^^T~  ■  2e    • sm-  (  n"t  +  '-'"  —  ®1T  +  a»V  —  zjj. "t  +  zey  —  as") . 


En  y  substituant,  au  lieu  de  ae". sin. (ji"t -f-  £"  —  &",  l'inégalité 
H-  522*,4a6.  sin,  (5nlyt  —  5*7  +  3ï1v  —  5év  -f- 61 ',8669)  3 


on 
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on  aura  l'inégalité 


■o1-' 


—  ^7  '°7    .  522",4aS  .  sin.  (n"t — 3»T*  +  6"  —  3év  +  6i0j8669  ). 

En  mettant  pareillement  l'inégalité 

—  i37ff,225.sin.(3/z7  — 272^4- 3eT  —  2ê"—^r'v). 
sous  cette  forme, 

Î7^.2C,T.sin.(«,T/+Ê,T—  -sr"4-3»T/  —  3/z'7+3«T  —  3e'7); 


2e' 


on  aura  par  la  même  substitution  l'inégalité  suivante  : 

—  l3^;f5  .  522ff,426  .  sin.(— 2«V— 2êv+6i%8669). 

La  seconde  et  la  quatrième  des  équations  (JA)  sont  dues  à  l'équa- 
tion du  centre  de  Saturne,  -j-2dv.sin.(/zv/-j-£y — <«rv).  Donnons 
à  la  seconde  inégalité,  la  forme  suivante  : 

^_i74".8oo  .2eT.8in.(«T/4-6T— ^T+7z7--w,T/  +  6T— elv). 

Par  le  n°  35  du  livre  VI,  le  mouvement  de  Saturne  est  assujéti 
à  l'inégalité 

—  2066",  921  .  sin.  (7jy£  +  sv  +  62°,425o  —  5/iv/  +  2.n"t—  5sv-f  2slv). 

Cette  inégalité  peut  être  considérée  comme  une  seconde  équation 
du  centre  de  Saturne ,  dont  l'excentricité  et  le  périhélie  varient 
avec  une  extrême  lenteur,  leurs  variations  dépendant  de  celle 
de  l'angle  5nyt  —  irtH.  En  la  substituant  donc  au  lieu  de 
2elT .  sin.  («t/  +  ét  —  <ï*t)>  dans  l'inégalité  précédente;  on  aura 
celle-ci, 

—  U^pl,  2066*, 921  .sin. (jTt—Zri't  +  s,v—  5£Y-f-62%425o). 

Si  l'on  met  pareillement  la  quatrième  des  équations  {A)  sous 
cette  forme, 
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P6a"'lS8  .  2e\  sin.  (»V  +  £T  —  <arv  +2«v/  —  an^/'+às'  —  ae")  ; 

on  aura  par  la  même  substitution  l'inégalité  suivante, 

_  a6a",i68  ^  ao66^g2I  .  silli  (_  2?^  _  ^  +  62°,425o). 

En  substituant  dans  ces  diverses  inégalités  leurs  valeurs  en  1750,. 
données  dans  le  n°  22  du  livre  VI,  les  quatre  inégalités  {A)  don- 
neront les  suivantes  : 

373449. sin.  (5«v/  —  7z,v/  +  5sT  —  g'"  —  6i%866g) 
-f.  1^1711. sin.  (2«V  +  agT  —  6i%866c)) 
+  5"  ,046g .  sin.  (  5»!/  —  n"t  -f-  3*v  i-  g,v  —  62%425o) 
-f-  7^5695. sin.  (ara^-f-as'  —  62°>425o  ). 

Ces  inégalités  sont  très-petites;  mais  comme  elles  peuvent  être 
réunies  à  des  inégalités  semblables  qui  existent  dans  les  tables, 
elles  n'y  apportent  point  de  complication,  et  elles  doivent  leur 
donner  plus  d'exactitude. 

On  a  vu  dans  le  n°   12  du  livre  VI,  que  l'inégalité  de  Jupiter, 

522",426 .  sin.  ( 5nlH  —  Bn't  -f-  3ê,v  —  5eT  +  61  ',8669) 

est  le  résultat  des  variations  dans  l'équation  du  centre  et  dans 
le  périgée,  dépendantes  de  l'angle  5nyt—  2/z'V.  Soient  S~éiy  et  J^gt™, 
ces  variations.  L'inégalité  précédente  sera  égale  à 

aJyT.sin.(/z,T*+£,v— •< or")  —  2£lï.JWv.cos.(«,7  +  £lï  —  w"). 

L'expression  de  la  longitude  vraie  de  Jupiter,  en  fonction  de  sa 
longitude  moyenne,  renferme,  par  le  n*  22  du  second  livre,  les 
deux  termes 

\ .e"\  sin.  (zn^t  -f  2e'v  —  2<sr")  -fii.e»3,  sjn.  (3ra,T* -f  3e,T  —  3w1T)  ; 
ce  qui  donne  les  suivans  : 


m 
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'(  — e'ïJV^-,v.C0S.(27Z,ï/  +  2£,v— 2OT1V)  (  f 

;  >  •  ( O) 

"(  — e,ï£r.^r,ï.cos.(3«,T/  +  3£,v— 3sr,v)  \) 

Les  deux  premiers  de  ces  termes  donnent  l'inégalité  dépendante 
de  4?zlv/  —  5/zï/;  +  4ê't—  5ct  +  5o%4o25,  que  nous  avons  déter- 
minée dans  le  n°  33  du  sixième  livre.  Si  l'on  représente  par 
p.sia.  (/z"/-f-€"_^>v_f_y)  l'inégalité  de  Jupiter,  dépendante 
de   5n'v£  —  5n"l;  on  aura 

/=  2nJ"t  —  5nvt  -f-  2i"  —  5êv  -f-  ^"  -f  6i°,866g 
zSiely  =  p  .  cas./;    —  ae"^sr,T=>  .  sin./. 

Les  deux  derniers  termes  de  la  fonction  (Ç)  deviennent  ainsi 

J-£  .  e"  .  p.  sin.  (3/z,v*  +  3s,v  —  3«r'v+/), 
et  parconséquent 

elvs.522",426.sin.(5/z,T/—  5/zT*+5s"—  5£v— 2®-"+6i%8669). 


I  3       ^1V3 
S 


En  réduisant  en  nombres,  le  coefficient  de  cette  inégalité,  on  a 
la  suivante  : 

i",9622  .sin.  (5/zIT*  —  5nyt  -f-  3e*  —  5eT  +  38°,8645). 

L'inégalité 

i2ff,422-sin.  (5«'7 —  ionrt-]-5&™ —  iO£v+  5f*jttj2Îî) 

déterminée  dans  le  n°  33  du  livre  VI,  doit  être  affectée  du 
signe  — ,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  le  n°  i3  du 
même  livre. 

On  a  vu  dans  le  n8  17  du  livre  VI,  que  dans  tous  les  argu- 
mens  de  Jupiter  et  de  Saturne,  dans  lesquels  le  coefficient  de  t 
n'est  pas  5/zv — 2«1V,  ou  n'en  diffère  pas,  de  niy  pour  Jupiter,  et 
de  7z'  pour  Saturne,  il  faut  augmenter  les  longitudes  moyennes 
re'V-f-Ê1"  et  72T£-f-eT,  comptées  de  l'équinoxe  fixe  de  ij5o,  de  leurs 

T  t  2 
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grandes  inégalités  dépendantes  de  5#V-— a/z'V.  Si  l'on  Veuf  em- 
ployer les  longitudes  moyennes  ainsi  augmentées,  dans  l'inéga- 
lité de  Jupiter 

522ff,426.sin.(3«'7  — 5/2v/+3g'v  — 5sv  +  6i%8669)j 

en  nommant  qiy  et  qy  ces  longitudes  ainsi  augmentées,  on  mettra 
l'inégalité  précédente  sous  cette  forme, 

522",426.sin.  (3<7,v  —  5yv  —  (5piy  +  5Py)  +  6i%8669), 

p,y  étant  la  grande  inégalité  de  Jupiter,  et  — py  étant  celle  de 
Saturne.  En  développant  la  fonction  précédente,  on  aura 

522ff,426.sin.  (5q'v  —  5/-f- 6i°,8669) 
_  (  3^"  _j_  5/?T). 522ff,426. cos .(  5qiy  —  5f  +  6i%8669  )  ; 

on  a  à  très-peu-près, 

5/;'v  +  5//=57079'',736.sin.(5«v/  —  2/zl7+5ev— 2£,vH-4°,8395); 

ce  qui  donne 

—  (3/J,7+  5pv)  .  522",42S  .  cos. (%"  —  5gv-f-  6i°,866g ) 

_     „        _   f     sin.(3glv  —  59v+5avf  — 271^  +  5^  — 2e,v  +  G6<',7oG4)l 
_  — 20  '42o3-{_sin(-3giv_59v_5rav£  +  2,lIvt_5ev  +  2êIy  +  57oj0725-)J- 

On  peut  substituer  sans  erreur  sensible ,  dans  ces  deux  derniers 
termes,  qiy  et  qy,  au  lieu  de  n"t  -j-  ê,v  et  de  «T^-j-£v.  Le  premier 
terme  se  confond  alors  avec  l'équation  du  centre  de  Jupiter  \  le 
second  devient  à  très-peu-près  égal  à 

25",42o5.sin.(57,v-— io.7v  +  57°,0725). 

En  le  réunissant  au  terme 

—  i2ff,42:21  •sm-  (%''"■"  l0(f  -f"57%0725)j 
on  aura 

i  o",9984 .  sin.  (  5q"  —  i  oqy  +  5^,0^25). 

On  pourra  ainsi  employer  q".  et  çT,  au  lieu  de  n'yt  -f-  é,v  et  de 
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nrt-\-tv,  dans  toutes  les  inégalités  de  Jupiter ,  à  l'exception  de  sa 
grande  inégalité. 

Considérons  maintenant  les  inégalités  du  mouvement  de  Sa- 
turne ,  analogues  aux  précédentes.  Elles  sont  beaucoup  plus  sen- 
sibles que  celles  de  Jupiter.  Pour  les  déterminer ,  nous  observe- 
rons que  par  le  n°  35  du  sixième  livre ,  le  mouvement  vrai  de 
Saturne  renferme  les  deux  grandes  inégalités  dépendantes  des 
simples  excentricités 

—    56 1", 940. sin.  (2/zv/— n"t-{-2èv— e,v  —  <otv  )  î 

+  1287^2 15, sin. (~27zT2— 7zlv/-f-2£T — elv — <ot,v)  (  '  ^     ' 

la  première  de  ces  inégalités  est  due  à  l'équation    du  centre  de 
Saturne,  +2eT.sin.  (/zvz*+êv — <arv).   En  lui  donnant  cette  forme 

—  ^-^ .  aeT .  sin.  (  «V -f- £T  —  ^rv  H- 72VZ  —  72' V -f- eT  —  ê1v )  3 


l'inégalité  de  Saturne 

—  2066^921  .sin.  (2«'V — 4/z^+2ê'v  —  4sT  +  62%42^o  )  ; 

qui,  comme  nous  l'avons  dit,  peut  être  regardée  comme  une 
seconde  équation  du  centre,  produira  donc  par  sa  substitution 
dans  l'inégalité  précédente,  celle-ci: 

5glJg4  °.  2066',  921.  sin.  (7z'V—  5/zV-H"  —  5sT4- 62°,425o). 

La  seconde  des  inégalités  (B)  est  due  à  l'équation  du  centre  de 
Jupiter.  En  lui  donnant  cette  forme , 

1-~^t1^  •  2e1T.sin.  («"/  -f-  e,Y  — ■  «•'  T+  2nvt— 2/z1  v-f-  £v-~2£,v)  ; 

l'inégalité  de  Jupiter 

+  522",426.sin.(3/2J7  —  572^+3£,T  —  5éT  +  61  !>8669) 

qui,  comme  on  l'a  vu ,  est  une  seconde  équation  du  centre  de 
Jupiter,  produira  donc,  par  sa  substitution  dans  l'inégalité  précé- 
dente ,  celle-ci  : 
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-^£.522*,4a6.sin.(«'V  —  5*7 -H" —  3c*+6i°,8G69). 

Les  inégalités  (2?)  donneront  ainsi  les  deux  suivantes  : 

—  i6"?2247.sin.  (5«V  — 7z'^4-3êv  — g"  — 62%425o) 

—  ioff,9858 . sin.  ( 3»7  —  n"t  +  5ét  —  e,v  —  6i%8669). 

L'expression  de  la  longitude  vraie  de  Saturne,  en  fonction  de 
sa  longitude  moyenne  ,  renferme  l'inégalité 

f| .  e"3 .  sin.  (  3/i^t  +  3év  — •  3<arT). 

En  nommant  donc  JV  et  JW%  les  variations  de  l'excentricité  et 
du  périhélie,  dépendantes  de  5nvl  —  2n,yt;  on  aura  la  fonction 

i3-evM        JV  .  sin.(5«V  +  3sT— 3<3rv)     1 

\  — eï.JWv.cos.(3rcV-{-3i:''— 3.t«rv)  j  '        ' 

Pour  avoir   JVet  <T<zs-T,  nous  considérerons  l'inégalité  de  Saturne 

—  2066",92  I  .Sill.  (  271" t  —  lçivt-\-  2i,v  —  4ev  +  62°,425o) } 

en  la  supposant  produite  par  la  variation  de  l'équation  du  centre 
et  du  périhélie,  dans  le  terme  2ev.sin.  (/z17-j-ev- — <wT),  nous  aurons 
pour  l'expression  de  cette  inégalité, 

2£Tev.sin.(raTif+6ï— ^v)—  2e\  J^3r^cos.(7^Tzx-f-Ê,,— ..wT); 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  la  fonction  (O)  devient 

—  ^.£V\2066",92I  .Sin.  (2/Z1T/-— 2«T^+2£,T— 26v— 23-v+62%425o). 

Cette  inégalité  réduite  en  nombres,  est  égale  à 

—  io'',,6i77.sin.(27z,V--2/ïV-f-2ê,!-—2éT---i330;4682). 
L'inégalité 

— -25",5o777.sin.(4n,v/— 9^V+4ê,T— 9sT  — 67%35o8) 
donnée  dans  le  n°  34  du  sixième  livre ,  doit  être  remplacée  par 
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celle-ci  : 

a5*,5o777.sin.  (^z1^— 9rcV-K«,v— 9êv+57°,5885), 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  le  n°  i5  du  même  livre. 

Il  faut,  comme  on  l'a  vu  précédemment,  changer  dans  toutes 
les  inégalités  de  Saturne,  n"t-\-e.1"  et  7ï7+£v,  dans  qiy  et  q'} 
excepté  dans  la  grande  inégalité,  et  dans  celle-ci: 

—  2o66",92i  .sin.  (2niyl— 4«T^-f-2£IV  —  4<-v-|-620,425o). 

Si  l'on  veut  cependant  employer  çlv  et  çy  dans  cette  dernière 
inégalité ,  on  lui  donnera  la  forme  suivante  : 

—  2o66",g2 1 . sin.  (iq"  —  4<7T  —  2P"  —  4pv  +  62°,425o )  ; 

p"  et  — pv  étant  les  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne.  Cette  inégalité  donne  par  son  développement 

—  2o66/7,g2i.sin.(29',v  —  4çy  ~\-^2°>425o) 

-f-  2066",92  I  .  (2/7,T  H-  4j»T)  .  COS.  (  2?1T  —  4q"  -f-'62°,425o). 

On  a   à  très-peu-près 

aoGS",92i .  (2^it+4/jt)  .cos.  (2<7,v  —  2<j>T  4-  62°,425o) 

_      r/v  f      sin.(2(7"  —  4<?v-f-5nvf  —  27ilvf  +  5êv  —  25"  +  67^2645  )l 

•   71  >=,92b-j_sin_(2(?1v__4gv_5,jvi  +  2,i.vi_5êv  +  2ê,v+570j5855)}- 

On  peut,  dans  ces  deux  dernières  inégalités,  changer  /z'V-f-g" 
et  7zT£-f-£T,  dans  qlJ  et  ^T;  et  alors  la  première  se  confond  avec 
l'équation  du  centre  de  Saturne.  La  seconde  devient 

—  7 1",5928 .  sin.  (4yIy  —  çq*  -j-  5  7°  ,5855). 
En  la  réunissant  à  celle-ci  : 

25",5o78.sin.(4«'V— 9^-|-4€,v  — 9£v  +  57°,5855); 
on  aura  l'inégalité' 

—  46>85o . sin.  (49,v  —  97*  +  57°,5855). 

On  pourra  ainsi  employer  q'y  et  qy,  au  lieu  de  «n7-f-eIT  et  de 
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■rft-^-é',  dans  toutes  les  inégalités  de  Saturne,  à  l'exception  de 
la  grande  inégalité. 

Il  faut,  pour  plus  d'exactitude,  augmenter  qv  de  l'inégalité 

95",757 .  sin.  (  5nvlt  —  ?ivt  +  3êvl  —  êv  —  95^0779) , 

qui,  par  le  n°  35  du  livre  VI,  dépend  de  l'action  d'Uranus; 
et  qui,  comme  on  l'a  vu  dans  le  même  n°,  doit  être  appliquée 
au  moyen  mouvement  de  Saturne. 

En  réunissant  les  inégalités  précédentes,  à  celles  qui  ont  été  dé- 
terminées dans  le  sixième  livre  ;  j'ai  obtenu  les  formules  des 
longitudes  vraies  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Pour  les  comparer  aux 
observations,  Bouvard  a  fait  usage  des  oppositions  de  Jupiter  et 
de  Saturne  ,  déduites  principalement  des  observations  de  Bradley 
et  de  Maskeline,  et  de  celles  de  l'Observatoire  de  Paris,  dans 
ces  dernières  années.  Ces  observations  ayant  été  faites  avec  d'ex- 
cellentes lunettes  méridiennes  et  les  meilleurs  quarts  de  cercle  , 
et  embrassant  un  intervalle  de  plus  d'un  demi-siècle  ;  elles  offrent 
par  leur  précision  et  leur  grand  nombre,  le  moyen  le  plus  exact 
pour  corriger  les  élémens  du  mouvement  elliptique.  On  a  ainsi 
obtenu,  depuis  1747  jusqu'en  1804  inclusivement,  cinquante  oppo- 
sitions de  Jupiter  et  cinquante-quatre  oppositions  de  Saturne.  Elles 
ont  donné  autant  d'équations  de  condition  ,  entre  les  corrections 
des  élémens  elliptiques  du  mouvement  des  deux  planètes;  mais 
comme  la  valeur  de  la  masse  de  Saturne  présentait  encore  de 
l'incertitude  ,  on  a  fait  entrer  sa  correction  dans  ces  équations. 
Il  a  été  facile  de  reconnaître   qu'il   fallait  diminuer   la    valeur 

donnée  dans  le  sixième  livre,  de =-,  et  la  réduire  à 


20,232*  5534,08' 

celle  du  soleil  étant  prise  pour  unité.  Cette  correction  essentielle, 
évidemment  indiquée  par  les  observations  précédentes,  et  encore 
par  celles  de  Flamsteed,  est  un  des  principaux  avantages  de  nos 
formules.  Leur  exactitude  jointe  à  la  précision  et  au  grand  nombre 
d'oppositions  employées,  doit  faire  préférer  ce*  résultat  à  celui, 
que  donnent  les  élongations  observées  de  l'avant-dernier  satellite 
de  Saturne,  vu  l'extrême  difficulté  d'observer  ces  éloiigations,  et 
l'ignorance  où  nous  sommes  de  l'ellipticité  de  son  orbite.  La  com- 
paraison de  nos  formules  avec  les   oppositions   de  Jupiter ,    n'a 

indiqué 
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indiqué  aucune  correction  à  la  valeur  de  sa  masse.  Si  l'on  con- 
sidère, en  effet,  les  observations  de  Pound,  que  Newton  a  rap- 
portées dans  le  troisième  livre  des  Principes  mathématiques  de 
la  Philosophie  naturelle  ;  on  voit  qu'elles  donnent  avec  exactitude 
la  masse  de  Jupiter ,  tandis  qu'elles  laissent  un  peu  d'incertitude 
sur  celle  de  Saturne.  Nos  formules  conduisent  donc  à  la  même 
masse  de  Jupiter,  que  les  élougations  observées  de  ses  satellites, 
et  il  est  curieux  de  voir  le  même  résultat  conclu  par  deux  moyens 
aussi  differens.  J'ai  cherché  à  déterminer  de  la  même  manière, 
la  correction  de  la  masse  d'Uranus ,  sur  laquelle  il  y  a  plus  d'in- 
certitude qu'à  l'égard  de  la  masse  de  Saturne.  Les  observations 
n'ont  point  indiqué  de  correction  sensible  dans  la  valeur  de  cette 
masse  ;  mais  son  influence  sur  le  mouvement  de  Saturne  est  trop 
peu  considérable,  pour  pouvoir  compter  sur  ce  résultat.  Les  oppo- 
sitions dont  je  viens  de  parler,  sont  très-propres  à  déterminer  les 
mojens  mouvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne;  parceque  les  deux 
grandes  inégalités  ajant  été  à  leur  maximum  dans  l'intervalle 
que  ces  oppositions  embrassent,  et  parconséquent  ayant  peu  varié 
dans  cet  intervalle,  l'incertitude  qui  peut  rester  encore  sur  la 
grandeur  de  ces  inégalités,  n'a  point  d'influence  sensible  sur  la 
détermination  des  moyens  mouvemens  par  ces  observations  ;  aussi 
ai-je  eu  la  satisfaction  de  voir  que  mes  formules  représentent 
aussi  exactement  qu'on  peut  le  désirer  ,  les  anciennes  observations 
rapportées  par  Ptolémée,  et  les  observations  arabes.  Voici  main- 
tenant ces  formules  dans  lesquelles  j'ai  introduit  les  corrections 
que  les  équations  de  condition  ont  données  pour  les  élémens 
elliptiques  des  deux  planètes  et  pour  la  masse  de  Saturne.  Dans 
ces  formules,  t  représente  un  nombre  quelconque  d'années  ju- 
liennes, ou  de  365;0""j,  écoulées  depuis  le  minuit  commençant 
le  premier  janvier  de  1750. 

Formules  du  mouvement  héliocentrique  de  Jupiter. 

Soit 

7z1V  +  ê,v=     4%i8i33-J-£.53°,72iiio-, 

Tft  +  év  =257°,072ig-(-^.i30,579357  ; 

nVït  +  £V1  =  353%96753  -f-  /.  4°,76o7io. 

Mécan.  cêl.  Tome  IV.  Vv 
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Ces  trois  quantités  sont  les  longitudes  moyennes  de  Jupiter ,  âc 
Saturne  et  d'Uranus,  comptées  de  l'équinoxe  fixe  de  lySo,  et 
réduites  au  minuit  commençant  le  premier  janvier  iy5o. 

Soit  encore 

<&"^=    n  ",48862 +  /.  2o",427788-f-**.o",ooo6i76> 
<ârv  =   97^961 70 -\-t.  59",7364i8  +  ïï..o'>oo4963j, 
â,T  =  io8%82267  + 1.  io5",959595  j, 
6V    =i23°,8834i  -i-t.  94";6775oo-, 

<3riy  et  <&*  étant  les  longitudes  des  périhélies,  et  Ô1V  et  âT  étant 
eelles  des  nœuds  ascendans,  comptées  du  même  équinoxe  et  d'e 
la  même  époque,  on  aura 


q™=n"t  +  $™ +  {370.0", 56  —  t.o"fiufà  +  t*.iu",oooio 


(  5nyt  —  a;ilvt-f  5;T—  2«lv  1 

78}.sin.) +5°,oog3— t.24a",25    > 

(  +  **.o",o37.89  I 

} 


— 4o"J66.ain. 2.  {Zift  —  znlH  +  5ev  — 2ê lv  +  50,oogo—  t. 2.42" ,2.5  +  £\o",o3789}; 

!5«v£  —  2nIvt  +  5=v  —  2t" 
4-5°,o5io  —  t.z3j",84 
+  î*.o",o3635 

-f  (94",72  — f.o"JGo53).sin.2{5;ivi— 2a"f+5sv— 2£lH5°,o5io— f.237",84+^.o"Jo3635} 

-î-95",78.sin.(3/i"f — nyt  +  3ivl  —  sv—  95°,o779). 

La  précession  annuelle  des  équinoxes  étant  supposée  de  1 54^63; 
la  longitude  vraie  v"  de  Jupiter  dans  son  orbite  ,  et  comptée  de 
l'équinoxe  moyen ,  sera 


(6i2i5",28+/.  i",9549).sin.    (<71V— «r") 
-(  i838",54-K.o",n62).sin.2.(7/,T— «r")j 
p"=9,ï-}-/..i54B;63+jH-(       76",57+/.oV)072).sin.3.(<7'v— <srlv) 

L_(         3",65+/.o",ooo5).sin.4  (<7,v— .w,v) ' 
!-f-  o";i9.sin.5(<7'v— ^1V) 


4- 


4- 
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'  — 247ff,35.sin.(  «7,T  —    q"  —    i%a8) 
+  6i5"J6i.sin.(27'7  —  zq"  —    i%3o) 

4-  So^io.sin^S^"— V) 

'4-  ii",52.sin.(4<7,v  —  47y) 

■+.      5",20.sin.(5y,T--5yv-}-i3%28); 

-h  i  ",25.  sin.  (6q"  —  6q") 
(+      o".5i.sin.(77'T— >77T) 

r    (4o6',o6-|-/,o>2o3).sîn.(7IT— 27"— i4%78  +  /.47",io)^ 
.)_!_  53*,o4. sin.(2?"  —   49"  +  63%56)  > 

(  +  io",45.sin.(5?IV — ioyv4-57%07)  J 

l(255",75  —  t.o",oi58).sm.(2q"—5qv—68»382-\-L8i",2Z)\ 
\  _  4",84 .  sin.  (4qir  —  6q*  ■+■  6o%48  )  1 

4-(496",7i— /.o'r,oi3i).sin.(3y"'-^57T  +  6i%87  +  /,ï55"J89) 

—  46",84.sin.(3«7-  — 49*— 69%79) 
+    57ff,59.sin.(3v-  — 27T  —   9%79) 

4-     29»,o7.sin.(V  —   <7"  +  75%78) 
33",8i.sin.  (  ?T  +49° 
—  1 5^9 1.  sin.  (29'  -f-5o° 
+  "   33",78.sin.(47IÏ--59ïH-64%46) 

—  i5*,73.sîn.  (29"-—   y'H-i7°,i3) 
4-       3',73.sin.  (4?1V  —  ôqy  —    2%g8) 

—  2", jo. sin.  (5qlv  — 6 f-t-jS'^o) 
4-    3"Jo8.sin.(7'v4-9ï4-5o%54) 

f  —  5*^5. sin.  (  9,v—   9V1) 

+  <J+  1  ",32. sin.  (2q'y  —  2qyi) 

(  +  oV4- sin.  (37"  —  3?T') 

çIV  étant  égal  à  nivt~\-e.v'  dans  la  formule  précédente.  J'ai  com- 
pris sous  une  même  parenthèse  tous  les  argumens  qui  peuvent 
être  réduits  dans  une  même  table.  La  réduction  à  l'écliptique 
vraie  se  fait  suivant  les  méthodes  connues;  elle  est  ici  égale  à 

Y  V2 


4- 


%94)> 
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+  83",8o.sin.  (2v"  —  29IV). 

Le  rayon  vecteur  7-lv  de  Jupiter  est  donné  par  la  formule  sui- 
vante : 

rlv  =  5,2o8j55  +  t  .0,0000003718 

(0,249994  +  t  •  0,00000789) .  cos.  (q™  —  <sr' v) 

l-f-(  0,006004+  if.  0,00000037 18).  COS.  2  (q™ <ZëTlv) 

+  (0,000217  +  t. 0,0000000206  .cos. 3(<71V— <w,T) 
+  0,000010.  cos.  4  .(<71V — <zër'v) 

o,ooo652 .cos. (  9tv —  qy — i°,5o)  ' 
— 1 0,002783 .  cos.  (2ylv 2Ç* I°,l5) 

—  0,000287 .  cos.  (  3<7'v — 3(7') 

—  0,000074.  cos.  (4<71V — 4(7V) 

—  0,000036 .  cos.  (  5qlv — 5qv) 

—  0,000010. cos.  (6^1V — 6c/v) 

1  —0,000264. cos. (  <7lï— -2<7T— 2 4% 88+/. 58", 0)  1 
\  — 0,000096. cos.  (29" — 4(7v+560,74  )  J 

—  0,000879. cos,  (2<7'v— 3,7*— 69082+/.8iff,o) 
— (o,oo2oo8~/.o,ooooooo5o2) .  cos.  (5q ,v— 5^v+6 1  %  7  7+/.  1 55}"6) 
+  o,ooo236.cos.(3<7'v  —  4<7V  —  69°,o6) 

—  0,000126.  cos.  (3<7'v  —  2<7V —    8%42) 

—  0,000068 .  cos.  (   9V  +  32°,47  )  \ 


+ 


|  —  0,000000 .  cos.  {   q "  -j-  02  ,47  ;  i 

\  +  0,000077.  COS.  (2^T+  I2°,l3)  / 


+  0,000095. cos.  (49,1T  —  %v  —  I^°>99) 
—  0,000264. cos.  (5yv  — zq™ — i3°,5o) 

Enfin,  la  latitude  héliocentrique  de  Jupiter,  au-dessus  de  l'éclip- 
tique  vraie,  est  donnée  par  la  formule 
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(  i°,46585  —  t. o",69775) . sin. (elv  —  fl" ) 
4-    i",95.sin.(  q"  —  2c/v  — 60% 29) 
4-    5",28.sin.(2<7lv—  3^v  —  6o0,2g) 
+  ii",56.sin.(39'v  — 59v  +  66%i2) 
—    i",65.sin.(  q"  +6o%29). 

Formules   du  mouvement  heliocentrique  de  Saturne. 

La  longitude  v1  de    Saturne  ,    dans  son   orbite  ,    comptée   de 
l'équinoxe  moyen  ,  est  donnée  par  la  formule 

(7i665",ï7  —  t  .5",9675)  .sin.     (9"— .w')1 
i  +  (  252o",02  —  ^.o",2793).sin.2.(9v  —  <raT) 
zy=9T  +  /.i54ff,63-fJ  +  (     i22",87  —  t  .o",02o4). sin. 5  .(f  —  ^y 

|  +  (        6",85  — *.o",ooi5).sin.4.(9T— .^)\ 
.+  o",4ï  -sin.  5. (9'  —  -sr) 

89",4o.sin.(   9T  —    9v_f_86o73.) 

—  92",33.sin.(2^1T  — 2r/Y—   6°,34) 
-2o",27.sin.  (3<71V  —  3^T) 

--<  —  6'>7.sin.(49'T  —  49») 

—  2",  1 5. sin.  (5q" —  5qy) 

—  o",84. sin.  (69'1'  — 69") 

—  off,36.sin.(79,ï  — 79v) 

—(i29iV4+*-oV>682).sin.(  9*— 2qi'--î6°,474-i.  4i",67) 

—  (2066^92  —  /.o",o477).  sin.  (29-— 477-f-62%43-f-f.i52*,77) 

—  (   i49ff,o5  —  *.o',oon).KLn,"(5^  —  9"  +  86%49  — /•  io6',64) 

—  (     75">84—/. o".oi36). 8^.(29-— 39v-f- 16%45— t.  38";23) 
+  34",8i.sin.(  9"  +  95%ii) 

—  46",o8.  sin.  (49"  —  gf  +  57°,59) 
-f-  i5",  12. sin.  (39"  —  49»  —  69% 76) 
H-   9"; 28. sin. (29"—    9'  +  35%23) 
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4-  g";o6.sm.(5qlv  —  5çv -{-65° ,5a) 
4-   4",38.sin. (4^  —  57'  —  69°,95) 

!  — 28",54.sin.(    çv  —    qv') 
+  44",6o.sin.(29v  —  2</v') 
-f-    5Y,9i.sin.(3^-- .39"  — .  76% 06) 
+    o",97.sin.(4<7T  —  4-7") 
^ -f-    o",28.sin.(59v  — 5<7V1) 

4.  84",47 .  sin.  (  29"  -  39-  +  26%59) 
+  3o",45.sin.(  9V  — 27v'+8o%22) 
4-  4*,7o.sin.(39'  — 29"  — 97».95) 
+    4",20.sin.(  fl  —  46%a6). 

La  réduction  à  l'écliptique  est  ici 

4-  3oi",93  .sin.  (22/  —  28'  ). 

Le  rajon  vecteur  rT  de   Saturne  est  donné    par    la    formule 
suivante  : 

7-*  =  9,557833  —  /.  0,00000167 

(o,556467  —  z^. 0,00002963 ). cos. (    qy —  <ott) 

4-(o,Ol5o90 t. 0,00000  l67).  COS.  (2Çy 25TV) 

—  /  4-(0^00°639  —  t. 0,00000011  ).cos. (37T  —  2arv) 
4-   o,oooo32.cos. (4<7V  —  4/arV) 
4-  o,ooo34o. cos.(   q" — n°,5o) 

0,0081 1. cos.  (   qiv —    9T4-4%4°) 

4- 0,001 38. cos.  (29"  —  29") 

4-  {  4"  o,ooo32 .  cos.  (  oq"  —  5qv) 

4- 0,000 10. cos.  (4<7'v  —  4?v) 

4-  0,00004  •  cos.  (  5<7"  ■ —  5qv) 
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■4-(o,oo535  +  /. 0,00000027). cos.(  q" — 2</v — i3°,5o4-/.  45",5) 
4-(o,oi520 — t.  o,oooooo34).  cos.(2^,v — 4yT-f-62%23+;.i5i",4) 
+  0,00117.  cos.  (3qy  —    qly  —  ioo%25) 

—  o,ooi38.cos.  (2i7IV — 5(f  —    25°,9i) 

—  0,00022. cos.  (5giy — 4<7V  —    68°,i7) 
4-  o,oo352. cos. (5?v — zqly  -fc    i4%4^) 

f       o,oooi5.cos.  (   qy —    qyi  ) 

4-  <  — ■  0,00040. COS.  (2^T 2<7V1  ) 

(  —  o,oooo5.cos.  (3^v  — 1  3yT1) 

—  0,00061  .cos.  (2^  —  5qy>  4-26%37). 

La  latitude  héliocentrique  de  Saturne ,  au-dessus  de  l'écliptique 
vraie,  est 

.  C  (2^77482  — ^o",47882).sin.(^  — ôv)» 
~*~\  —  2",i9.sin.(3^  —  3âv)  \ 

Î9ff,70.sin.(   q11 —  2qy —  6o°,29)) 
4-  28",28.sin.  (zq"  —  4q*  4-  66°,  12 )j 
4-    i",6i.sin.(2(7lï  — 3^T  — 6o",29) 
4-   5",52.sin.(  91T4-6o0,29) 
—   2*,o5.sin.(2^  —  Zqyi  —  6o%i6);. 


Les  104  oppositions  citées  précédemment  sont  représentées  par 
ces  formules,  avec  une  précision  remarquable.  La  plus  grande 
erreur  n'a  jamais  atteint  37",  et  il  n'y  a  pas  vingt  ans  que  les 
erreurs  des  meilleures  tables  de  Saturne  surpassaient  quelquefois 
quatre  mille  secondes.  Ces  formules  représentent  encore ,  avec 
l'exactitude  des  observations  elles-mêmes ,  les  observations  de 
Flamsteed,  celles  des  Arabes,  et  les  observations  rapportées  par 
Ptolémée;  cet  accord  prouve  la  stabilité  du  système  planétaire, 
puisque  Saturne,  dont  l'attraction  vers  le  soleil  est  environ  cent  fois 
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moindre  que  l'attraction  de  la  terre  vers  le  même  astre ,  n'a  cepen- 
dant éprouvé  depuis  Hypparque  jusqu'à  nous,  aucune  altération 
sensible  de  la  part  des  corps  étrangers  à  ce  système. 

24.  Le  principe  qui  nous  a  conduits  dans  le  n°  précédent," 
à  plusieurs  inégalités  sensibles  dans  les  mouvemens  de  Jupiter  et 
de  Saturne,  donne  pareillement  dans  le  mouvement  de  la  lune, 
une  petite  inégalité  que  nous  allons  développer.  Reprenons  pour 
cela  les  dénominations  et  les  formules  du  septième  livre.  On  a 
trouvé  dans  le  n°  16  de  ce  livre  l'inégalité  lunaire, 

—  58",o53.sin.  (v  —  mi>-\-c'mv — ts/). 

Cette  inégalité  peut  être  considérée  comme  une  véritable  équa- 
tion du  centre  de  la  lune,  qui  se  rapporte  au  périgée  du  soleil  et 
qni  est  analogue  à  l'équation  du  centre  du  troisième  satellite  de 
Jupiter,  qui  se  rapporte  au  perijove  du  quatrième  satellite;  elle 
doit  donc  produire  dans  le  mouvement  lunaire,  une  inégalité  sem- 
blable à  l'évection  ,  et  qui  parconséquent  sera  de  la  forme 

K.sin.{2^>  —  o.mv  —  (v  —  mv  -f-  c'mv  — <&')}  ', 

ou 

K .  sin.  (v  —  mu  —  c'nw  -f-  <sr'). 

Pour  déterminer  K ,  on  observera  que  le  coefficient  —  58",o53 , 
de  la  petite  équation  du  centre,  est  à  K  comme  — 69992",  coef- 
ficient de  la  grande  équation  du  centre,  est  à  — 1 4449  .»  cot!ffi" 
cient  de  l'inégalité  de  l'évection  ;  ce  qui  donne 

X  =  — n',98. 

Suivant  Burg ,  ce  coefficient  est  — 9",o8,  comme  on  peut  le 
Voir  dans  le  n°  24  du  livre  VII,  ce  qui  diffère  peu  du  résultat 
précédent.  Si  l'on  adoptait  avec  Burg,  — /^\",52  pour  le  coeffi- 
cient de  la  petite  équation  du  centre,  la  différence  serait  plus 
petite  encore,  et  l'on  aurait 

K  =  —  8",57. 

Sur 
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CHAPITRE     IX. 

Sur  les  masses  des  planètes  et  des  satellites. 

z5.  XJans  l'état  actuel  de  l'astronomie,  les  observations  et  la  théo- 
rie ayant  été  portées  à  un  haut  degré  de  précision  ;  l'un  des 
meilleurs  moyens  pour  déterminer  les  masses  des  planètes ,  est 
de  comparer  aux  formules  analytiques  des  perturbations,  un  très- 
grand  nombre  d'observations  choisies  pour  cet  objet,  de  la  manière 
la  plus  avantageuse.  C'est  ainsi  que  les  masses  de  Vénus  ,  de 
Mars,  de  Saturne,  de  la  lune  et  des  quatre  satellites  de  Jupiter, 
ont  été  déterminées.  On  peut  y  joindre  la  masse  de  Jupiter;  car 
en  comparant  les  meilleures  observations  de  cette  planète ,  aux 
grandes  inégalités  que  son  action  produit  dans  le  mouvement 
de  Saturne  ;  je  n'ai  point  trouvé  de  correction  sensible  à  faire 
à  la  valeur  de  sa  masse  donnée  par  les  élongations  de  ses  satel- 
lites. Il  est  visible  que  ces  masses  sont  d'autant  mieux  connues  , 
que  leurs  effets  sont  plus  considérables.  Je  vais  rassembler  ici 
dans  un  même  tableau,  les  valeurs  de  ces  masses,  déterminées 
par  le  moyen  dont  je  viens  de  parler. 

Valeurs  des  masses  de  Vénus  ,  Mars ,  Jupiter  et  Saturne, 
celle  du  soleil  étant  prise  pour  unité. 


VénUS -356k- 


Mars 


i 


>.  (  livre  Vf,  n°  44.  ) 


2546320 


1 


Jupiter. . 

lo67'°9^    (  Livre  X,  n-  aS.  ) 


Saturne 


3534,o8 

Méc.  cél.  Tome  IV.  Xx 
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En  divisant  ces  valeurs,  respectivement  par  celles  des  masses  de 
Vénus,  Mars,  Jupiter  et  Saturne,  données  dans  le  n°  21  du 
livre  VI,  on  aura  les  valeurs  des  coefficiens  1  -{-/u! ',  1  -\-\jF }  1  +/*'% 
1  +^tv,  qui  entrent  dans  les  formules  du  livre  cité. 

Valeurs  de  la  masse  de  la  lune,  celle  de  la  terre  étant 

prise  pour  unité. 

g£g.  (livre  VI,  n°  44). 

Valeurs    des  masses  des  satellites   de  Jupiter ,  celle  de 
,   Jupiter  étant  prise  pour  unité. 

Ier     satellite 0,0000170281; 

II  sat o,oooo252555  :  , 

QQ,  )     (LiV1'e     YIIL    n°270 

III  sat 0,0000884972  ;  ' 

IV  sat 0,0000426591. 

Toutes  ces  valeurs  que  l'on  peut  déjà  considérer  comme  étant  fort 
approchées,  seront  rectifiées  quand  la  suite  des  temps  aura  déve- 
loppé les  variations  séculaires  des  orbes  des  planètes  et  des 
satellites. 

Nous  avons  déterminé  dans  le  11°  21  du  livre  VI,  la  masse 
de  la  terre,  au  moyen  de  la  parallaxe  du  soleil.  Nous  avons  en 
même  temps  observé  que  la  valeur  de  cette  masse  devait  varier 
comme  le  cube  de  cetle  parallaxe  ,  comparé  au  cube  de  la  paral- 
laxe supposée  de  2j",z .  Il  suit  de  là  qu'une  petite  erreur  sur  la 
parallaxe  solaire  a  trois  fois  plus  d'influence  sur  la  valeur  de  la 
masse  de  la  terre;  il  y  a  donc  de  l'avantage  à  déterminer  cette 
masse,  directement  par  ses  effets.  Ceux  qu'elle  produit  sur  les 
mouvtmens  de  Vénus  et  de  Mars  sont  assez  sensibles  pour  en 
conclure  sa  valeur,  au  moyen  d'un  grand  nombre  d'observations 
choisies  dans  les  circonstances  les  plus  favorables.  On  aurait  en- 
suite la  parallaxe  du  soleil,  avec  d'autant  plus  d'exactitude, 
qu'une  erreur  sur  la  masse  influe  trois  fois  moins  sur  la  parallaxe» 


SECONDE   PARTIE,    LIVRE   X.  347 

Sur  les  tables  astronomiques. 


26.  Chaque  observation  d'une  planète  déterminant  sa  longitude  et 
sa  latitude  géocentriques  ;  les  différences  entre  la  longitude  et  la 
latitude   observées,   et  calculées  d'après   nos  formules,  donneront 
deux  équations  de  condition  entre  les  corrections  des  éiémens  du 
mouvement   elliptique  et  des  masses  perturbatrices.  En  formant 
ainsi  un  grand  nombre  d'équations  de  condition  ;    on  en  conclura 
les  valeurs  de  ces  corrections,  et  l'on  construira  au  moyen  des  for- 
mules corrigées ,   des  tables  exactes    du  mouvement   de  la  pla- 
nète. Les  observations    suivantes ,    comparées   aux  formules   pri- 
mitives, fourniront  de  nouvelles  équations  de  condition  que  l'on 
ajoutera  aux  premières,  et  après  un  intervalle  de  temps  assez  long 
pour  avoir  un  grand  nombre  de  ces  nouvelles  équations,  on  dé- 
terminera de  nouveau,  par  l'ensemble    des  équations  de  condi- 
tion tant  anciennes  que  nouvelles,  les  corrections  des  éiémens  ellip- 
tiques et  des  masses,   et   l'on  pourra  former  de  nouvelles  tables 
plus  exactes  que  les  premières.  En  continuant  de  cette  manière  , 
on  perfectionnera  de   plus  en  plus  ces  tables.  Le  même  procédé 
pourra  servir  à  perfectionner  les  tables  des  satellites.  Ainsi  les 
travaux  des  astronomes  ,  en  s'ajoutant  sans  cesse  à  ceux  des  astro- 
nomes précédens ,  donneront  enfin  le  plus  haut  degré  de  préci- 
sion aux  tables  astronomiques   et  aux  valeurs  des  éiémens  dont 
elles  dépendent. 


FIN   DU    TOME   QUATRIEME. 


Erra  ta  pour  ce   Volume, 

m  n 

Page  64 ,  ligne  17,  au  lieu  de  —y  .m. m"  ;  lisez  —7- . m . ra  . 

Page  88,  ligne  i5,  au  lieu  de  0,2717794;  Usez  0,02717794. 

Page  io3  ,  lignes  14  et  17  ,  au  lieu  de  —  52875",  lisez  -f-  3i°,qig88. 

Page  1 19,  ligne  23,  et  page  120,  lignes  1,  2,  3  et  4,  au  lieu  de  (1  +//)  ;  lisez  (1  -f-p). 

Page  i2i,  ligne  i5,  au  lieu  de  o',5o5o5g,  lisez  o°,5o5o5g. 

Page   294,  lignes  7  et  10,   au  lieu  de  l'occident,  lisez  l'orient. 

Page  340,  ligne  1,  au  lieu  de  -f-83",8o,   USez  — 83", 80. 

Page  342,  ligne  i3,  au  lieu  de  -f-3oi",93J>  lisez  — 3oi",g3. 

Errata  pour  le  premier  Volume. 

Page  34 >  ligne  îc,  au  lieu  de  kds ;  lisez  ksds. 

_  tôt,  2771  ,  22-'        ,.  52771  2ff' 

Page  107,  ligne  8,  au  heu  de =j  et  de èr-  ;  lisez  -=y  et  -g-. 

r  / 

Jbid. ,  lignes  10  et  17,  au  lieu  de  +  -^  ;  lisez  —  — . 

Page  191 ,  ligne  9  ,  au  lieu  de  a.  (1  — e)2  ;  lisez  c.(i  — es). 
Page  2i3,  ligne  16,  ajoutez 

dz  =  dy  .cos.  /.tang.ip  —  cfcc.sin.  J.tang.  <p. 

2/1  .  271 

Page  34o ,  au  lieu  de  —. =  ;  lisez  —, T,  ;  et  au  lieu  de  î  n'2 ,  lisez  n'1. 

u  n  —  n  n  —  71  " 

Errata  pour  le  troisième  Volume. 

Page  i3o,  ligne  dernière,  il  faut  affecter  du  signe  —  l'inégalité  de  cette  ligne. 
Page  141 ,  ligne  2,  au  lieu  de 

— 25",5o7770.sin.(47i"i  — 97i'/;  +  4;lv  — 9=v  — G7°,35o8); 
lisez 

25",5o777o.siu.C4'ilvi  — 9nvf  +  4sIT  — 9îy  +  57°J5885). 

Ibid. ,  ligne  16 ,  au  lieu  de  —  t.76%4^  '>  faez  —  i.38",23. 
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SUR    L'ACTION    CAPILLAIRE. 


J'ai  considéré  dans  le  dixième  Livre  de  cet  Ouvrage ,  les 
phénomènes  dus  à  l'action  réfringente  des  corps  sur  la  lumière. 
Cette  force  est  le  résultat  de  l'attraction  de  leurs  molécules  ; 
mais  la  loi  de  cette  attraction  ne  peut  pas  être  déterminée  par 
ces  phénomènes,  qui  ne  l'assujétissent  qu'à  la  condition  d'être 
insensible  à  des  distances  sensibles.  Toutes  les  lois  d'attraction 
dans  lesquelles  cette  condition  est  remplie ,  satisfont  également 
aux  divers  phénomènes  de  réfraction  indiqués  par  l'expérience , 
et  dont  le  principal  est  le  rapport  constant  du  sinus  de  réfrac- 
tion au  sinus  d'incidence,  dans  le  passage  de  la  lumière  à  travers 
les  corps  diaphanes.  On  n'a  réussi  que  dans  ce  cas,  à  soumettre 
ce  genre  d'attractions,  à  une  analyse  exacte.  Je  vais  offrir  ici  aux 
géomètres,  un  second  cas  plus  remarquable  encore  que  le  pré- 
suppl.  liv.  x.  A 
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cèdent,  par  la  variété  et  par  la  singularité  des  phénomènes  qui 
en  dépendent,  et  dont  l'analyse  est  susceptible  de  la  même  exac- 
titude :  c'est  le  cas  de  l'action  capillaire.  Les  effets  du  pouvoir 
réfringent  se  rapportent  à  la  dynamique  et  à  la  théorie  des  pro- 
jectiles: ceux  de  l'action  capillaire  se  rapportent  à  l'hydrostatique 
ou  à  l'équilibre  des  fluide?,  qu'elle  soulève  ou  qu'elle  déprime, 
suivant  des  lois  que  je  me  propose  d'expliquer. 

Clairaut  est  le  premier,  et  jusqu'à  présentie  seul  qui  ait  sou- 
mis à  un  calcul  rigoureux,  les  phénomènes  des  tubes  capillaires  , 
dans  son  Traité  sur  la  figure  de  la  Terre.  Après  avoir  fait  sentir 
par  des  raisonnemens  qui  s'appliquent  également  à  tous  les  sys- 
tèmes connus,  le  vague  et  l 'insuffisance  de  celui  de  Jurin;  il 
analyse  avec  exactitude,  toutes  les  forces  qui  peuvent  concourir 
à  élever  l'eau  dans  un  tube  de  verre.  Mais  sa  théorie,  exposée 
avec  l'élégance  qui  caractérise  son  bel  Ouvrage,  laisse  à  dé- 
sirer l'explication  de  la  loi  de  cette,  ascension  qui ,  d'après 
l'<  xpérience,  est  en  raison  inverse  du  diamètre  du  tube.  Ce 
grand  géomètre  se  contente  d'observer  qu'il  doit  y  avoir  une 
infinité  de  lois  d'attraction  qui,  substituées  dans  ses  formules, 
donnent  ce  résultat.  La  connaissance  de  ces  lois  est  cependant 
le  point  le  plus  délicat  et  le  plus  important  de  cette  théorie  : 
elle  est  indispensable  pour  lier  entre  eux  les  divers  phénomènes 
capillaires,  et  Clairaut  en  eût  lui-même  reconnu  la  nécessité,  s'il 
eût  voulu,  par  exemple  ,  passer  des  tubes  aux  espaces  capillaires 
renfermés  entre  des  plans  parallèles-,  et  déduire  de  l'analyse,le  rapport 
d'égalité  que  l'expérience  indique  entre  l'ascension  du  fluide  dans  un 
tube  cylindrique,  et  son  ascension  entre  deux  plans  parallèles  dont 
la  distance  mutuelle  est  égale  au  demi-diamètre  du  tube;  ce  que 
personne  encore  n'a  tenté  d'expliquer.  J'ai  cherché,  il  y  a  long- 
temps, à  déterminer  les  lois  d'attraction  qui  représentent  ces 
phénomènes  :  de  nouvelles  recherches  m'ont  enfin  conduit  à  faire 
voir  qu'ils  sont  tous  représentés  par  les  mêmes  lois  qui  satisfont  aux 
phénomènes  de  la  réfraction ,  c'est-à-dire  par  les  lois  dans  lesquelles 
l'attraction  n'est  sensible  qu'à  des  distances  insensibles;  et  il  en 
résulte  une  théorie  complète  de  l'action  capillaire. 

Clairaut  suppose  que  l'action  d'un  tube  capillaire  peut  être  sen- 
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sible  sur  la  colonne  infiniment  étroite  de  fluide,  qui  passe  pT 
l'axe  du  tube.  Je  m'écarte  en  cela  de  son  opinion,  et  je  pense 
avec  Hauksbée  et  beaucoup  d'autres  physiciens  ,  que  l'action  ca- 
pillaire, comme  la  force  réfringente,  et  toutes  les  affinités  chi- 
miques, n'est  sensible  qu'à  des  distances  imperceptibles.  Hauksbée 
a  observé  que  dans  les  tubes  de  verre  ou  très-minces ,  ou  très- 
épais ,  l'eau  s'élevait  à  la  même  hauteur,  toutes  les  fois  que  les 
diamètres  intérieurs  étaient  les  mêmes.  Les  couches  cylindriques 
du  verre,  qui  sont  aune  distance  sensible  de  lasurface  intérieure, 
ne  contribuent  donc  point  à  l'ascension  de  l'eau-,  quoique  dans 
chacune  d'elles,  prise  séparément,  ce  fluide  doive  s'élever  au-dessus 
du  niveau.  Ce  n'est  point  l'interposition  des  couches  qu'elles  em- 
brassent, qui  arrête  leur  action  sur  l'eau-,  car  il  est  naturel  de  penser 
que  les  attractions  capillaires  se  transmettent  à  travers  les  corps, 
ainsi  que  la  pesanteur  ;  cette  action  ne  disparaît  donc  qu'à  raison 
de  la  distance  du  fluide  à  ces  couches-,  d'où  il  suit  que  l'attraction 
du  verre  sur  l'eau  n'est  sensible  qu'à  des  dislances  insensibles. 

En  partant  de  ce  principe,  je  détermine  l'aclion  d'une  masse 
fluide,  terminée  par  une  portion  de  surface  sphérique  concave 
ou  convexe ,  sur  une  colonne  fluide  intérieure,  renfermée  dans 
un  canal  infiniment  étroit,  dirigé  vers  le  centre  de  cette  surface» 
Par  cette  action,  j'entends  la  pression  que  le  fluide  renfermé  dans 
le  canal  exercerait  en  vertu  de  l'attraction  de  la  masse  entière  , 
sur  une  base  plane  située  dans  l'intérieur  du  canal,  perpendicu- 
lairement à  ses  côtés,  à  une  distance  quelconque  sensible  de  la 
surface,  cette  base  étant  prise  pour  unité.  Je  fais  voir  que  cette 
action  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  si  la  surface  était  plane; 
plus  petite,  si  la  surface  est  concave-,  plus  grande,  si  la  surface 
est  convexe.  Son  expression  analytique  est  composée  de  deux 
termes:  le  premier,  beaucoup  plus  grand  que  le  second,  exprime 
l'action  de  la  masse  terminée  par  une  surface  plane  -,  et  je  pense 
que  de  ce  terme  dépendent,  la  suspension  du  mercure  dans  un  tube 
de  baromètre,  à  une  hauteur  deux  ou  trois  fois  plus  grande  que 
celle  qui  est  due  à  la  pression  de  l'atmosphère,  le  pouvoir  réfrin- 
gent de  corps  diaphanes,  la  cohésion,  et  généralement  les  affi- 
nités chimiques.  Le  second  terme  exprime  la  partie  de  l'action , 
due  à  la  sphéricité  de  la  surface,  c'est-à-dire  l'action  du  ménisque 
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compris  entre  cette  surface  et  le  plan  qui  la  touche.  Cette  action 
s'ajoute  à  la  précédente  ,  ou  s'en  retranche,  suivant  que  la  surface 
est  convexe  ou  concave.  Elle  est  réciproque  au  rayon  de  la  sur- 
face sphérique  :  il  est  visible  en  effet,  que  plus  ce  rayon  est  petit, 
plus  le  ménisque  est  considérable  près  du  point  de  contingence. 
C'est  à  ce  second  terme  qu'est  due  l'action  capillaire  qui  diffère 
ainsi ,  des  affinités  chimiques  représentées  par  le  premier  terme. 

De  ces  résultats  relatifs  aux  corps  terminés  par  des  segmens 
sensibles  de  surface  sphérique,  je  conclus  ce  théorème  général: 
«  Dans  toutes  les  lois  qui  rendent  l'attraction  insensible  à  des 
distances  sensibles,  l'action  d'un  corps  terminé  par  une  surface 
courbe,  sur  un  canal  intérieur  infiniment  étroit ,  perpendiculaire  à 
cette  surface  dans  un  point  quelconque,  est  égale  à  la  demi-somme 
des  actions  sur  le  même  canal,  de  deux  sphères  qui  auraient  pour 
rayons  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  oscillateurs  de  la 
surface  ,  à  ce  point  ».  Au  moyen  de  ce  théorème  et  des  lois  de 
l'équilibre  des  fluides,  on  peut  déterminer  la  figure  que  doit 
prendre  une  masse  fluide  animée  par  la  pesanteur,  et  renfermée 
dans  un  vase  d'une  figure  donnée.  On  est  conduit  à  une  équa- 
tion aux  différences  partielles  du  second  ordre  ,  dont  l'inté- 
grale se  refuse  à  toutes  les  méthodes  connues.  Si  la  figure  est  de 
révolution  ,  cette  équation  se  réduit  aux  différences  ordinaires, 
et  l'on  peut  l'intégrer  d'une  manière  fort  approchée  ,  lorsque 
la  surface  est  très-petite.  Je  fais  voir  ainsi  que  dans  les  tubes 
très-étroits,  la  surface  du  fluide  approche  d'autant  plus  de  celle 
d'un  segment  sphérique,  que  le  diamètre  du  tube  est  plus  petit. 
Si  ces  segmens  sont  semblables  dans  divers  tubes  de  même  ma- 
tière, les  rayons  de  leurs  surfaces  seront  en  raison  inverse  du  dia- 
mètre des  tubes.  Or  celte  similitude  des  segmens  sphériques  pa- 
raîtra évidente,  si  l'on  considère  que  la  distance  où  l'action  dux 
tube  cesse  d'être  sensible,  est  imperceptible-,  ensorte  que  si,  par 
le  moyen  d'un  très-fort  microscope,  on  parvenait  à  la  faire  pa- 
raître égale  à  un  millimètre,  il  est  vraisemblable  que  le  même 
pouvoir  amplifiant  donnerait  au  diamètre  du  tube,  une  grandeur 
apparente  de  plusieurs  mètres.  La  surface  du  tube  peut  donc  être 
considérée  comme  étant  plane  à  très-peu-près,  dans  un  rayon  égal 
à  celui  de  sa  sphère  d'activité    sensible  :  le    fluide ,    dans  cet 
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intervalle,  s'abaissera  donc  ou  s'élèvera  depuis  cette  surface,  à  très- 
peu-près  comme  si  elle  était  plane.  Au-delà,  ce  fluide  n'étant 
plus  soumis  sensiblement  qu'à  la  pesanteur  et  à  son  action  sur  lui- 
même;  sa  surface  sera  à-peu-près  celle  d'un  segment  sphérique  dont 
les  plans  extrêmes  étant  ceux  de  la  surface  fluide  ,  aux  limites  de  la 
sphère  d'activité  sensible  du  tube  ,  seront  à  très-peu-près  dans  les 
divers  tubes,  également  inclinés  à  leurs  parois;  d'où  il  suit  que 
tous  ces  segmens  seront  semblables. 

Le  rapprochement  de  ces  résultats  donne  la  vraie  cause  de 
l'ascension  ou  de  l'abaissement  des  fluides  dans  les  tubes  capil- 
laires, en  raison  inverse  de  leurs  diamètres.  Si,  par  l'axe  d'un 
tube  de  verre,  on  conçoit  un  canal  infiniment  étroit  qui,  se  re- 
courbant un  peu  au-dessous  du  tube,  aille  aboutir  à  la  surface 
plane  et  horizontale  de  l'eau  d'un  vase  dans  lequel  l'extrémité 
inférieure  du  tube  est  plongée;  l'action  de  l'eau  du  tube  sur  ce 
canal ,  sera  moindre  à  raison  de  la  concavité  de  sa  surface  , 
que  l'action  de  l'eau  du  vase  sur  le  même  canal;  le  fluide  doit 
donc  s'élever  dans  le  tube,  pour  compenser  cette  différence;  et 
comme  elle  est,  par  ce  qui  précède,  en  raison  inverse  du  dia- 
mètre du  tube,  l'élévation  du  fluide  au-dessus  de  son  niveau  doit 
suivre  le  même  rapport. 

Si  la  surface  du  fluide  intérieur  est  convexe,  ce  qui  a  lieu  pour 
le  mercure  dans  un  tube  de  verre;  l'action  de  ce  fluide  sur  le  ca- 
nal sera  plus  grande  que  celle  du  fluide  du  vase;  le  fluide  doit 
donc  s'abaisser  dans  le  tube,  en  raison  de  cette  différence,  et 
parconséquent,  en  raison  inverse  du  diamètre  du  tube. 

Ainsi  l'attraction  des  tubes  capillaires  n'a  d'influence  sur  l'élé- 
vation ou  sur  l'abaissement  des  fluides  qu'ils  renferment,  qu'en  dé- 
terminant l'inclinaison  des  premiers  plans  de  la  surface  du  fluide 
intérieur,  extrêmement  voisins  des  parois  du  tube,  inclinaison 
dont  dépend  la  concavité  ou  la  convexité  de  cette  surface,  et  la 
grandeur  de  son  rajon.  Le  frottement  du  fluide  contre  ces  parois, 
peut  augmenter  ou  diminuer  un  peu  la  courbure  de  sa  surface  ; 
le  baromètre  en    offre  des  exemples  journaliers  :  alors  les  effets 
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capillaires  augmentent  ou  diminuent  dans  le  même  rapport.  Ces 
effets  s'accroissent  d'une  manière  très-sensible ,  par  le  concours 
des  forces  dues  à  la  concavité  et  à  la  convexité  des  surfaces.  On 
verra  dans  la  suite,  que  l'on  peut  ainsi  élever  l'eau  dans  les  tubes 
capillaires,  à  une  plus  grande  hauteur  au-dessus  de  son  niveau, 
que    lorsqu'on  les  plonge  dans  un  vase  rempli  de  ce  fluide. 

I, 'équation  différentielle  de  la  surface  des  fluides  renfermés 
dans  des  espaces  capillaires  de  révolution,  conduit  à  ce  résultat 
général",  savoir,  que  si  dans  un  tube  cylindrique  on  introduit  un 
cylindre  qui  ait  le  même  axe  que  le  tube,  et  qui  soit  tel,  que 
l'espace  compris  entre  sa  surface  et  la  surface  intérieure  du  tube  ait 
très-peu  de  largeur  ;  le  fluide  s'élèvera  dans  cet  espace,  à  la  même 
hauteur  que  dans  un  tube  dont  le  rayon  est  égal  à  cette  largeur. 
Si  l'on  suppose  les  rayons  du  tube  et  du  cylindre,  infinis;  on  a 
le  cas  du  fluide  renfermé  entre  deux  plans  verticaux  et  paral- 
lèles très-proches  l'un  de  l'autre.  Le  résultat  précédent  est  vé- 
rifié à  cette  limite,  par  des  expériences  faites  autrefois  en  présence 
de  la  Société  Royale  de  Londres,  et  sous  les  yeux  de  Newton 
qui  les  a  citées  dans  son  Optique,  ouvrage  admirable,  dans  le- 
quel ce  profond  génie  a  jeté  en  avant  de  son  siècle ,  un  grand 
nombre  de  vues  originales  que  la  chimie  moderne  a  confirmées. 
M.  Haiiy  a  bien  voulu  faire,  à  ma  prière,  quelques  expériences 
vers  l'autre  limite,  c'est-à-dire  en  employant  des  tubes  et  des 
cylindres  d'un  très-petit  diamètre;  et  il  a  trouvé  le  résultat  pré- 
cédent, aussi  exact  à  cette  limite  qu'à  la  première. 

Les  phénomènes  que  présente  une  goutte  fluide  en  mouvement 
ou  suspendue  en  équilibre,  soit  dans  un  tube  capillaire  conique, 
soit  entre  deux  plans  très-peu  inclinés  l'un  à  l'autre  ,  sont  très- 
propres  à  vérifier  notre  théorie.  Une  petite  colonne  d'eau  dans  un 
tube  conique  ouvert  par  ses  deux  extrémités,  et  maintenu  horizon- 
talement, se  porte  vers  le  sommet  du  tube  ;  et  l'on  voit  que  cela 
doit  être.  En  effet ,  la  surface  de  la  colonne  fluide  est  concave  à 
ses  deux  extrémités  ;  mais  le  rayon  de  cette  surface  est  plus  petit 
du  côté  du  sommet  que  du  côté  de  la  base;  l'action  du  fluide  sur 
lui-même,  est  donc  moindre  du  côté  du  sommet,  et  parconséquent 
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la  colonne  doit  tendre  vers  ce  côté.  Si  la  colonne  fluide  est  de 
mercure,  alors  sa  surface  est  convexe,  et  son  rayon  est  moindre 
encore  vers  le  sommet  que  vers  la  base  ;  mais  à  raison  de  sa  convexité , 
l'action  dn  fluide  sur  lui-même  est  plus  grande  vers  le  sommet ,  eC 
la  colonne  doit  se  porter  vers  la  base  du  tube. 

On  peut  balancer  cette  action,  par  le  propre  poids  de  la  colonne, 
et  la  tenir  suspendue  en  équilibre  ,  en  inclinant  l'axe  du  tube  à 
l'horizon.  Un  calcul  fort  simple  fait  voir  que  si  la  longueur  de  la 
colonne  est  peu  considérable,  le  sinus  de  l'inclinaison  de  l'axe  est 
alors  à  peu  près  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  milieu 
de  la  colonne  au  sommet  du  cône  ;  ce  qui  a  lieu  semblablement , 
si  l'on  place  une  goutte  fluide  entre  deux  plans  qui  forment  entre 
eux  un  très-petit  angle,  en  se  touchant  par  leurs  bords  horizontaux. 
Ces  résultats  sont  entièrement  conformes  à  l'expérience  ,  comme 
on  peut  le  voir  dans  l'Optique  de  Newton  (question  5i  ).  Ce  grand 
géomètre  a  essajé  de  les  expliquer  :  son  explication  comparée  à 
celle  que  nous  venons  de  donner,  fait  ressortir  les  avantages  d'une 
théorie  mathématique  et  précise. 

Le  calcul  nous  apprend  encore  que  le  sinus  de  l'inclinaison  de 
l'axe  du  cône  à  l'horizon ,  est  alors  à  peu  près  égal  à  une  fraction 
dont  le  dénominateur  est  la  distance  du  milieu  de  la  goutte,  au 
sommet  du  cône,  et  dont  le  numérateur  est  la  hauteur  à  laquelle 
le  fluide  s'élèverait  dans  un  tube  cylindrique  dont  le  diamètre  serait 
celui  du  cône  au  milieu  de  la  colonne.  Si  les  deux  plans  qui  ren- 
ferment une  goutte  du  même  fluide  ,  forment  entre  eux  un  angle 
égal  à  l'angle  formé  par  l'axe  du  cône  et  ses  côtés  ;  l'inclinaison 
à  l'horizon, du  plan  qui  divise  également  l'angle  formé  par  les  plans, 
doit  être  la  même  que  celle  de  l'axe  du  cône,  pour  que  la  goutte 
reste  en  équilibre.  Hauksbée  a  fait  avec  un  très-grand  soin  une 
expérience  de  ce  genre  ,  que  je  rapporte  ici  en  la  comparant  au 
théorème  précédent  ;  le  peu  de  différence  qui  existe  entre  les  résul- 
tats de  cette  expérience  et  ce  théorème,  en  est  une  preuve  incon- 
testable. 

La  théorie  donne  l'explication  et  la  mesure  d'un  phéno- 
mène singulier  qu'offre  l'expérience.  Soit  que  le  fluide  s'élève  ou 
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s'abaisse  entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles  plongeant  dau3 
ce  fluide  par  leurs  extrémités  inférieures  ;  ces  plans  tendent  à  se 
rapprocher.  L'analyse  nous  montre  que  si  le  fluide  s'élève  entre  eux; 
chaque  plan  éprouve  ,  du  dehors  en  dedans,  une  pression  égale  à 
celle  d'une  colonne  du  même  fluide,  dont  la  hauteur  serait  la  moitié 
de  la  somme  des  élévations  au-dessus  du  niveau  ,  des  points  de 
contact  des  surfaces  intérieures  et  extérieures  du  fluide  avec  le 
plan  ,  et  dont  la  base  serait  la  partie  du  plan  ,  comprise  entre  les 
deux  lignes  horizontales  menées  par  ces  points.  Si  le  fluide  s'abaisse 
entre  les  plans  ;  chacun  d'eux  éprouvera  pareillement,  du  dehors 
en  dedans  ,  une  pression  égale  à  celle  d'une  colonne  du  même 
fluide ,  dont,  la  hauteur  serait  la  moitié  de  la  somme  des  abaisse- 
mens  au-dessous  du  niveau  ,  des  points  de  contact  des  surfaces 
intérieures  et  extérieures  du  fluide  avec  le  plan  ,  et  dont  la  base 
serait  la  partie  du  plan,  comprise  entre  les  deux  lignes  horizontales 
menées  par  ces  points. 

Les  physiciens  n'ayant  considéré  jusqu'ici  la  concavité  et  la 
convexité  des  surfaces  des  fluides  dans  les  espaces  capillaires,  que 
comme  un  effet  secondaire  de  la  capillarité  ,  et  non  comme  la 
principale  cause  de  ce  genre  de  phénomènes  ;  ils  ont  mis  peu  d'im- 
portance à  déterminer  la  courbure  de  ces  surfaces.  Mais  la  théorie 
précédente  faisant  dépendre  principalement  de  cette  courbure,  tous 
ces  phénomènes  ;  il  devient  intéressant  de  la  déterminer.  Plu- 
sieurs expériences  faites  avec  beaucoup  de  précision  ,  par 
M.  Haiiy ,  indiquent  que  dans  les  tubes  de  verre,  capillaires  et 
d'un  très-petit  diamètre  ,  la  surface  concave  de  l'eau  et  des  huiles  , 
et  la  surface  convexe  du  mercure  ,  diffèrent  très-peu  de  celle  d'une 
demi-sphère. 

Clairaut  a  fait  cette  singulière  remarque;  savoir,  que  si  la  loi 
de  l'attraction  de  la  matière  du  tube  sur  le  fluide  ,  ne  diffère  que 
par  son  intensité,  de  la  loi  de  l'attraction  du  fluide  sur  lui-même; 
le  fluide  s'élèvera  au-dessus  du  niveau  ,  tant  que  l'intensité  de  la 
première  de  ces  attractions  surpassera  la  moitié  de  l'intensité  de 
la  seconde.  Si  elle  en  est  exactement  la  moitié;  il  est  facile  de  s'as- 
surer que  la  surface  du  fluide  dans  le  tube  sera  horizontale,  et  qu'il 

ne 
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ne  s'élèvera  pas  au-dessus  du  niveau.  Si  ces  deux  intensités  sont 
égales  ;  la  surface  du  fluide  dans  le  tube  sera  concave  et  celle  d'une 
demi-sphère ,  et  il  y  aura  élévation  du  fluide.  Si  l'intensité  de 
l'attraction  du  tube  est  nulle  ou  insensible;  la  surface  du  fluide 
dans  le  tube  sera  convexe ,  et  celle  d'une  demi-sphère  :  il  y  aura 
dépression  du  fluide.  Entre  ces  deux  limites ,  la  surface  du  fluide 
sera  celle  d'un  segment  sphérique  -,  et  elle  sera  concave  ou  convexe, 
suivant  que  l'intensité  de  l'attraction  de  la  matière  du  tube  sur 
le  fluide ,  sera  plus  grande  ou  plus  petite  que  la  moitié  de  celle 
de  l'attraction  du  fluide  sur  lui-même. 

Si  l'intensité  de  l'attraction  du  tube  sur  le  fluide  surpasse  celle 
de  l'attraction  du  fluide  sur  lui-même  ;  il  me  paraît  vraisemblable 
qu'alors  le  flnide  ,  en  s'attachant  au  tube  ,  forme  un  tube  intérieur 
qui  seul  élève  le  fluide  dont  la  surface  est  concave  et  celle  d'une 
demi-sphère.  On  peut  conjecturer  avec  vraisemblance  ,  que  ce  cas 
est  celui  de  l'eau  et  des  huiles,  dans  les  tubes  de  verre. 

Les  fluides  qui  s'élèvent  entre  des  plans  verticaux  formant  entre 
eux  de  très-petits  angles,  ou  qui  s'écoulent  par  des  sy plions  capil- 
laires, présentent  divers  phénomènes  qui  sont  autant  de  corollaires 
de  ma  théorie.  En  général ,  si  l'on  se  donne  la  peine  de  la  comparer 
aux  nombreuses  expériences  des  physiciens  sur  l'action  capillaire  ; 
on  verra  que  les  résultats  obtenus  dans  ces  expériences ,  lorsqu'elles 
ont  été  faites  avec  les  précautions  convenables,  s'en  déduisent,  non 
par  des  considérations  vagues  et  toujours  incertaines,  mais  par 
une  suite  de  raisonnemens  géométriques  qui  me  paraissent  ne  laisser 
aucun  doute  sur  la  vérité  de  cette  théorie.  Je  désire  que  cette 
application  de  l'analyse  à  l'un  des  objets  les  plus  curieux  de  la 
physique ,  puisse  intéresser  les  géomètres ,  et  les  exciter  à  mul- 
tiplier de  plus  en  plus ,  ces  applications  qui  joignent  à  l'avantage 
d'assurer  les  théories  physiques,  celui  de  perfectionner  l'analyse 
elle-même  ,  en  exigeant  souvent  de  nouveaux  artifices  de  calcul. 


suppl.  liv.  x.  B 
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PREMIERE    SECTION. 


Théorie  de  V action  capillaire. 


i.  (considérons  un  vase  ABCD  {fig.  i),  plein  d'eau 
jusqu'en  AB ,  et  concevons  un  tube  capillaire  de  verre,  NMEF , 
ouvert  par  ses  deux  extrémités  ,  et  plongeant  dans  le  vase  par  son 
extrémité  inférieure  ;  l'eau  s'élèvera  dans  le  tube  jusqu'en  O,  et 
sa  surface  prendra  la  figure  concave  NOM ,  O  étant  le  point  le 
plus  bas  de  cette  surface.  Imaginons  par  ce  point  et  par  l'axe  du 
tube ,  un  filet  d'eau  renfermé  dans  un  canal  infiniment  étroit  OZR  V\ 
il  est  clair,  d'après  le  principe  que  nous  venons  d'exposer  sur  le  peu 
d'étendue  des  attractions  capillaires ,  que  l'action  de  l'eau  inférieure 
à  l'horizontale  10 K,  sera  la  même  sur  la  colonne  OZ ,  que  l'action 
du  vase  sur  la  colonne  VB..  Mais  le  ménisque  MI OKN  agira  sur 
la  colonne  OZ  de  bas  en  haut ,  et  tendra  parconséquent  à  soulever 
le  fluide.  Ainsi,  dans  l'état  d'équilibre,  l'eau  du  canal  OZRV 
devra  être  plus  élevée  dans  le  tube  que  dans  le  vase,  pour  com- 
penser par  son  poids,  cette  action  du  ménisque. 

La  loi  de  cette  ascension  dans  les  tubes  de  différens  diamètres , 
dépend  de  l'attraction  du  ménisque  ;  et  ici ,  comme  dans  la  théorie 
de  la  figure  des  planètes,  il  y  a  une  dépendance  réciproque  de 
la  figure  et  de  l'attraction  du  corps,  qui  rend  leur  détermination 
difficile.  Pour  y  parvenir  ,  nous  allons  considérer  l'action  d'un 
corps  de  figure  quelconque  ,  sur  une  colonne  fluide  renfermée  dans 
un  canal  infiniment  étroit  perpendiculaire  à  sa  surface ,  et  dont 
nous  prendrons  la  base  pour  unité. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  soit  une  sphère,  et  déterminons 
son  action  sur  le  fluide  renfermé  dans  un  canal  extérieur  perpen- 
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diculaîre  à  sa  surface.  Reprenons  pour  cela,  l'analyse  que  nous 
avons  donnée  dans  le  n°  12  du  second  livre.  Soit  r  la  distance  du 
point  attiré  ,  au  centre  d'une  couche  sphérique  dont  u  est  le  rayon 
et  du  l'épaisseur.  Soit  encore  8  l'angle  que  le  rayon  u  fait  avec 
la  droite  r ,  et  <sr  l'angle  que  le  plan  qui  passe  par  les  deux  droites  r 
et  u  fait  avec  un  plan  fixe  passant  par  la  droite  r  :  l'élément  de  la 
couche  sphérique  sera  u*du.dGr.dQ. sin. Q.  Si  l'on  nomme  ensuite^" 
la  distance  de  cet  élément,  au  point  attiré  que  nous  supposerons 
extérieur  à  la  couche  ;  nous  aurons 

fî  =  r*  —  iru .  cos.  S  -f-  if. 

Représentons  par  ç(f)  la  loi  de  l'attraction  à  la  distance/]  attraction 
qui ,  dans  le  cas  présent ,  est  insensible  lorsque  f  a  une  valeur 
sensible  ;  l'action  de  l'élément  de  la  couche  sur  le  point  attiré  , 
décomposée  parallèlement  à  r,  et  dirigée  vers  le  centre  de  la 
couche ,  sera 

ifdu.dia-.db.sin.Q  .  C?— "-cos-  >  ,<p(f). 

On  a 

r  —  u.cos.6 (df\ 

ce  qui  donne  à  la  quantité  précédente ,  cette  forme 

ifdu.d&.dQ  .  sin.ô.  (-£■  J  .  <p(f).  (a) 

Désignons  par  c —  Il  (f),  l,mtégra\e/djr.<p(f)  prise  depuisy=:o; 
c  étant  la  valeur  de  cette  intégrale,  lorsque^  est  infini  ;  Tl(f)  sera 
une  quantité  positive  qui  décroît  avec  une  extrême  rapidité ,  de 
manière  à  devenir  insensible  ,  lorsque  f  a  une  valeur  sensible. 
La  quantité  précédente  (a)  sera  le  coefficient  de  dr  dans  la  diffé- 
rentielle prise  par  rapport  à  r ,  de  la  fonction 

ifdu  .  dm  .  d§  .  sin .  9  .  {  c  >—  n  {f)  }  j 

et  parconséquent ,  elle  sera  le  coefficient  de  dr,  dans  la  différen- 
tielle de  la  fonction 

—  ifdu  .  d'or .  d§  .  sin.  ô  .  n  {f). 
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Pour  étendre  cette  fonction  à  la  couche  entière  ;i\  faut  d'abord  l'inté- 
grer relativement  à  <ar  ,  depuis  m.  =  o  jusqu'à  mr=^  2rf ,  tt  étant  le 
rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon  ,  et  alors  elle  devient 

—  ait .  u*du .  dQ  .  sin.  0.  Il  (f). 

Il  faut  ensuite  intégrer  cette  dernière  fonction,  depuis  6  =  0  jusqu'à 
6=  /T.  On  a,  en  différentiaut  la  valeur  précédente  de/"2  par  rap- 
port à  Q , 

JÔ.sixi.  6  =  ^*5 
ru  ' 

et  parconséquent 

--  27T .  itdu  .fd§ .  sin .  8 .  n  (/)  =  —  27T  .  ^  .ffdf.  n  (/) . 

Représentons  encore  l'intégrale  ffdf.  U  (f)  par  c' —  ^(f)  >  c' 
étant  la  valeur  de  cette  intégrale  ,  lorsque  f  est  infini  ;  SE'  (/")  sera 
encore  une  quantité  positive  qui  décroît  avec  une  extrême  rapidité. 
On  aura ,  en  observant  que  l'intégrale  doit  être  prise  depuis  ô  =  o 
jusqu'à  ô  =  tt  ,  et  qu'à  ces  deux  points ,  /==  r  —  u,  etf=  r  ~\-  u; 

—  27T .  itdu  .fd% .  sin.  0 .  n  (/)  =  —  Z7r  -rudu .  {*  (r—u)  —  *  (r+«)}. 

En  différentiant  cette  fonction  par  rapport  à  r ,  le  coefficient  de  dr 
donnera  l'attraction  de  la  couche  sur  le  point  attiré;  mais  si  l'on 
veut  avoir  l'action  de  la  couche  sur  une  colonne  fluide  dirigée 
suivant  r ,  et,  dont  l'extrémité  la  plus  voisine  du  centre  de  la  couche 
soit  à  la  distance  b  de  ce  centre  ;  il  faut  multiplier  ce  coefficient 
par  dr ,  et  prendre  l'intégrale  du  produit  ;  ce  qui  redonne  la 
fonction  précédente  elle-même,  à  laquelle  il  faut  ajouter  une  cons- 
tante que  l'on  doit  déterminer  de  manière  que  l'intégrale  commence 
lorsque  r  =  b.  On  aura  ainsi  pour  cette  intégrale , 

?l^±.{*(b-u)-*(b-{-u)} 
.{t(r-«)-t(r-{-")}< 


Maintenant  SE'  (  b-^-u")  est  une  quantité  toujours  insensible  ,  lors- 
que b  a  une  valeur  sensible  ;  et  si ,  comme  nous  le  supposerons  3 
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r  à  l'extrémité  de  la  colonne  ,  la  plus  éloignée  du  centre  de  la 
couche  ,  surpasse  b  d'une  quantité  sensible ,"¥  (r  —  u)  sera  insen- 
sible ,  et  à  plus  forte  raisan  "¥  (r-f-  u);  la  fonction  précédente  se 
réduira  donc  à  celle-ci  : 

—^—.^(b  —  u), 

qui ,  parconséquent ,  exprimera  l'action  de  la  couche  sur  le  fluide 
renfermé  dans  un  canal  infiniment  étroit,  dirigé  suivant  r  ,  et 
dont  l'extrémité  la  plus  voisine  du  centre  de  la  couche,  en  est 
distante  de  la  quantité  b.  Cette  action  est  évidemment  la  pression 
que  ce  fluide  exercerait  en  vertu  de  l'attraction  de  la  couche  , 
sur  une  base  plane  placée  à  cette  extrémité  ,  dans  l'intérieur  du 
canal,  perpendiculairement  à  sa  direction  ,  cette  base  étant  prise 
pour  unité. 

Pour  avoir  l'action  de  la  sphère  entière  dont  le  rayon  est  b , 
supposons  b  —  u  =  z  ;  cette  action  sera  égale  à  l'intégrale 


27C.f^=^.dz.^(z), 


prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  b.  Soit  donc  K  l'intégrale 
27T .fdz •'ï'(z)  prise  dans  ces  limites,  et  H  l'intégrale  2rt.Jzdz.'f'(z) 
prise  dans  les  mêmes  limites  ;  l'action  précédente  deviendra 

On  doit  observer  ici  que  K  et  H  peuvent  être  considérés  comme 
étant  indépendans  de  b  ;  car  ^(z)  n'étant  sensible  qu'à  des  dis- 
tances insensibles ,  il  est  indifférent  de  prendre  les  intégrales 
précédentes,  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  b ,  ou  depuis  z  =  o  jusqu'à  z 
infini  ;  ensorte  qu'on  peut  supposer  que  K  et  H  répondent  à  ces 
dernières  limites. 

TT 

On  doit  observer  encore  que  -r  est  considérablement  plus  petit 
que  K  ,  parceque  la  différentielle  de  son  expression  est  la  diffé- 
rentielle de  l'expression  de  K,  multipliée  par  r}  ainsi  le  facteur 
"^(z)  de  ces  différentielles,  n'étant  sensible  que  pour  des  valeurs' 
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insensibles  deÇ,  l'intégrale  -v-  doit  être  considérablement  plus  pe- 
tite que  l'intégrale  K. 

L'action  de  la  sphère  entière  sur  la  colonne  fluide  qui  la  touche, 

TT 

'étant  K —  y-;  cette  quantité  exprimera  encore  l'action  d'un  seg- 
ment sphérique  sensible  que  forme  la  section  de  la  sphère  ,  par 
un  plan  auquel  la  direction  de  la  colonne  est  perpendiculaire  ;  car 
la  partie  de  la  sphère  ,  située  au-delà  de  ce  plan  ,  étant  à  une 
distance  sensible  de  la  colonne  ,  son  action  sur  cette  colonne  est 

TT 

insensible  ;  K  —  -r  exprimera  donc  par  cette  raison ,  l'action  d'un 

corps  quelconque  terminé  par  la  surface  convexe  d'un  segment 
sphérique  dont  le  rajon  est  b ,  sur  une  colonne  fluide  extérieure 
et  perpendiculaire  à  cette  surface. 

TT 

Dans  l'expression  K  —  -r,  K  représente  l'action  d'un  corps  ter- 
miné par  une  surface  plane  ;  car  alors  b  étant  infini ,  le  terme  -r 

disparaît  ;  ce  dernier  terme  exprime  donc  l'action  du  ménisque 
MIOKN  ÇJig-  i)  ,  différence  du  segment  sphérique  au  solide 
terminé  par  un  plan  tangent,  pour  soulever  la  colonne  OZ  ;  ainsi 
cette  action  est  réciproque  au  rayon  b  de  la  surface  MON  supposée 
sphérique. 

On  peut  observer  ici  que  la  fonction  K  est  analogue  à  celle 
que  j'ai  désignée  par  la  même  lettre,  dans  la  théorie  des  réfractions 
astronomiques  exposée  dans  le  dixième  livre. 

2.  Il  est  facile  de  conclure  de  ce  qui  précède,  l'action  d'une 
sphère  sur  une  colonne  fluide  intérieure  infiniment  étroite  et  per- 
pendiculaire à  sa  surface.  Concevons  deux  sphères  égales ,  MON 
et  POQ  (Jîg.  2  )  ,  en  contact  au  point  O.  Soit  IOK  un  plan 
tangent  à  ces  deux  sphères  ,  et  OS  la  colonne  fluide.  Le  point  q 
du  ménisque  inférieur  IOQPK  agira  sur  la  colonne  OS  pour 
la  soulever.  En  effet ,  si  l'on  forme  le  triangle  isocèle  Oqr  ,  il  est 
visible  que  les  actions  du  point  q  sur  la  partie  Or  de  la  colonne, 
se  détruisent  mutuellement  ;  mais  par  son  action  sur  rS  ,  il  tend  à 
soulever  le  fluide ,  de  la  même  manière  qu'un  point  q'  sembla- 
blement  placé  dans  le  ménisque  supérieur  IOMNK.  Les  deux 
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ménisques  agissent  donc  avec  la  même  force  ,  pour  soulever  le 
fluide  de  la  colonne  :  or  on  a  vu  dans  le  n°  précédent,  que  l'action 

du  ménisque   supérieur  ,   pour  cet  objet  ,   est  -r;  cette  quantité 

exprime  donc  pareillement  l'action  du  ménisque  inférieur. 

Maintenant ,  l'action  d'une  masse  indéfinie  supérieure  à  OS , 
et  terminée  par  le  plan  IOK,  est  la  même  sur  la  colonne  OS ,  que 
celle  d'une  masse  inférieure  terminée  par  le  même  plan  ;  car  un 
point  quelconque  r  de  cette  colonne  est  également  attiré  par  les 
deux  masses,  mais  dans  des  directions  contraires,  puisqu'il  est 
en  équilibre  au  milieu  de  ces  attractions.  Ainsi  K  exprimant , 
par  le  numéro  précédent,  l'action  de  la  masse  supérieure  sur  la 
colonne  OS ,  il  exprimera  aussi  l'action  de  la  masse  inférieure 
sur  cette  colonne,  de  baut  en  bas;  or  cette  action  est  composée 
de  deux  parties,  savoir,  de  celle  de  la  sphère  QOP ,  et  de  l'action 
du  ménisque  IOQPK;  en  nommant  donc  S  l'action  de  la  sphère, 
et  en  observant  que  le  ménisque  attire  la  colonne  de  bas  en  haut, 

et  que  son  action  sur  elle  est  -r,  on  aura 
partant 

S  =**%■• 

d'où  il  suit  que  l'action  d'un  corps  terminé  par  une  portion  sen- 
sible de  surface  sphérique ,  sur  une  colonne  fluide  placée  dans 
son  intérieur  et  perpendiculaire  au  milieu  de  cette  surface  ,  est 

représentée  par  K  -\--r- 

Si  la  surface  du  corps,   au  lieu  d'être  convexe,  est  concave, 

comme  dans  la  jfig.  i;   alors  l'action  de  la  masse  MEFN  sur  le 

ri- 
canai OZ  sera,   comme  on  vient  de  le  voir,    égale    à   K —  -r  ; 

ainsi  l'action  d'un  corps  terminé  par  une  portion  sensible  de  sur- 

rr 

face  sphérique  sera  K  =b  -r-,  le  signe  -f-  ayant  lieu  si  la  surface 
est  convexe,  et  le  signe  — ,  si  elle  est  concave. 

3.  On  peut  maintenant  déterminer   généralement  l'action  d'un 
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corps  terminé  par  une  surface  courbe,  sur  une  colonne  fluide  in- 
térieure renfermée  dans  un  canal  infiniment  étroit  perpendicu- 
laire à  un  point  quelconque  de  cette  surface.  Si  l'on  conçoit  par 
ce  point,  un  ellipsoïde  osculateur;  l'action  de  cet  ellipsoïde  sera 
la  même  à  très-peu-près,  que  celle  du  solide,  puisque  cette  action 
étant  supposée  ne  s'étendre  sensiblement  qu'à  des  distances  insen- 
sibles, le  ménisque  différence  du  solide  et  de  l'ellipsoïde  n'a  point 
d'action  sensible  sur  la  colonne ,  aux  points  où  ces  deux  corps 
s'écartent  sensiblement  l'un  de  l'autre.  On  a  vu  dans  le  n°  i,  que 
l'action  du  ménisque  qui  fait  la  différence  de  la  sphère  au  solide. 

terminé  par  un  plan  tangent,   est  -y-,  et  qu'elle  est,  relativement 

à  l'action  K  de  ce  solide,  de  l'ordre  r,  z   étant  égal  ou  moindre 

que  le  rayon  de  la  sphère  d'action  sensible  d,u  corps.  Il  est  aisé 
de  voir  que,  par  la  même  raison,  l'action  du  ménisque  diffé- 
rence de   l'ellipsoïde  osculateur    au    corps  ,    sera  par  rapport   à 

H  z 

l'action  -r,  de  l'ordre  r,  et  parconséquent,   qu'elle  peut  être  né- 

TT 

gligée  relativement  à  -r.  Déterminons  donc  l'action  de  l'ellipsoïde 

osculateur  sur  la  colonne.  Un  des  axes  de  cet  ellipsoïde  est  dans 
la  direction  même  de  la  colonne  :  nommons  cet  axe  ia.  Si  l'on 
fait  passer  deux  plans ,  par  cet  axe  et  par  les  deux  autres  axes 
de  l'ellipsoïde;  leurs  sections  donneront  deux  ellipses  qui  auront 
chacune  ,  23  pour  un  de  leurs  axes.  Nommons  2cl  et  2a"  les  deux 
autres    axes.     Le  rayon    osculateur    de  la    première    ellipse ,   au 

point  de  contact  du  corps  et  de  l'ellipsoïde,   sera  — ,  et  celui  de 

"a. 

la  seconde,    au  même   point,  sera  — .  Nommons  b  et  b'  ces  deux 

rayons  osculateurs.  Si  par  le  même  point  de  contact  et  par  l'axe  2a, 
on  fait  passer  un  plan  qui  forme  l'angle  6  avec  le  plan  qui  passe 
par  les  deux  axes  2a  et  2a  ;  la  section  de  l'ellipsoïde  par  ce  nou- 
veau plan,  sera  une  ellipse  dont  za  sera  un  des  axes,  et  dont 
l'autre  axe  que  nous  désignerons  par  A ,    sera  tel  que 


A'a.sin*.e4-a"\cos2.6' 

Le 
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Le  rayon  osculateur  de  cette  ellipse ,  au  point  de  contact,  est  — ; 
en  nommant  donc  B  ce  rayon ,  on  aura 

■^  =  a.  |4,^-sin3.G  +  4:.cos2.9|  =  ^,sina.0  -f-^  cos*.  9. 

L'action  d'une  portion  infiniment  petite  de  l'ellipsoïde  formée  par 
le  plan  qui  passe  par  les  axes  2a  et  zA,  et  par  un  autre  plan  fai- 
sant avec  le  premier,  l'angle  dQ ,  et  passant  par  l'axe  2a ,  cette 
action,  dis-je,  est  à  très-peu-près  la  même  que  celle  d'une  por- 
tion semblable  d'une  sphère  dont  le  rayon  serait  2?;  ainsi  l'action 

TT 

de  cette  sphère  étant,  par  ce  qui  précède,  K-\--^,   celle   de  la 

portion  infiniment  petite  dont  il  s'agit,  sera  —  .dQ.  1  K  -f-  -e  [  -, 
l'action  entière  de  l'ellipsoïde  sur  le  canal,   sera  donc 

~  .f(&  .  {#  +  j.  cos2. 0  +  y  .  sin*.  0J  ; 

l'intégrale  devant  être  prise  depuis  0=o  jusqu'à  G  =  27fj  ce  qui 
donne  pour  cette  action 

K+^H-W  +  i}- 

Si  la  surface  est  concave,  il  faut  supposer  b  et  b'  négatifs.  Si  elle 
est  en  partie  concave  et  en  partie  convexe ,  comme  la  gorge  d'une 
poulie;  il  faut  supposer  positif,  le  rayon  osculateur  relatif  à  la  par- 
tie convexe;  et  négatif,  celui  qui  appartient  à  la  partie  concave. 
En  nommant  B  et  B'  les  rayons  osculateurs  des  sections  de  la 
surface  du  corps  par  deux  plans  qui  forment  entre  eux  un  angle 
droit;  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

^  =  |7-sina.â-|-i.cos\â5 
d'où  l'on  conclut  en  changeant  6  en  -  +  8 ,  ce  qui  change  B  en  B', 
~  =  ~ .  cos3.  0  +  r  •  sin\  0  ; 


partant; 


1  _i_J_  — i_i_-L 
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L'action  précédente  peut  donc  encore  être  mise  sous  cette  forme  , 

c'est-à-dire  que  l'action  d'un  corps  de  figure  quelconque,  sur  le 
fluide  renfermé  dans  un  canal  infiniment  étroit,  perpendiculaire  à 
nn  point  quelconque  de  sa  surface,  est  égale  à  la  demi-somme 
des  actions  de  deux  sphères  qui  auraient  pour  rayons,  le  rayon 
oscillateur  d'une  section  quelconque  de  la  surface  par  un  plan 
mené  perpendiculairement  à  la  surface  par  ce  point,  et  le  rajon 
osculateur  de  la  section  formée  par  un  plan  perpendiculaire  au 
premier. 

4.  Déterminons  présentement  la  surface  de  l'eau  renfermée  dans 
un  tube  de  figure  quelconque.  On  peut,  comme  on  sait,  employer 
dans  cette  recherche,  ou  le  principe  de  l'équilibre  d'un  canal  cur- 
viligne aboutissant  par  ses  extrémités,  à  deux  points  de  la  sur- 
face*, ou  le  principe  de  la  perpendicularité  de  la  force  à  la  sur- 
face. Dans  la  question  présente ,  le  premier  de  ces  principes  a  un 
grand  avantage  sur  le  second,  en  ce  qu'il  n'exige  que  la  déter- 
mination des  deux  actions  K  et  —  .(r+  77),    et  même   la  seule 

détermination  de  la  seconde  action ,  la  première  K  disparaissant 
de  l'équation  à  la  surface,  comme  on  le  verra  bientôt.  Quoique 
la  force  qui  produit  cette  seconde  action,  soit,  à  la  surface,  in- 
comparablement plus  puissante  que  la  pesanteur  •,  cependant ,  cette 
force  n'agissant  que  dans  un  intervalle  insensible ,  son  action  sur 
une  colonne  fluide  d'une  longueur  sensible,  est  comparable  à  l'ac- 
tion de  la  pesanteur  sur  cette  colonne.  Mais  si  l'on  voulait  faire 
usage  du  principe  de  la  perpendicularité  de  la  résultante  de 
toutes  les  forces,  à  la  surface r,  il  faudrait  considérer,  non-seule- 
ment les  forces  qui  produisent  les  actions  K  et  —  .  (■?  -f-  —) ,  forces 

qui  doivent  être  perpendiculaires  à  cette  surface ,  mais  encore  la 
pesanteur,  et  la  force  qui  résulte  de  l'attraction  du  ménisque 
différence  de  l'ellipsoïde  osculateur  et  du  corps:,  car  quoiqu'il  n'en 
résulte  qu'une  action  insensible  sur  une  colonne  fluide,  parceque 
cette  force  n'agit  sensiblement  que  dans  un  intervalle  insensible, 
cependant  elle  est  du  même  ordre  que  la  pesanteur.  La  difficulté 
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d'évaluer  toutes  ces  forces  et  leurs  directions,  rend  donc  ici  le  prin- 
cipe de  l'équilibre  des  canaux ,  beaucoup  plus  commode. 

Soit  donc  O  (Jig*  3)  le  point  le  plus  bas  de  la  surface  AOB 
de  l'eau  renfermée  dans  un  tube.  Nommons  z  la  coordonnée  ver- 
ticale OM;  x  et  y,  les  deux  coordonnées  horizontales  d'un  point 
quelconque  N  de  la  surface.  Soient  R  et  R  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  des  rajons  oscillateurs  de  la  surface  à  ce  point. 

R  et  R'  seront  les  deux  racines  de  l'équation 
R. .  Çrts*)  _fl .  i/h^H3 .  { (1  +<f  ) .  r-apqs  +  (i+p») .  t }  +  (i  +f+q*y=  o, 

équation  dans  laquelle 

/dz\  / dz\ 

P  —  \di)'3     Ç==\dy)'' 

_  /ddz\  /   ddz  \  /ddz\ 

r  —  \d^)>  s  —  \dld})>    t  —  \df)- 
On  aura  donc 

1      ,      1   _(i+q*).r—  zpqs+ji  +  p^.t 
n  "T  R'  —  3 

(.i+P'  +  f)* 

Cela  posé,  si  l'on  conçoit  un  canal  quelconque  infiniment  étroit 
NSO;  on  doit  avoir,  par  la  loi  de  l'équilibre  du  fluide  renfermé 
dans  ce  canal, 

b  et  V  étant  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rajons  oscillateurs 
de  la  surface  au  point  O,  et  g  étant  la  pesanteur.  En  effet, 
l'action  du  fluide  sur  le  canal,  au  point  N,  est  par  ce  qui  pré- 
cède, K .  {d--t"tï7};  et  de  plus,  la  hauteur  du  point  N  au- 
dessus  du  point  O  est  z.  L'équation  précédente  donne,  en  y  sub- 
stituant pour  77  -f-  o?  ^  sa  valeur, 

(1  -fq°).r—  ggg£-Ki  +p*).t        zgz 1         1  .m  ,. 

3  H  ~~  b~l~  b'  >  *>  > 

cette  équation  est  aux  différences  partielles  du  second   ordre  :  en 

C  2 
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l'intégrant,  on  aura  deux  fonctions  arbitraires  que  l'on  détermi- 
nera par  l'équation  de  la  surface  des  parois  du  tube  dans  lequel 
le  fluide  est  renfermé,  et  par  l'inclinaison  des  plans  extrêmes  de 
la  surface  du  fluide  ;  inclinaison  qui,  comme  on  l'a  vu,  doit 
être  la  même  pour  tous  ces  plans. 

Lorsque  la  surface  est  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z;  l'équa- 
tion précédente  se  réduit  aux  différences  ordinaires.  En  effet 
z  devient  alors  une  fonction  de  \/x*-\-y*.  Soit  u  =  \Zx*-\-y*  ; 
on  aura 

(dz\ x     dz  _     /ddz\ x*      ddz        y2     dz 
dxj  ~~~  u  '  du}    \dx*  )  ~~~  u*  '  du*     '    u3  '  du' 

(ddz  \ xy     ddz        xy     dz 
dxdy  )        u*   '  du?         u?   'du' 

(dz\ y     dz  _    /ddz\ y2     ddz        .r2     dz 
dy)        u  '  dû  >   \dy)        û*  '  dû?  ~^"û?  '  dû.' 

L'équation  précédente  devient  ainsi 

ddz 


'  + 


1     ^z     (    _l_  ^  \ 
u'~dû'\    ~*~dûF  ) 


du*       il'  diï'\         du*  /        zgz 2 

I  "~ff — I) 

dz- 


(b) 


fe  +  £) 


car  au  point  O,  b  est  égal  à  b' ,  lorsque  la  surface  est  de  révo- 
lution. Dans  le  cas  où  la  surface  est  une  couronne  circulaire , 

b  et  b'  étant  inégaux,  t  exprime  alors  la  somme  des  deux  frac- 

tions  qui ,  ayant  l'unité  pour  numérateur,  ont  pour  dénominateurs 
le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  osculateurs ,  au  point 
le  plus  bas  de  la  surface.  On  peut  observer  encore  que  dans  l'équa- 

ddz 

du*  1 

tion  (b)  le  terme  1  représente  ■=■,  R  étant  le  rayon  oscu- 

lateur  de  la  section    de  la  surface  par  un  plan  passant  par  l'axe 

i    dz 

de  révolution.   Le  terme  .  représente  -57,  il' étant l'aur 

g     /  dz*        r  « 

V  1+^ 
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tre  rayon  de  courbure  :  ce  rayon  est  égal  à  la  perpendiculaire  à  la 
surface,  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'axe  de  révolution. 


Soit  jj=  a  ;  on  aura  en  intégrant, 

C  11? 

2A  .  jzudu  =  -T-+  constante. 


H 

dz 

'  du. 


1/'+^ 


En  faisant  commencer  l'intégrale  Jzudu,  avec   u,   la   constante 
sera  nulle.  Soit 

u'  =  u  H .  fzudu  ; 

l'équation  précédente   donnera 

3  u'du 

V/èa—  u'2-' 

Dans  le  cas  de  a.  nul,  on  a  ur=u;  ce  qui  donne 


et  parconséquent 

La  différentielle  du  second  membre  de  cette  équation  est 

Si  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  a.*;  on  peut  changer  «  en  u' 
dans  cette  fonction  différentielle.  On  aura  ainsi  en  différentiant 
l'expression  précédente  de  u', 


sub 


du  =  du'.(i'—a.b')+^.du'.{(b*+2tf*).  \/b*  —  u'*  —  b3}; 
ce  qui  donne 
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Soit  &'=#,sin.âj  on   aura 

ce  qui  donne  en  intégrant 

?  =  (i  —  a£s).(i  —  cos.6)H-^-.(i™  cos.2G)-f--^-.log.cos.-|  8. 

En  nommant  /  le  demi-diamètre  du  tube ,  et  observant  que  ce 
demi-diamètre  est  à  très-peu-près  égal  à  la  valeur  extrême  de  u, 
parceque  les  plans  extrêmes  de  la  surface  du  segment  que  nous 
considérons,  ne  sont,  comme  on  l'a  vu,  éloignés  du  tube,  que 
d'une  quantité  imperceptible  3  on  aura  pour  la  valeur  extrême 
de  u', 

u' '  =  l-^-afrl—^a.  .-r-r-f  *  -T*  cos3.6'> 

6'  étant  ici  la  valeur  extrême  de  9,  valeur  qui  est  le  complément 
de  l'angle  que  les  côtés  extrêmes  de  la  courbe  jdOB  forment  avec 
les  parois  du  tube.   On  a  ensuite  pour  la  valeur  extrême  de  u't 

u'  -=.b  .  sin.  9'  ; 

en  comparant  ces  deux  valeurs  de  u%  on  aura 


/        ,      ahH         j      a. M       ,    ,    *.frt.cos'.6' 
sin.  0' 


c  —  „;„  ./-rsin.0'        3'/.sin.e'T"3-     /,gin,b' 


ou  à  très-peu-près, 

—  sînT  6'  T*  sin-*.  6'        3  '  sin5.  b'  *+"  T  '      siu5J'      » 

ee  qui  donne  pour  la  valeur  extrême  de  z, 

,  „    (  .      /2.(i— cos3.  £'))     ,      S**3       .      4*-^      1  ,» 

0  *       l         3  sin4.  Ô'         J       3. sin.  6        3. sur. 8       ° 

et 

1  "      sin.  (,'     (  et.l*       (  ,_    (1—  cos3J')\l 

b~~~~r-V  -~sm\b"\l        3"        sin*.8'        ))> 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  expressions  de  z  et  de  r  ont  en» 
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eore  lieu,  lorsque  la  surface  du  fluide  est  convexe*,  seulement, 
les  z  doivent  alors  être  comptés  de  haut  en  bas,  depuis  le  point 
le  plus  élevé  de  la  surface. 

5.  Considérons  présentement  le  tube  capillaire  MNFE  (Jîg.  i). 
L'action  du  ménisque  MIOKN  pour  soulever  le   fluide  du  ca- 

nal  OZ  est ,  par  le  n°  i  ,  égale  à  -r.  Si  l'on  nomme  q  l'éléva- 
tion du  point  O  au-dessus  du  niveau  du  fluide  du  vase  ABCD; 
on  aura,  par  le  même  numéro,  -r  =  gq;    en    substituant    donc 

pour  r ,  sa  valeur  trouvée  dans  le  numéro  précédent ,  on  aura 
à  très-peu-près , 

g.sin.E'      r  _*P_    (  (i-co»».y)\]  . 

I— "        gl        '{  sina.(/'V         3"         sin\b'        Jf' 

Pour  déterminer  a,  nous  observerons  que  a=|L  et  que  l'on  a 

,    .   ,  ,  H.sin.V  .   j 

a  tres-peu-pres  q  = -, — ,  ce  qui  donne 


ëi 


et  parconséquent 

H.sm.V 


sin.  S' 


9  = 


# 


—  est  une  quantité  constante,  quel  que  soit  le  demi-diamètre  / 
du  tube  j  et  G'  est,  comme  on  l'a  vu,  une  quantité  indépendante 
de  ce  demi-diamètre:  de  plus,  si  /  est  très-petit,  la  fraction  - 
peut  être  négligée  vis-à-vis  de  l'unité  ;  on  aura  donc  à  très-peu-près 

H    sin.  fl' constante 

9  —  'g~'~i~'—       H      » 

c'est-à-dire  que  l'élévation  du  fluide  est  à  très-peu-près  réciproque 
au   diamètre    du  tube,  conformément  à  l'expérience. 

Pour  juger  de  l'approximation  que  l'on   obtient    en  supposant 
q  =  —  .  —4—,  supposons  6'  égal  au  quart  de  la  circonférence,  ce  qui 

a 
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paraît  avoir  lieu  pour  l'eau  dans  un  tube  capillaire  de  verre  ;  le 

terme  que  Ton  néglige  alors,  est  — ^,  ou  —  q.r?-.  En  supposant 

/égal  à  un  millimètre,  ou  le  diamètre  du  tube  égal  à  deux  mil- 
limètres ;  on  a  par  l'observation ,  comme  on  le  verra  dans  la 
suite,  relativement  à  l'eau  dans  un  tube  de  verre,  q—  6mi";,,784; 

la  fraction  s-  devient  donc   alors  — ~—  ;  elle  peut  donc  être  né- 
3q  20,35a  '  r 

gligée  relativement  à  l'unité.  Dans  les  tubes  plus  étroits,  cette 
fraction  diminue  en  raison  du  carré  de  /;  car  q  augmente  en 
raison  réciproque  de  /.  On  voit  ainsi  que  dans  les  tubes  capil- 
laires,  on  peut  supposer  sans  erreur  sensible, 

constante 
Ç  = Tl » 


ou  la  hauteur  du  fluide  au-dessus  du  niveau,  en  raison  inverse 
du  diamètre  du  tube. 

Si  la  surface  du  fluide  intérieur  est  convexe  ;  en  concevant, 
comme  précédemment,  par  l'axe  du  tube,  un  canal  infiniment 
étroit  qui,  se  recourbant  au-dessous  du  tube,  aille  aboutir  à  la 
surface  du  fluide  contenu  dans  le  vase;  l'action  du  fluide  du  tube 

sur  le  canal  intérieur  sera,  par  le  n°  i,  égale  à  K-\--r.  L'action 

du  fluide  du  vase,  sur  la  branche  extérieure  du  canal,  sera  égale 
à  K.  Mais  si  l'on  nomme  q  l'élévation  du  fluide  extérieur,  au- 
dessus  du  fluide  de  la  branche  intérieure  du  canal,  il  faudra  ajou- 
ter à  l'action  K,  le  poids  gq;  on  aura  donc  par  la  condition 
de  l'équilibre   du  fluide  renfermé  dans  le  canal, 


ce  qui  donne 


K+gq  =  K  +  $; 


__     H 


et  parconséquent 

V  —  g'~l      'V        q  .  sin.  6'  *  V        T*  sm\ô'.        )}' 

D'où  il  suit  que  dans  les  tubes  très-étroits,   la  dépression  q  du 

fluide 
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fluide  intérieur  du  tube  ,  au-dessous  du  niveau  du  fluide  extérieur, 
est  réciproque  au  diamètre  2/  du  tube,  ce  que  l'expérience  in- 
dique encore. 

Si  le  tube  est  incliné  à  l'horizon,  la  surface  du  fluide  qu'il 
renferme  sera  à  très-peu-près  la  même  que  si  le  tube  était  verti- 
cal; elle  sera,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  à  fort  peu-près  celle  d'un 
segment  sphérique  dont  l'axe  est  celui  du  tube  ;  parceque  l'action 
de  la  pesanteur  ne  fait  qu'introduire  dans  les  résultats  du  calcul, 
des  termes  multipliés  par  a.;  et  l'on  vient  de  voir  que  relativement 
aux  tubes  très-étroits,  ces  termes  peuvent  être  négligés.  En  nom- 
mant donc  q  la  hauteur  verticale  du  fluide  au-dessus  du  niveau, 
ou  sa  dépression  au-dessous,  on  aura  toujours 

H    sin.6' 

ce  qui  est  conforme  à  l'expérience. 

6.  On  peut  étendre  l'analyse  précédente  au  cas  où  un  tube  cy- 
lindrique serait  traversé  par  un  cylindre  de  même  matière,  et  qui 
aurait  le  même  axe  que  le  tube.  Le  fluide  s'élèverait  dans  l'es- 
pace compris  entre  les  parois  intérieures  du  tube  et  la  surface  du 
cylindre  ;  et  si  cet  espace  est  capillaire ,  on  déterminera  ainsi  l'équa- 
tion de  la  surface  du  fluide  qu'il  renferme. 

Reprenons  l'équation  différentielle  (b)  du  n°  4-  Le  terme  7  de 

son  second  membre  exprime  ici  la  somme  de  deux  fractions  qui 
ont  chacune  l'unité  pour  numérateur,  et  pour  dénominateurs,  le 
plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  osculateurs  dé  la  surface 
du  fluide,  au  point  le  plus  bas  d'où  l'on  compte  les  z.  Cette  équa- 
tion donne  en  l'intégrant 

dz 

du  C       7  u 


1/ 


dz? 
1+d^ 


/*  u" 

zudu  =  -r  -f-  constante. 


/ 
Pour  déterminer  la  constante,  nous  observerons  qu'au  point  où 
le   fluide  touche  la  surface  du  cylindre,  on  a 

suppl.  liv.  x.  D 


• 


26  MÉCANIQUE    CELESTE, 

—  sin.ô'. 


dz 
du 


V 


,    dz* 
1+dï 


Je  donne  à  sin.  6'  le  signe  — ,  parcequ'à  ce  point ,   -y-  est    une 

quantité  négative.  En  faisant  donc  commencer  l'intégrale  fzudu 
à  ce  point,  et  nommant  /,  le  rayon  du  cylindre  ,  ou  la  valeur 
de  u,  à  ce  même  point  ;  on  aura 

constante  =  —  / .  sin.  Ô'  —  -r , 
ce  qui  donne 

dz 

-p —  —  2a..  I zudu=.u—r — ■ —  /.  sin. 6'. 

Supposons  d'abord  *  nul,  et  nommons  /'  le  rayon  du  creux  du 
tube}  i  sera  la  valeur  de  u  au  point  où  le  fluide  touche  les 
parois  du  tube.  A  ce  point ,  ona 


dz 
du 


l^.+* 


=  sin.  6' 3 


du* 

on  a  donc  à  ce  point 


/.sin. 6'= — r /.  sin.ô'j 


ce  qui  donne 

i sin.  6' 

Cela  posé ,  on  aura 

dz 


|/ 


du  (u1  —  W)       .      t\i 


dz*  ~~         l'—t 


1+dlï 
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d'où  l'on  tire 

, (ua— //')  ■  du.  sin.T 

z      \/  (/'  —  iy.  u*—(u?  —  iïy.  sin2.?  ' 

équation  dont  l'intégrale  dépend  de  la  rectification  des  sections 
coniques. 

et  n'étant  plus  supposé  nul ,  on  a 

1 sin  (/  2*  t     J 

ï—J^r~ {t—t).{i+i)  •Jzuctu> 

l'intégrale  fzudu  étant  prise  depuis  u  =  l  jusqu'à  u  —  lf.  On  a 

Jzudu  z=.\i?z  —  |  .fifdz. 

Si  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  et,  l'expression  précédente 
de  dz,  substituée  dans  le  second  membre  de  cette  équation, 
donnera 

,.     ,        ,         r         (u1—  W). du.  sm.è'  ,     r        (u*—lU).u*du.sm.V 

J   ]/(_£-  l)\u*—(u*—ll'y.smx.t,'         J  V^— Cy.if-iif— ll'y. sm\u" 

et  parconséquent  on  aura,  aux  quantités  près  de  l'ordre  et* , 

l_sin.6'    (  au*       r  (u*—Il').du et  f         (u*— il')  .u*du  1 

b~7^ï'  1 1— o+f)  J  y/lr-t)\u*-çu*-iey.am: o'    C+O  J  ~\/Ti-iy.u*-(u*-ii!y.ûtf*' J ' 

les  intégrales  étant  prises  depuis  u=l  jusqu'à  u  =  l'.  Ces  inté- 
grales ne  peuvent  être  déterminées  que  par  approximation;  mais 
il  nous  suffira  d'observer  ici  que  a.  étant  fort  petit,  lorsque  l'es- 
pace compris  entre  les  parois  du  tube  et  le  cylindre  est  très-étroit  ; 
on  peut ,  sans  erreur  sensible ,  négliger  les  termes  multipliés  par  a, 
comme  on  a  vu  dans  le  n°  5  que  cela  pouvait  se  faire  dans  un 
tube  très-étroit.  On  aura  alors  à  très-peu-près 

i         sin.  6' 


b— 1'~  e 

7.  Imaginons  maintenant  par  le  point  le  plus  bas  de  Ja  surface 
du  fluide  compris  dans  l'espace  capillaire,  un  canal  infiniment 
étroit  parallèle  à  l'axe  du  tube,  et  qui  en  se  recourbant  au- 
dessous  du  tube ,  aille  aboutir  à  la  surface  du  fluide  contenu  dans 

1)2 
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Je  vase  dans  lequel  le  tube  est  plongé.  L'action  du  fluide  inté- 
rieur sur  ce  canal ,  sera   K  —  -r  ;    car  'j-  étant,  par  ce  qui  précède, 

la  somme  de  deux  fractions  qui  ont  pour  numérateur  l'unité ,  et 
pour  dénominateurs  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  oscu- 
lateurs  de  la  surface  au  point  le  plus  bas-,  l'action  du  fluide  inté- 
rieur sera,  par  le  théorème  du  n°  3,  K —  \.H.-r.  Cette  action 
sera  donc,  par  le  n°  précédent, 

'.ff.sin.fi' 


K  — 


ï  —  l 


Si  l'on  nomme  q'  l'élévation  du  fluide  dans  la  branche  intérieure 
du  canal,  au-dessus  du  niveau  du  fluide  du  vase;  en  ajoutant 
gq'  à  l'action  précédente,  la  somme  doit  faire  équilibre  à  l'ac- 
tion K  du  fluide  du  vase  sur  le  canal  ;  on  aura  donc 

^              ,       ff.sin.  if         v 
K+gq Flrr=^J 

ce  qui  donne 

,       H     sin.  A' 

Par  le  n°  5,  l'élévation  du  fluide  au-dessus  de  son  niveau,  dans 
un  tube  dont  le  rayon  est  /'  —  /,  est  égale  à  cette  valeur  de  q'  ; 
le  fluide  s'élève  donc  dans  l'espace  capillaire,  comme  dans  un 
tube  dont  le  rayon  est  égal  à  la  largeur  de  cet  espace. 

Si  la  surface  du  fluide  est  convexe  ;  l'expression  précédente  de  q' 
est  alors  celle  de  la  dépression  du  fluide  au-dessous  du  niveau , 
et  le  fluide  s'abaisse  dans  l'espace  capillaire,  comme  dans  un 
tube  dont  le  rayon  est  égal  à  la  largeur  de  cet  espace. 

En  supposant  infinis,  les  rayons  du  tube  et  du  cylindre,  on 
aura  le  cas  de  deux  plans  verticaux  et  parallèles  très-proches  l'un 
de  l'autre;  le  théorème  précédent  a  donc  encore  lieu  dans  ce  cas 
que  nous  allons  traiter  par  une  analyse  particulière. 

8.  AOB  (Jïg.  5)  étant  la  section  de  la  surface  du  fluide  compris 
entre  les  deux  plans  ,  par  un  plan  vertical  qui  leur  soit  perpendicu- 
laire; si  l'on  nomme  NM,  y,  z  sera  fonction  dey  seul.  De  plus, 
b  et  b'  étant  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  osculateur  de  la 


SUPPLEMENT    AU    X*    LIVRE.  2g 

surface  du  fluide  au  point  O  le  plus  bas;  b  sera  infini,  et  b'  sera, 
le  rajon  oscillateur  de  la  courbe  AOB ,  au  point  O.  On  aura 
ainsi  dans  l'équation  (a)  aux  différences  partielles  du  n°  4  > 

r  =  o;     s  =  o;     p  =  o;     q  =  d^-     |-=  o  : 
cette  équation  devient  parconséquent 

dy>  i 


(1+#) 


en  la  multipliant  par  dz  et  l'intégrant,  on  aura 


\/. 


_ —  ccz*  =  T7-f-  constante. 

dz1  o 


dz 

Au  point  O,  -^=o;  donc  constante  =  —  i,  et  parconséquent 

1  ,  .         b'-z 

=  -f-  O.Z*  =  ■ 


vT 


-dz7^  —      y 


Soit 


on  aura 


1  +  ^ 


Z  ==  — azk  ; 


T  Z  .dz 


y/i—Z* 

Cette  équation  est  celle  de  la  courbe  élastique  :  cela  doit  être,  parce- 
qu'ici  comme  dans  la  courbe  élastique,  la  force  qui  dépend  de  la 
courbure ,  est  réciproque  au  rajon  osculateur.  Au  point  A  le  plus 

élevé  de  la  courbe  AN ,  ona-r  =tang.  S',  G'  étant  comme  ci-dessus 

y 
le  complément  de  l'angle  que  le  côté  extrême  de  la  courbe  fait  avec 

le  plan  ;  on  a  donc  à  ce  point 

Z  =  cos.  S'; 
ce   qui  donne  pour  déterminer  la  valeur  extrême  de  z, 

O   Z  ru 

—n az2  =  cos.  V  , 
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ou 

1 


7  + 


V 


Si  les  deux  plans  sont  à  une  distance  infinie  l'un  de  l'autre;  b'  est 
infini,  et  l'on  a 

2.sin.  \  8' 
z  S 


On  a  parle  n°  4,  |ï—a:  d'ailleurs  dans  un  tube  capillaire  dont  le 
demi-diamètre  est  l,  on  a  77  =  — 7 — ,  q  étant  la  hauteur  à  la- 
quelle le  fluide  s'élève  dans  ce  tube ,  au-dessus  du  niveau  j  on 
a  donc 

z=  vV,tang.-|F. 

En  supposant  G'  égal  à  un  angle  droit,  comme  cela  paraît  avoir 
lieu  pour  l'eau  relativement  au  verre  •,  /  étant  un  millimètre  ,  on 
a  q  =='6*7784 »  ce  qui  donne  pour  la  hauteur  à  laquelle  l'eau  est 
soulevée  par  un  plan  de  verre  plongeant  verticalement  dans  un 
vase  rempli  de  ce  fluide,  2mi,6o5G.  L'expérience  doit  donner  cette 
hauteur  un  peu  plus  petite  -,  pareeque  le  point  que  nous  prenons 
pour  l'origine  de  la  courbe,  ne  pouvant  être  sensible  que  par  son 
écart  des  parois  du  tube ,.  il  doit  être  un  peu  au-dessous  du  point  A, 
On  doit  observer  que  nous  entendons  toujours  par  le  point  A  ex- 
trême, le  point  le  plus  près  du  tube,  situé  hors  de  sa  sphère  d'ac- 
tivité sensible,  et  qui  étant  à  une  distance  insensible  du  tube  , 
peut   être   censé   le  toucher. 

Dans  le  cas  d'une  distance  infinie  des  deux  plans,  l'équation 
différentielle  de   la  courbe  devient 

7  (  1  —  ctz*  )  .  dz 

dy  = 


1  .  \/  CL    .\/'J.  —  CVZ? 

Ainsi  dans  la  figure  4>  PQ  étant  la  ligne  de  niveau  du  fluide, 
Posera  z,  et  faisant  VN-=y>,  on  aura  dy'  — — dy;  l'équation 
différentielle  de  la  courbe  ANQ ,  que  le  fluide  forme  près  du 
plan  AP  sera  donc 

(.-«')■& 

Z.  V2*..  /l—  Ï*** 

équation  facilement  intégrable. 


ou 
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Si  la  distance  mutuelle  des  plans  est  très-petite  ;  l'équation 

—y «Z2  =  Z  , 

z  7         ub'*z* 

w—i  —  6 pr-, 


donne  par  la  formule  (p)  du  n°  21  du  second  livre, 

*  _  ï—Z—  ai'*  .(i-2)2H-2a^ .  (1—  ZJ  —  5*3b'6 .  (  1—  Zy-h etc. 

d'où  l'on  tire 

dz  =  —  VdZ.{\  —  a*#».(i— Z)-f-etc.  }; 

et  parconséquent 

jy  Ze?Z.{i— -2aè'\(i— Z)+etc.} 

T—  y/T=z*  '.       ' 

Soit  ^=cos.G;  on  aura 

^=</9.cos.G.{i  — 2*Z>,2.(i—  cos.0)-f  etc.}, 

d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

^  =  sin.  6  —  ab'* .  (2  .  sin.  0  —  ô  —  f  .  sin.  afl)  ; 

on  aura  donc,  en  supposant  que  la  valeur  extrême  de  y  est  /; 
que   celle  de  6  est  6',   et  que  l'on  a  parce  qui  précède,  a= — '-r-\ 

1- 


1         sin.  fl'      f  al  /  6'  ,  fiA  ) 

T7  = T—  .-Il : "  .  (  I : T, \  •  COS.  0    )  }  \ 

b  l         \.  o.sin.b'     \  2  sin.  6',        a  /  J  ' 


ainsi  /  étant  fort  petit  relativement  à  q }  lorsque  les  plans  sont 
très-rapprochés  ;  on  a  à  fort  peu-près 


i     _  sin.  6' 
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Dans   le  cas  de  8'  égal  à  un  angle  droit,  la  fraction 

(x LicosjA 

\  a.sin.  b         *  / 


g.  sin 
devient 


2_Z 

<7 


(i-?*)- 


Si  /  est  un  millimètre,  cette  fraction,  relativement  à  l'eau,  est 
égale  à  fi  1  .  .(i — f^')>  ou  r  „  »  elle  peut  donc  être  négligée 
vis-à-vis  de  l'unité. 

L'expression  précédente  de  77,  donne,  pour  l'élévation  q' du  fluide 
entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles  distans  l'un  de  l'autre  de  2/, 

,       H    sin.'Ê'      f               2/           /               8'  .,  ùf\) 

qz=—. j-  .  {  1 , 7.(1 : — - — \  COS.  9    H. 

'  g         s/         l  9  .  sin.  b       \  2  .  sin.  6'         2  /J 

C'est  encore  l'expression  de  la  dépression  du  fluide  au-dessous  de 
son  niveau,  entre  les  mêmes  plans,  lorsque  la  surface  intérieure 
du  fluide,  au  lieu  d'être  concave,  est  convexe;  et    dans   le  cas 

de  /  très-petit  ,   elle  se  réduit  à  très-peu-près  à  — 


2/    ' 

Si  les  deux  plans  parallèles,  au  lieu 'd'être  verticaux,  sont  in» 
clinés  à  l'horizon;  la  surface  du  fluide  intérieur ,  et  sa  position 
relativement  aux  plans  qui  le  renferment,  est  à  très-peu-près  la 
même  que  si  les  plans  sont  verticaux ,  comme  on  l'a  vu  dans  le 
n°  5,  relativement  aux  tubes  inclinés.  La  hauteur  verticale  du 
fluide  au-dessus  du  niveau  est  donc  la  même,  quelle  que  soitl'in^ 
clinaison  des  plans. 

g.  Considérons  maintenant  une  petite  colonne  de  fluide,  ren- 
fermée dans  un  tube  conique  capillaire,  ouvert  par  ses  deux 
extrémités.  Soit  ABCD  ce  tube,  et  MM'N'N  la  colonne  fluide 
ÇJig.  5).  Supposons  d'abord  l'axe  OE  du  tube,  horizontal,  O  étant 
le  sommet  du  cône  prolongé  par  la  pensée.  Supposons  de  plus, 
la  surface  du  fluide,  concave.  Il  est  visible  que  le  tube  étant 
plus  étroit  en  p  qu'en  p',  le  rayon  de  courbure  de  sa  surface  est 
plus  petit  dans  le  premier  point  que  dans  le  second.  En  nommant 
donc  b  et  U  ces  rayons,    l'action  du  fluide  en  p,    sur  un   canal 

infiniment 
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TT 

infiniment  étroit  pp'   sera  K —  t,  et     en  p'  cette  action    sera 

K — -p-,   ainsi  b'  étant  plus  grand  que  b  ,   cette  action  sera  plus 

grande  en  p'  qu'en  p ,  et  parconséquent  le  fluide  renfermé  dans 
le  canal  tendra  à  se  mouvoir  vers  le  sommet  O  du  cône.  Ce  se- 
rait le  contraire,  si  la  surface  du  fluide  était  convexe  ;    car  alors 

TT  TT 

ces  actions  seraient  respectivement  K-\--r  et  K-\--g  ;    l'action 

du  fluide  sur  le  canal  est  donc  alors  plus  grande  en  p  qu'en  p', 
et  parconséquent  le  fluide  tend  à  se  mouvoir  de  p  vers  p'. 

Déterminons  les  rayons  de  courbure  b  et  b' .  Soit  Oç  =  a , 
q  étant  le  milieu  de  pp' .  Nommons  de  plus,  2x,  la  largeur  pp' 
de  la  goutte,  et  <z*r  l'angle  très-petit  MOp.  Enfin  nommons  6'  le 
complément  de  l'inclinaison  du  côté  extrême  de  l'arc  pM ,  sur 
le  côté  OM  du  tube.  Il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  suppose  les 
courbes  MpN  et  M'p'N'  circulaires,  on  aura 

, (a —  a)  .  tang.  -b-  _    ,, (a  +  <*)  .  tang.  <ts 

sin.  é'-{- tang. -ar  '       "~—  sin.  b' —  tang.'ar  } 


ce  qui  donne 

H       H       H. sin. 


b         U  ~  ~  tang.  m 

-H  — -f--^r--r-etc- 


{S+ïr+°tc.} 


a 


Mais  si  en  élevant  le  point  A ,  on  incline  à  l'horizon,  l'axe  OE, 
d'un  angle  V\  le  poids  de  la  colonne  pp'  sera  2ga.. sin.  Vy  g  étant 
comme  ci-dessus,  la  pesanteur  :  lorsque  la  colonne  reste  suspendue 
en  équilibre  au  moyen  de  cette  inclinaison,  ce  poids  doit  balancer 

la  force  -r  —  -g,  avec  laquelle  elle  est  poussée  vers  O  par  l'attrac- 
tion du  fluide;  on  a  donc,  en  négligeant  les  termes  insensibles, 

,-r        H.s'm.  I'     2*    ,     zH 

aga. .  sin.  y  = .  —  -\ . 

°  tang.  -sr       a2  a 

Nommons  /  la  hauteur  à  laquelle  le  fluide  s'élèverait  dans  un  tube 
cylindrique  dont  le  demi-diamètre  intérieur  serait  rt.tang.  <sr,  ou 
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dont  le  diamètre  serait  celui  du  tube  conique  au  point  q;  on  aura  par 
le  n°  5  , 

7       H.  siri.fi' 


On  aura  donc 


a.tang.  <vs 


_._        1,1.  tans,  iff 
a         «t.sin.fl 


Le  terme      a"s'T  peut  être  mis  sous  la  forme  -  .    '    .  -'.,  :  il  sera 

«.5in.  b     L  a      et.sin.  a    ' 

très-petit  par  rapport  au  terme -,  si  #.  tang.^  est  fort  petit  rela- 
tivement à  a,  c'est-à-dire  si  la  longueur  de  la  petite  colonne  est 
beaucoup  plus  grande  que  la  largeur  du  cône  au  point  q.  Dans 
ce  cas,  on  a  à  fort  peu-près 

sin./-    =-. 
a 

l  étant  en  raison  inverse  de  a,  -  est  en  raison  inverse  de  a1  ;  et 

a  ' 

comme  V  est  un  angle  peu  considérable,  il  en  résulte  que  cet 
angle  est  alors  à -peu -près  réciproque  au  carré  de  la  distance 
du  milieu  de  la  goutte  au  sommet  du  cône. 

Le  terme  - — -— -,  est  dû  à  la  différence  des  nombres  de  degrés  que 

a. .  sin.  fa  D         ^ 

renferment  les  arcs  MpN  et  M'p'N' ,  et  cette  différence  vient  de 
ce  que  l'un  de  ces  arcs  tourne  sa  concavité,  et  l'autre  sa  convexité 
vers  le  sommet  O  du  cône.  Le  terme  dépendant  de  cette  différence 
peut  donc  être  négligé  sans  erreur  sensible,  lorsque  la  largeur  2  se 
de  la  colonne  est  beaucoup  plus  grande  que  son  épaisseur  ou  le 
diamètre  du  cône  au  point  q  ;  et  alors  on  peut  supposer  que  les 
deux  courbes  MpN  et  M'p'N'  sont  semblables. 

Nous  avons  supposé  les  deux  surfaces  de  la  colonne  fluide  , 
sphériques  :  mais  cette  supposition  n'est  pas  exacte ,  et  l'on  voit 
par  le  n°  4j    qu'à  raison  de  l'action  de  la  pesanteur  g ,  la  valeur 

de  r  sera  diminuée  d'un  petit  terme  de  la  forme  -r.Q.jj.b*;    Q 
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étant  un  coefficient  indépendant  de  b.  Pareillement  77  sera  dimi- 
nué du  terme  p  .  Q .  & .  b''  ;  la  différence  -y-  —  -g  sera  donc  aug- 
ment  de  Qg.(b  —  b)  ;  ou  a  tres-peu-pres  de  -^ : — : — gr-2 — •    La 

valeur  de  sin.  V  sera  donc  augmentée  du  terme  ^A — §— •    Sans 

déterminer  Ç,  on  voit  qu'il  doit  être  un  petit  nombre ,  et  il  y 
a   lieu  de  croire  qu'il  est  au-dessous  de  l'unité,    comme  dans 

l'expression  de  y  du  n°  4>  où  il  n'est  que  §-,  lorsque  G'  est  un  angle 

droit.  La  valeur  de  V  ne  sera  donc  augmentée  par  là,  que  d'un 
angle  très-petit  et  moindre  que  aîf  ;  ainsi  on  pourra ,  sans  erreur 
sensible,  négliger  cet  accroissement. 

io.  Considérons  de  la  même  manière,  une  goutte  de  fluide  entre 
deux  plans  qui  se  touchent  par  deux  de  leurs  bords  supposés  dans 
une  situation  horizontale.  Cette  goutte  prendra  entre  ces  plans  , 
une  forme  à-peu-près  circulaire  et  semblable  à  celle  d'une  poulie. 
Déterminons  d'abord  la  figure  qu'elle  prendrait  entre  deux  plans 
horizontaux ,  très-proches  l'un  de  l'autre.  Sa  surface  sera  celle 
d'un  solide  de  révolution  autour  d'un  axe  vertical  passant  par  son 
centre  de  gravité.  En  prenant  donc  ce  point  pour  l'origine  des 
ordonnées  verticales  z  ,  et  des  ordonnées  horizontales  zi;  on  aura 
par  le  n°4,  l'équation  différentielle  , 


ddz   .    î    /     .  dz' 

zgz  _ 


ddz       î    /        dz,2\ 

dïf~i~û\1~i~dls) 

3  -t"  H  —  y        {,, 


V+dï) 


b'  étant  le  rajon  de  la  circonférence  produite  par  la  section  de  la 
goutte,  par  un  plan  horizontal  mené  par  son  centre  de  gravite  j 
b  est  le  rajon  oscillateur  de  la  section  de  la  surface  de  la  goutte, 
par  un  plan  vertical  passant  par  son  centre  de  gravité  ,  au  point 

où  z  est  nul.  Je  donne  aux  deux  fractions^-  et  y,  deux  signes  con- 
traires ;  parceque  la  surface  est  concave  vers  le  centre  de  gravité , 

La 
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dans  le  sens  horizontal ,  et  convexe  vers  ce  point ,  dans  le  sens 
vertical. 

Si  l'on  néglige  l'action  de  la  pesanteur  g ,  comme  nous  l'avons 
fait  dans  le  n°  précédent;  l'équation  précédente  donnera  en  la 
multipliant  par  udu ,  et  en  l'intégrant , 

dz 
u  .  -=- 

du  u"    ,      u* 

=====  constante rH — u-i 

dz2  20     '      S.V 


\/ 


1  + 


du* 


Pour  déterminer  la  constante,  nous  observerons  que  z  étant  nul, 

dz  .    n :    . 

0n  a  dû  ln"m  >  et  u=  b  ;  on  aura  donc 


et  parconséquent 


,      .  b"-   .     V* 

constante  =  —r  H — -n- , 

20     '      20    * 


Soit 


on  aura 


dz 

u.  — 

du 

'        20 

+b- 

'2  +  u2 

\/;:+% 

20'       ' 

r-h'%~ 

u*          V 

aV 

U2 

C                    20 

"1  ' 

S 

&==.- 

U.du 

V/u2—  t/a 

L'intégrale  de  cette  équation  différentielle  dépend  de  la  rec- 
tification des  sections  coniques.  En  intégrant,  on  aura  z  en  fonc- 
tion de  u.  Soit  ih  la  distance  des  deux  plans  entre  lesquels  la 
goutte  est  comprise,  et  nommons  f  la  valeur  extrême  de  u,  h  étant 
la  valeur  extrême  de  z  ;  l'intégrale  précédente  donnera  h  en  fonc- 
tion de  /",  b  et  b'.  Si  l'on  nomme  ensuite,  comme  précédemment, 
6'  le  complément  de  l'angle  que  le  côté  extrême  de  la  section 
verticale  forme  avec  le   plan  horizontal  ;   on   aura    à   ce  point 

dz  cos.  ô'       , 

-r  =  ~ — 57-3  donc 
du        sm.  fl   ' 

cos.  (,'  __  U 

sin.  ô'         y/u*  _  u»  ' 
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en  substituant  clans  le  second  membre  de  cette  équation  f  pour  u; 
d'où  l'on  tire 

COS.  (i    =  —ëT -h  -f-  "%■  +  -7T7-. 

2/0  20     '      20       '     2J0 

Si  l'on  substitue  dans  l'expression  de  h  en  fonction  de  f,  b  et  b', 
au  lieu  de  f,  sa  valeur  tirée  de  cette  dernière  équation,  on  aura 
une  équation  entre  h,  b  et  b' ;  d'où  l'on  tirera  b  en  fonction  de  h 
et  de  V. 

Si  l'on  suppose  b'  considérablement  plus  grand  que  h,  c'est-à- 
dire,  si  l'on  suppose  l'épaisseur  de  la  goutte,  fort  petite  par  rap- 
port à  sa  largeur ,  comme  on  l'a  fait  dans  le  n°  précédent  ;  on 
peut  alors  déterminer  z  par  une  approximation  convergente.  Pour 

cela,  soit 

1        1  _     1 

b      F~¥" 
et  faisons 

u  =  b'  +  «'; 


u'  sera  fort  petit  relativement  à  b' ,  et  l'on  aura 

1/* 

'26'" 


17=5;  (F-wî 


Soit  encore 


u  =  "     là7' 


î/2 
on  aura,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  -77, 

ce  qui  donne 

u>-U*^1Çl.{ib\(i  +  by).u"-u»*}. 
Soit 

B  =  b°.(i+^);     u"=zB.(i—cos.Q); 

on  aura  à  très-peu-près, 

dzz=b".dQ  -jcos.ô 7-/H — 77.cos.2Q  J  5 

ce  qui  donne  en  intégrant,  et  en  observant  que  z  est  nul  avec  n" 
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et  parconséquent  avec  9, 

b"*-  b"'1 

z  =  b".s'm.Q —  -^p- .  9  H--^- .  sin.29.  (a) 

Nommons  h  la  valeur  extrême  de  z  ,  et  désignons  par  G*  la  valeur 
correspondante  de  9}  nous  aurons 

7  7"       •        A»      /  b"  fl"  t      **  V\ 

d'où  l'on  tire  à  fort  peu-près 

b"—      h      '  V        zb'  '  sin'.  8""+"  zb'  '  sin.  b"  /' 


On  déterminera  6",  au  moyen  de  l'angle  6',  complément  de  l'in- 
clinaison des  côtés  extrêmes  de  la  courbe  sur  les  deux  plans.  Aux 
points  extrêmes  de  la  courbe,  on  a 


dz         cos.  ô'  u 

du?  "'    sin. 


—  étant  ici  la  valeur  extrême  de  cette  fonction.  Cette  valeur  est 

u 

donc  égale    à    cos. 6'.  On  a  ensuite    à    ces  points,  par   ce  qui 
précède , 

u"  =  B.(i  —  cos.ô'); 

Z7=4.(/y-0; 


b" 


.n        "'* 


afi' 
d'où  il  est  facile  de  conclure 

6"  =  9'  —  f.  sin.  9' 
on  aura  donc  ainsi 

sin.6'     f  A  fl'  h. cos.  6' 


i      _  sin.y     f  h  fl'  _^_Lcos10^1 

P7- _^"•ll_"iF•  shFl7       aè'.sinJ'J' 
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ou 

i sin.6'         Q 

F~~~fi  V  ' 

en  faisant 

O  =  -il-7  +  i.cos.9'. 

»-  2  sin.  t/         1 

Dans  le  cas  de  5'  égal    à  un  angle  droit,  ou  à  -  ,     Q     devient 

égal  a  -. 

Considérons  maintenant  une  goutte  fluide  suspendue  en  équi- 
libre entre  deux  plans  qui  se  touchent  par  deux  de  leurs  bords  sup- 
posés horizontaux.  Soit  2^  le  très-petit  angle  formé  par  ces  plans  ; 
et  ayant  mené  un  plan  intermédiaire  qui  divise  cet  angle  en  deux 
parties  égales,  soit  V  l'inclinaison  de  ce  plan  à  l'horizon.  La 
section  de  la  surface  de  la  goutte  par  le  plan  intermédiaire  sera 
à  très-peu-près  un  cercle ,  si,  comme  nous  venons  de  le  suppo- 
ser, la  largeur  de  la  goutte  est  considérable  par  rapport  à  son 
épaisseur.  Concevons  par  un  point  quelconque  de  cette  section  et 
par  le  milieu  de  la  goutte,  un  plan  perpendiculaire  au  plan  in- 
termédiaire; la  section  de  la  surface  fluide  par  ce  plan,  aura  à 
très-peu-près  pour  équation,  l'équation  (a).  Menons  dans  le  plan 
intermédiaire*,  et  par  le  centre  de  la  goutte,  une  perpendiculaire 
à  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans  qui  comprennent  la  goutte. 
Par  ce  même  centre,  menons  une  parallèle  à  cette  ligne  d'inter- 
section. Prenons  ces  deux  droites,  pour  les  axes  des  coordonnées 
x  et  y  d'un  point  quelconque  de  la  section  faite  par  le  plan  in- 
termédiaire,  l'origine  des  coordonnées  étant  supposée  au  centre 
de  la  goutte.  Enfin  désignons  par  a,  la  distance  du  centre  de  la 
goutte  à  la  ligne  d'intersection  des  plans,  et  par  2;t  la  largeur  de 
la  goutte.  La  distance  du  point  de  la  section,  à  cette  ligne,  sera 
a  —  x ,  et  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  à  fort   peu-près 

hz=(n  —  x -—S  .  tang.  <m  ; 


ce  qui  donne 

oc 

i  -H .  tang.  it, 

1  «  1  .  x  /      ,   a .  tang.-^N     .       , 

t=  t r— »= \- .  (  i  H a —  )  -f-etc. 

h         {a  —  x )  .  tang.  if         a. tang.  if    '     e^.  tang.  <sr      \  a.         / 
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Si  l'on  imagine  un  canal  dont  les  deux  extrémités  soient  au  point 
de  la  section  ,  déterminé  par  les  coordonnées  x  et  y ,  et  au  point 
de  la  section  par  lequel  l'axe  des  y  passe  ;  l'équilibre  du  fluide 
dans  ce  canal ,  donnera  l'équation 

en  marquant  d'un  trait  en  bas  ,  les  quantités  relatives  à  ce  dernier 
point.  Mais  on  a  par  ce  qui  précède , 

ï_ sin.  i'         Q  i  sïri'.S'         Q 

b"—    h       b'>    T\  —  i-       t; 

b'  étant  ici  le  rajon  oscillateur  de  la  courbe  que  forme  la  section 
de  la  goutte  par  le  plan  intermédiaire.  De  plus , 


1 

1           , 

X 

h' 

a  .  tang.  <a    '    «2 

.  tang.  <vs 

1 

i 

V 

a  .  tang.  in  ' 

on  aura  donc 

\ 

jffir.sin.fl' 

( 

a. tang.  <sr\ 

...Çff 

(,    <2.tane;.<ûr\ 
l4~ -       )> 


a2. tang. ns     \  a.        /     '       2        \b  b\J    '    a 

La  section  différant  peu  d'un  cercle,  b'est  à-peu-prèségal  à  la  demi- 
largeur  a.  de  la  goût  te:  b"  est,  par  ce  qui  précède,  égal  à-peu-près  à  - — - , 
et7zest  la  demi-épaisseur  de  la  goutte;  b'  est  donc  fort  considérable  re- 
lativement à  b",  et  parconséquentTr  est  très-petit  par  rapport  k-n-,; 

la    différence    j-,  —  -p-  peut  donc  être  négligée,  eu  égard  ky,  —  yr- 

Cela  est  d'autant  plus  permis ,  que  b'x  tenant  le  milieu  entre  les 
valeurs  extrêmes  de  b'  ;   la  plus  grande  valeur  de  la  différence 

rr — p-  n'est  qu'environ  la   moitié    de   la  différence  des  valeurs 

extrêmes  de  -7.  D'ailleurs,  la  figure  de  la  goutte  étant  à  fort  peu- 
près  circulaire ,  comme  l'expérience  elle-même  l'indique  ;  la  dif- 
férence 77  —  77-  est  presque  insensible.  On  peut  encore ,  dans  l'équa- 
tion 
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tion  précédente  ,  négliger  la  fraction  5'  ™ ,  vis-à-vis  de  l'unité  ; 

parceque  aa.tang.-OT  étant  l'épaisseur  de  la  goutte  dont  la  largeur 
est  2.x  5  cette  fraction  est  le  rapport  de  l'épaisseur  de  la  goutte  à 
sa  largeur,  rapport  qui,  par  la  supposition,  est  très-petit.  Cela 
posé ,  l'équation  précédente  donnera 

.       ,..  ff.sin.fl' 

Sin.  A^=- 


2.a  . g.tang.  <ar 


Ainsi  l'angle  V  est  à  fort  peu-près  en  raison  inverse  du  carré 
de  a>  comme  pour  une  goutte  suspendue  en  équilibre  dans  un 
cône.  En  comparant  cette  expression  de  %vsx.V ,  à  celle  du  n°  pré- 
cédent; on  voit  que  l'angle  formé  par  les  deux  plans  étant  sup- 
posé égal  à  l'angle  formé  par  l'axe  du  cône  et  ses  côtés  ;  le  sinus 
de  l'angle  /^relatif  au  plan  intermédiaire,  est  égal  au  sinus  de 
l'inclinaison  relative  à  l'axe  du  cône.  Au  reste,  on  ne  doit  pas 
oublier  dans  la  comparaison  de  l'analyse  précédente,  avec  l'ex- 
périence, que  ces  expressions  de  sin.  V  ne  sont  qu'approchées. 

11.  L'analyse  précédente  donne  l'explication  et  la  mesure  d'un 
phénomène  singulier  que  présente  l'expérience.  Soit  que  le  fluide 
s'abaisse  ou  s'élève  entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles  plon- 
geant dans  ce  fluide    par  leurs    extrémités  inférieures,  les   plans 
tendent  à  se  rapprocher.  Ainsi  deux    petits  vases    de  verre  ,    de 
forme  parallélipipède,    nageant  sur  l'eau  ou  sur  le  mercure,   se 
réunissent,  lorsqu'ils  approchent  très-près   l'un   de    l'autre.  Pour 
faire  voir  que  cela  doit  être,  considérons  les   deux  plans  MB  et 
NR  (Jïg.  6) ,  et  supposons  d'abord  que  le  fluide  s'élève  entre  eux. 
La  partie  infiniment  petite  extérieure  en  R,   au-dessous  du    ni- 
veau, sera  pressée   par    une    force   que    l'on  peut    évaluer  ainsi. 
Concevons  un  canal  VSR  dont  la  branche  VS  soit  verticale ,  et 
]a  branche  SR,  horizontale.   La   force  dont  le  fluide  est  animé 
dans  le  canal  VS ,   est   égale  à  g.VS ,  plus  à  la  force  qui  agit 
en  V ,  soit  par  l'action  du  fluide  sur  le  canal,    soit  par  la  pres- 
sion de   l'atmosphère.  La  première  de    ces  deux  forces  est  repré- 
sentée par  K  ;    nommons  P  la  seconde  ;   la  force   totale    de  la 
colonne  VS  sera  donc  P-\-K-\-g.VS.  L'action  dont  le  fluide  du 
canal  RS  est  animé,  est  égale,    1°.  à  l'action  du  fluide  sur  ce 
suppl.  liv,  x.  F 
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canal,  et  cette  action  est  égale  à  K;  2°.  à  l'action  du  plan  sur 
le  même  canal  ;  mais  cette  action  est  détruite  par  l'attraction  du 
fluide  sur  le  plan,  et  il  ne  peut  en  résulter  dans  le  plan  ,  aucune 
tendance  à  se  mouvoir-;  car  en  ne  considérant  que  ces  attractions 
réciproques,  le  fluide  et  le  plan  seraient  en  repos,  l'action  étant 
égale  et  contraire  à  la  réaction  ;  ces  attractions  ne  peuvent  pro- 
duire qu'une  adhérence  du  plan  au  fluide,  et  l'on  peut  ici  en 
faire  abstraction.  Il  suit  de  là  que  le  fluide  presse  le  point  R 
avec  une  force  égale  à  P-\-K-\-g.  VS  —  K,  ou  simplement 
P+g.VS. 

Déterminons  la  pression  intérieure  correspondante.  Pour  cela, 
concevons  le  canal  OQR  dont  la  branche  OQ  soit  verticale,  et 
la  branche  QR,  horizontale.  La  force  dont  le  fluide  est  animé 
dans  la  branche  OQ  est  égale  à  g.OQ ,  plus  à  la  pression  P  de 
l'atmosphère,  plus  à  la  force  avec  laquelle    le  fluide   agit  sur  la 

TT 

colonne  OQ ,  et  qui,  par  ce  qui  précède,  est  égale  à  K  —  -t.  La 

force  dont  le  fluide  OQ  est  animé  est  donc  P-f-A" — -r+£"-OÇ'; 
or  dn   a  par  ce' qui  précède, 

j  =  g-OP; 

donc  la  force  du  canal  OQ  est  P -\-K-{-g.PQ.  La  force  du  ca- 
nal QR  est  égale  à  K;  le  point  R  sera  donc  pressé  à  l'intérieur, 
par  la  différence  de  ces  forces,  ou  par  P-j-g.PQ  ou  P-\-g.VS. 
Ainsi  le  plan  est  également  pressé  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur , 
et  il  sera  en  équilibre  en  vertu  de  ces  pressions. 

Le  fluide  à  l'extérieur,  s'élève  jusqu'en  Z,  en  formant  une 
courbe  VZ'Z\  et  dans  l'intérieur,  il  s'élève  jusqu'en  iV,  en 
formant  la  courbe  ON'N.  Les  parties  du  plan  extrêmement  voi- 
sines de  Z  et  dg  N,  et  semblablement  placées  à  une  distance  de  Z 
et  de  N  égale  ou  moindre  que  le  rayon  de  la  sphère  d'activité 
sensible  du  plan,  sont  également  pressées  à  l'intérieur  et  à  l'ex- 
térieur; parçeque  les  surfaces  du  fluide,  comprisesdans  cette  sphère, 
vers  Z  et  vers  N ,  sont  les  mêmes  à  très-peu-près.  D'ailleurs  la 
différence  extrêmement  petite  qui  peut  en  résulter  entre  les  près- 
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sîons  intérieure  et  extérieure  du  fluide,  n'ayant  lieu  que  dans 
une  étendue  insensible  ;  on  peut  la  négliger,  et  ne  considérer 
que  la  pression  exercée  par  le  fluide  aux  points  où  l'action  du  plan 
sur  la  surface,  cesse  detre  sensible.  Soit  donc  Z'  un  des  points 
de  cette  surface,   et  concevons  un  canal  horizontal  Z'q.  La  force 

TT 

en  Z'  sera  P-j-K — -= ,  R  étant  le  rayon  osculateur  de  la  sur- 
face en  Z'.  Si  l'on  £a.\tZ'T=x ,  l'équilibre  du  fluide  dans  le  canal 
Z'LFV  donnera  par  le  n°  8. 

H 

le  point  V  étant  placé  à  une  distance  du  plan,  telle  que  le  rayon 
osculateur  de  la  surface  en  V  peut  être  censé  infini.  La  pression 
extérieure  en  q  sera  donc 

P+K—gx. 
La  pression  intérieure  correspondante   sera 

P+K-.%+g.(OP-x), 

ou  P-\-K — gx;  les  pressions  sont  donc  égales  à  l'intérieur  et  à 
l'extérieur,  dans  toute  l'étendue  ZG. 

Considérons  maintenant  la  pression  au-dessus  du  point  Z.  La 
pression  extérieure  se  réduit  à  P.  La  pression  intérieure  sur  un 
point  R  se  déterminera  en  considérant  un  canal  OQ'R ,  Q'R  étant 

horizontal.  La  pression  de  la  colonne  OQ'  est  P-\-K — -r-\-g.OQ', 

ou  P-\-K—g.OP-\-g.OQ';  ou  enfin  P -+-  K  —  g. PQ'.  La  pres- 
sion contraire  du  canal  RQ'  est  K  ;  le  point  R  est  donc  pressé 
àl'intérieur,  par  la  force  P — g.PQ';  ainsi  le  plan  à  ce  point,  est 
pressé  du  dehors  au  dedans,  par  la  force  g.PQ'. 

TT 

Dans  la  partie  NKO ,  la  pression  en  N'  est  P-\-K — -y,  frétant 

le  rayon  osculateur  en  N';  ainsi  en  concevant  le  canal  horizon 

h 

b 


tal  N'p'}  la  pression  en  p'  sera  P — r?.  Soit  x'  la  hauteur  du 


Fa 
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point  N'  au-dessus  de  IK;  on  aura  par  le  n°  8 

v  —  j+s*  =g-pG; 

le  plan  sera  donc  pressé   en   p'   du   dehors    en    dedans,  par  la 
force  g.p'G. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  la  force  qui  presse  le  plan 
NR,  du  dehors  en  dedans,  est  égale  à  la  pression  d'une  colonne 
de  fluide  dont  la  hauteur  est  \.{NG-\-GZ)  et  dont  la  base  est 
la  partie  du  plan,  mouillée  à  l'intérieur  depuis  Z  jusqu'en  N. 

Un  résultat  semblable  a  lieu  pour  le  plan  MB;  on  a  donc 
ainsi  la,  force  avec  laquelle  les  deux  plans  tendent  à  se  rappro- 
cher, et  l'on  voit  que  celte  force  croît  en  raison  inverse  de  leur 
distance  mutuelle. 

Dans  le  vide,  les  deux  plans  tendraient  encore  à  se  rappro- 
cher; l'adhérence  du  plan  au  fluide,  produisant  alors  le  même  effet 
que  la  pression  de  l'atmosphère. 

On  prouvera  de  la  même  manière,  que  dans  le  cas  de  l'abais- 
sement du  fluide  entre  les  plans,  la  pression  que  chaque  plan 
éprouve  du  dehors  en  dedans,  est  égale  à  la  pression  d'une  co- 
lonne fluide  dont  la  hauteur  serait  la  moitié  de  la  somme  des 
abaissemens  au-dessous  du  niveau,  des  points  de  contact  des 
surfaces  intérieure  et  extérieure  du  fluide,  avec  le  plan;  et  dont 
la  base  serait  la  partie  du  plan,  comprise  entre  les  deux  lignes 
horizontales  menées  par  ces  points. 

12.  Il  nous  reste,  pour  compléter  cette  théorie  des  attractions, 
capillaires,  à  examiner  ce  qui  détermine  la  concavité  ou  la  con- 
vexité du  fluide  renfermé  dans  un  tube,  ou  entre  deux  plans.  La 
principale  cause  est  l'attraction  réciproque  du  tube  et  du  fluide, 
comparée  à  l'action  du  fluide  sur  lui-même.  Nous  supposerons 
ici  que  ces  attractions  suivent  la  même  loi  des  distances  ,  tant 
pour  les  rvolécules  du  tube  que  pour  celles  du  fluide;  et  qu'elles 
ne  diffèrent  que  par  leur  intensité  à  la  même  distance.  Soient 
donc  p  etf/  ces  intensités.  Cela  posé  ;  considérons  (Jig-  7)  le  tube 
vertical  ABCD  plongeant  dans  un  vase  rempli  de  fluide,  et  que 
MN  soit  la  ligne  de  niveau  du  fluide   du  vase.  Supposons   que- 
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dans  le  tube,  toute  la  surface  du  fluide  soit  plane  et  au  même 
niveau.  Le  point  O  de  cette  surface  ,  compris  dans  la  sphère 
d'activité  sensible  du  tube,  sera  à-la-fois  attiré  par  le  tube  et 
par  le  fluide  qu'il  renferme.  L'attraction  sur  ce  point,  de  la  par- 
tie du  tube,  inférieure  à  MN,  se  décomposera  en  deux  ,  l'une  ver. 
ticale,  que  nous  désignerons  par  px  ;  l'autre  horizontale  et  dirigée 
vers  p,  que  nous  désignerons  par  py.  L'attraction  de  la  partie 
supérieure  du  tube  sur  le  même  point ,  se  décomposera  pareil- 
lement dans  une  force  verticale  — px ,  et  dans  une  force  horizon- 
tale çy.  Je  donne  à  la  première  force  le  signe  — ,  parcequ'elle 
agit  en  sens  contraire  de  la  force  verticale  px,  produite  par  l'at- 
traction de  la  partie  inférieure  du  tube.  Pour  déterminer  l'action 
du  fluide  sur  le  point  O ,  prenons  Op  égal  à  Op  ;  il  est  clair  que 
l'attraction  de  la  partie  pp'rD  du  fluide  sur  ce  point,  sera  ver- 
ticale; nous  la  désignerons  par  p'z.  L'attraction  de  la  partie  rp'qC 
du  fluide  ne  différera  de  l'attraction  de  la  partie  inférieure  du 
tube,  que  par  son  intensité;  elle  se  décomposera  donc  en  deux 
forces,  l'une  verticale  égale  à  p'x;  et  l'autre  horizontale,  mais 
dirigée  de  O  vers  p',  et  égale  à  — p'y.  Ainsi  le  point  O  sera 
animé  par  les  forces  verticales 

px,     —px,     p'z,     p'x, 

et  par  les  forces  horizontales, 

PJ  >     PJ  >     —  P'J- 

Les  premières  donnent  la  force  verticale  unique  p'x  -f-  p'z  ;  les_ 
secondes  donnent  la  force  horizontale  unique  (2,0* — p)-y-  Cette 
force  sera  nulle  ,  si  p'  =  -zp  ,  ou  si  l'intensité  de  la  force  attractive 
de  la  matière  du  tube  est  la  moitié  de  celle  du  fluide.  Alors  le 
point  O  ne  sera  soumis  qu'à  la  force  verticale  qui,  étant  perpendi- 
culaire à  la  surface ,  maintiendra  le  fluide  en  équilibre. 

Considérons  maintenant  un  plan  vertical  CAB  (Jig.  8), plongeant 
dans  un  vase  MNB  rempli  du  fluide.  Soit  AR  la  section  de  la  surface 
«fe  ce  fluide,  par  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  premier.  Soit 
encore  AD,  une  tangente  à  la  courbe  AR.  Nommons  9  l'angle 
BAD\  nommons  pK  l'action  que  la  partie  inférieure  AB   da 
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plan  CAB  exerce  sur  la  molécule  fluide  qui  le  touche  en  A  , 
perpendiculairement  à  AB  ;  pK  sera  pareillement  la  force  avec 
laquelle  cette  partie  du  plan  attire  la  molécule  A ,  suivant  AB.  Cetle 
molécule  sera  pareillement  attirée  par  la  partie  supérieure  du  plan, 
avec  une  force  égale  à  pK  perpendiculaire  à  ce  plan  ,  et  avec 
une  force  — pK  parallèle  au  même  plan.  Cette  molécule  sera 
encore  attirée  par  le  fluide  BAD ,  et  il  est  facile  de  voir  que  p'K 
représentant  l'attraction  verticale  du  fluide  ,  si  l'angle  BAD  était 
droit;  son  attraction  verticale,  lorsque  cet  angle  est  ô,  sera 
f/A.sin.ô,  et  son  attraction  horizontale  sera  p'K  .  (i — cos.ô).  En 
effet,  p'A.r/ô.cos.9  et  p'K.d^.sïn.  Q  seront  les  attractions  élémen- 
taires de  la  partie  infiniment  petite  pAD  ,  dans  laquelle  tf'ô  repré- 
sente l'angle  pAD.  En  les  intégrant  depuis  ô=o,  on  aura  les 
expressions  précédentes. 

La  partie  du  fluide,  interceptée  entre  la  tangente  AD  et  la 
courbe  AR ,  agira  sur  la  molécule  A  avec  une  force  que  nous 
désignerons  par  Q ,  et  dont  nous  supposerons  que  A  Q  soit  la 
direction.  Soit  donc  <àr  l'angle  QAB  ;  l'attraction  verticale  du 
fluide  DAR ,  sera  Q.  cos.  <r*r,  et  son  attraction  horizontale  sera 
Ç.sin.'W.  Ainsi  la  molécule  A  sera  animée  par  les  forces  verticales 

pK  ,     — pK  ,     p'K.sia.  0,     Q  .  cos.  m  , 

et  par  les  forces  horizontales , 

pK,     pK,     — p'K.Çi — cos.ô), — Q.sin.<Ztr. 

J'affecte  ces  deux  dernières  du  signe  — ,  parcequ'elles  agissent 
de  A  vers  A,  ou  en  sens  contraire  des  deux  premières  forces 
horizontales. 

La  réunion  de  toutes  ces  forces  produit  une  force  unique  AV 
qui  doit  être  perpendiculaire  à  AD.  Soit  R  cette  résultante.  En 
la  décomposant  en  deux  ,  l'une  verticale  et  l'autre  horizontale  , 
on  aura 

R  .  sin.  B  =  p'K  .  sin.  Q  -{-  Q  .  cos.  <ar  ; 

R  .  cos. Q~2pK  —  p'K  +  p'K .  cos. S  —  Q . sin. m  j 
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d'où  l'on  tire 

Q  .  cos.  (<&  —  6)  =  (ap  —  p') .  K  .  sin.  B. 

Ç.cos.  (.-sr  —  G),  et  sin. 0  étant  positifs,  dans  le  cas  où  la  courbe 
est  concave;  on  voit  que  2p  —  p'  doit  être  positif,  et  que  p  doit  alors 
surpasser  |p'. 

Si  le  facteur  np  —  p'  est  nul ,  on  vient  de  voir  que  la  surface 
du  fluide  est  horizontale  ,  ce  qui  satisfait  à  l'équation  précédente  ; 
car  alors  Q  est  nul. 

Les  courbes  AR  relatives  aux  divers  fluides  remplissant  suc- 
cessivement un  même  tube ,  sont  différentes  entre  elles  :  pour  le 
faire  voir  ,  considérons  un  point  /  placé  dans  toutes  ces  courbes 
à  la  même  distance  du  tube,  et  dans  sa  sphère  d'activité  sensible; 
l'action  du  tube  sur  ce  point  sera  la  même,   et  horizontale.  Si 
toutes   ces  courbes  étaient  les  mêmes  ;  l'action  des  fluides  sur  le 
point  /,  aurait  la  même  direction;  mais  elle  varierait  d'un  fluide 
à  l'autre  ,  à  raison  de  l'intensité  respective  de  l'action  de  ces  fluides. 
Cette  action  ,  en  se  composant  avec  l'action  horizontale  du  tube,  pro- 
duirait donc  une  action  résultante  dont  la  direction  serait  diffé- 
rente   dans  les  divers  fluides.  Cette  résultante   doit  être  par   la 
condition  de  l'équilibre,  perpendiculaire  à  la  surface  ;  l'inclinaison 
des  plans  de   cette  surface  ne  serait  donc  pas  la  même  pour  les 
divers  fluides,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Ainsi  les  courbes  AR 
diffèrent  suivant  le  rapport  des  intensités  respectives  p  et  p  .  Leurs 
côtés  extrêmes,  à  la  limite  de  la  sphère  d'activité  sensible  du  tube, 
ont  des  inclinaisons  différentes  relativement  aux  parois  du  tube. 
Cette  inclinaison  détermine,  comme  on  l'a  vu,  la  grandeur  du 
segment  de  la  surface  sphérique  qu'affecte  la  surface  du  fluide  dans 
les  tubes  très-étroits  ,  au-delà  de  la  sphère  d'activité  sensible  du 
tube;  et  cette  grandeur  détermine  le  rayon  de  cette  surface  ,  dont 
le  rapport  inverse  détermine  l'ascension  du  fluide  dans  le  tube. 

A  mesure  que  le  rapport  de  p  à  p'  augmente,  la  courbe  AR 
devient  de  plus  en  plus  concave  ;  et  lorsque  p  est  égal  à  p' ,  la 
surface  du  fluide  dans  le  tube  est  une  demi-sphère.  Pour  le  faire 
voir,  imaginons  (fig.  9)  que  le  tube  soit  de  même  matière  que 
le  fluide,   et  que  sa  surface  ABC  soit  une  demi-sphère.  Formons 
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la  surface  sphérique  entière  ABCS ,  et  supposons  que  le  fluide 
remplit  la  partie  supérieure  RASC  du  tube.  En  faisant  abstrac- 
tion de  la  pesanteur,  comme  on  peut  le  faire  dans  les  tubes  très- 
étroits-,  il  est  visible  qu'à  cause  de  l'homogénéité  de  la  matière 
du  tube  et  de  celle  du  fluide,  tous  les  points  de  la  surface  con- 
cave ABC  seront  animés  en  vertu  des  attractions  du  tube  et  du 
fluide,  par  des  forces  égales  et  perpendiculaires  à  la  surface,  ce 
qui  suffit  pour  l'équilibre  du  fluide.  Maintenant,  si  l'on  supprime 
le  fluide  supérieur  RASC,  il  ne  peut  en  résulter  qu'un  change- 
ment insensible  dans  les  forces  qui  sollicitent  les  divers  points 
de  la  surface  ABC ,  et  dans  la  direction  de  ces  forces;  car  AR 
étant  tangent  à  la  surface  sphérique ,  il  est  facile  de  voir  que 
l'action  de  la  partie  RAS  du  fluide  sur  le  point  A,  est  incom- 
parablement plus  petite  que  l'action  du  tube  sur  ce  point,  lors- 
que l'attraction  devient  insensible  à  des  distances  sensibles:  l'équi- 
libre du  fluide  inférieur  ABCNM ,  ne  sera  donc  point  altéré  par 
la  suppression  du  fluide  supérieur  RASC  ;  d'où  il  suit  que  la 
surface  du  fluide  est  une  demi-sphère  ,  lorsque  p  est  égal  à  \f. 

Si  l'intensité  de  l'attraction  du  tube  sur  le  fluide,  surpasse  celle 
de  l'attraction  du  fluide  sur  lui-même  ;  il  me  paraît  vraisemblable 
qu'alors  le  fluide  en  s'attachant  au  tube  ,  forme  un  tube  intérieur 
qui  seul  élève  le  fluide  dont  la  surface  devient  ainsi  concave  et 
celle  d'une  demi-sphère.  Je  conjecture  que  ce  cas  est  celui  de  l'eau 
et  des  huiles  dans  un  tube  de  verre. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  la  surface  du  fluide  ,  au  lieu 
d'être  concave,  est  convexe.  Soit  (Jïg.  10)  BAC  un  plan  ver- 
tical qui  plonge  dans  un  vase  rempli  de  ce  fluide  ,  et  AR  la  section 
de  la  surface  du  fluide  ,  par  un  plan  perpendiculaire  au  premier. 
Soit  AD ,  une  tangente  à  la  courbe  AR,  et  nommons  G  l'angle 
BAD.  L'attraction  verticale  du  fluide  DAN  sur  le  pointa  sera, 
par  ce  qui  précède,  — p'.K.(i — sin.G),  du  haut  en  bas,  et 
l'attraction  horizontale  sera  p'K  .  cos.  ô  de  A  vers  N.  Pour  avoir 
l'attraction  du  fluide  RAN ,  il  faut  retrancher  des  attractions 
précédentes,  celles  du  segment  DAR.  Soit  Q  l'action  de  ce  segment 
sur  le  point  A ,  et  AQ  sa  direction.  Soit  <ar  l'angle  BAQ.  L'attrac- 
tion verticale  du  segment  sera  —  Q  .  cos.  <sr ,  et  son  attraction 
horizontale  sera  Q-sia.^.  Ainsi  l'attraction  verticale  de  RAN 

sera 
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sera 

Q  .  cos.  (&  —  p' .  K .  (  i  — sin.  6  ) , 

et  sou  attraction  horizontale  sera 

p'  .K  .  cos. Q  —  Q  .  sin.'W. 

L'attraction  verticale  du  fluide  NA  C  sera  p'K  ,  ainsi  qne  son 
attraction  horizontale.  Enfin  l'attraction  verticale  du  plan  BAC 
sera  nulle,  et  son  attraction  horizontale  sera  —  2pK  ;  le  fluide 
sera  donc  animé  par  la  force  verticale 

p'K  4-  Q  .  cos.  m  —  p'K  .  (  i  —  sin.  6)  j 

et  par  la  force  horizontale , 

p'K  —  2pK  —  Q  .  sin.<sr  +  p'-K  .  cos. 9. 

Soit  AV  la  résultante  de  ces  forces  ,  et  nommons  -  la  R  ; 
cette  résultante  étant  perpendiculaire  à  AD ,   on  aura 

R  .  sin.  9  =  p'K  +  Q  .  cos.  c«r  —  p'#  .  (  i  —  sin.0); 
R.  cos.0  =  (p' — 2p).K-{-p'K  .  cos. O^—  Q  .  sin.^j 

d'où  l'on  tire 

(p'  —  ap)  .iiL.sin.8  =  Q  .  cos. (^  —  9). 

sin.  8,  Q,  et  cos.  (<ar  —  9)  étant  positifs,  lorsque  la  courbe  AR 
est  convexe-,  le  facteur  p'  —  2p  doit  être  positif,  ou  l'intensité  p 
doit  être  moindre  que  \  p'. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat,  du  précédent;  on  voit  que  la  surface 
du  fluide  dans  un  tube,  sera  concave  ou  convexe,  suivant  que  p 
sera  plus  grand  ou  moindre  que  |p'. 

Le  tube  étant  capillaire,  la  surface  approchera  d'autant  pins 
de  celle  d'une  demi-sphère  convexe,  que  p  sera  plus  petit;  et  si  p 
est  nul  ou  insensible,  cette  surface  sera  celle  d'une  demi-sphère. 
En  effet,  supposons  alors  que  cette  surface  ASC  soit  celle  d'une 
demi-sphère  (Jig.  9).  En  la  continuant  au-dessous  de  A,  on  formera 
une  sphère  .^6' C§.  En  supprimant  parla  pensée,  le  fluide  ABCNM, 
et   faisant  abstraction  de  la  pesanteur ,   il  est  visible    que  tous 
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les  points  de  la  surface  ASC  seront  animés  par  des  forces 
égales  et  perpendiculaires  à  cette  surface  •,  le  fluide  sera  donc 
en  équilibre.  Rétablissons  maintenant  le  fluide  supprimé;  il 
est  facile  de  voir  que  AM  étant  tangent  à  la  sphère  ,  l'action 
du  fluide  MAB  sur  le  point  A  ,  sera  incomparablement  plus  petite 
que  l'action  de  la  sphère  sur  ce  point;  on  peut  donc  la  négliger, 
et  à  plus  forte  raison  ,  on  peut  négliger  l'action  du  même  fluide 
sur  les  autres  points  de  la  surface  ASC;  l'équilibre  a  donc  lieu 
alors ,  lorsque  la  surface  convexe  du  fluide  est  celle  d'une  demi- 
sphère.  Entre  la  limite  pz=o,  et  p=-§p',  la  surface  devient  de 
moins  en  moins  convexe.  Elle  est  horizontale,  lorsque  p==|p'; 
lorsqu'il  surpasse  \p',  la  surface  devient  de  plus  en  plus  concave, 
et  enfin  elle  est  celle  d'une  demi-sphère,  lorsque  p  =  p'. 
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SECONDE   SECTION. 

Comparaison  de  la   Théorie  précédente ,  avec  V expérience. 


i3.  v_/n  a  vu ,  dans  les  n06  5  et  7 ,  que  suivant  la  théorie ,  un 
fluide  s'élève  ou  s'abaisse  dans  les  tubes  capillaires  de  même 
matière  ,  en  raison  inverse  de  leurs  diamètres  ;  qu'entre  deux  plans 
verticaux  et  parallèles,  très-proches  l'un  de  l'autre,  le  fluide 
s'élève  ou  s'abaisse  en  raison  inverse  de  leur  distance  ;  enfin  , 
que  l'élévation  ou  la  dépression  du  fluide  entre  ces  plans  ,  est  la 
même  que  dans  un  tube  dont  le  demi-diamètre  intérieur  est  égal 
à  cette  distance.  Ces  divers  phénomènes  ont  été  observés  depuis 
long-temps  par  les  physiciens,  comme  on  peut  le  voir  par  le  passage 
suivant  de  l'Optique  de  Newton  (question  3i). 

«  Si  deux  plaques  de  verre  planes  et  polies  (  supposez  deux  pièces 
»  d'un  miroir  bien  poli  ) ,  sont  jointes  ensemble ,  leurs  côtés 
»  parallèles ,  et  à  une  très-petite  distance  l'un  de  l'autre ,  et  que 
»  par  leurs  extrémités  d'en  bas,  on  les  enfonce  un  peu  dans  un 
»  vase  plein  d'eau;  cette  eau  montera  entre  les  deux  verres,  et 
i>  à  mesure  que  les  plaques  seront  moins  éloignées,  l'eau  s'élèvera 
»  à  une  plus  grande  hauteur.  Si  leur  distance  est  environ  la 
»  centième  partie  d'un  pouce,  l'eau  montera  à  la  hauteur  d'en» 
»  viron  un  pouce  ;  et  si  la  distance  est  plus  grande  ou  plus  petite, 
»  en  quelque  proportion  que  ce  soit  ;  la  hauteur  sera  à-peu-près 
»  en  proportion  réciproque  à  la  distance.  Car  la  force  attractive 
»  des  verres  est  la  même ,  soit  que  la  distance  qu'il  y  a  entre  eux 
»  soit  plus  grande  ou  plus  petite  ,  et  le  poids  de  l'eau  attirée  en 
v  haut  est  le  même,  si  la  hauteur  de  l'eau  est  réciproquement 
»  proportionnelle  à  la  distance  des  verres.  C'est  encore  ainsi  que 

G2 
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»  l'eau  monte  entre  deux  plaques  de  marbre  poli  ,  lorsque  leurs 
»  côtés  polis  sont  parallèles  ,  et  à  une  fort  petite  distance  l'un  de 
»  l'autre.  Et  si  l'on  trempe  dans  une  eau  dormante,  le  bout  d'un 
»  tuyau  de  verre,  fort  menu;  l'eau  montera  dans  le  tuyau  à  une 
»  hauteur  qui  sera  réciproquement  proportionnelle  au  diamètre  de 
»  la  cavité  du  tuyau,  et  égalera  la  hauteur  à  laquelle  elle  monte 
»  entre  les  deux  plaques  de  verre,  si  le  demi-diamètre  de  la  cavité 
»  du  tuyau  est  égal  à  la  distance  qui  est  entre  les  plaques,  ou  à- 
»  peu-près.  Du  reste,  toutes  ces  expériences  réussissent  aussi  bien 
»  dans  le  vide  qu'en  plein  air,  comme  on  l'a  éprouvé  en  présence 
»  de  la  Société  Royale  ;  et  parconséquent  elles  ne  dépendent  en 
»  aucune  manière,  du  poids  ou  de  la  pression  de  l'atmosphère  ». 

MM.  Haiiy  et  Tremery  ont  bien  voulu  faire  ,  à  ma  prière  , 
quelques  expériences  du  même  genre.  Dans  un  tube  de  verre  de 
deux  millimètres  de  diamètre  intérieur  ,  ils  ont  observé  l'élévation. 
de  l'eau  au-dessus  du  niveau ,  de  6""',75;  et  celle  de  l'huile  d'orange, 
de  5"",4. 

Dans  un  second  tube  de  verre  de  |  de  millimètre  de  diamètre, 
l'élévation  de  l'eau  a  été  de  ïo  millimètres,  et  celle  de  l'huile 
d'orange  ,  de  5  millimètres. 

Dans  un  troisième  tube  de  verre  de  |  de  millimètre  de  diamètre, 
l'élévation  de  l'eau  a  été  de  i8"",5,  et  celle  de  l'huile  d'orange, 
de  g  millimètres. 

Si  l'élévation  des  fluides  suit  la  raison  inverse  du  diamètre  des 
tubes-,  le  produit  de  cette  élévation  par  le  diamètre  correspondant 
du  tube  ,  doit  être  le  même  pour  tous  les  tubes  ,  et  ce  produit  réduit 
en  millimètres  carrés ,  et  divisé  par  un  millimètre  ,  donnera  l'as- 
cension du  fluide  dans  un  tube  dont  le  diamètre  est  d'un  millimètre. 
En  multipliant  ainsi  chacune  des  élévations  précédentes  ,  par  le 
diamètre  correspondant  du  tube  ;  on  a  les  trois  résultats  suivans 
pour  l'ascension  dans  un  tube  d'un  millimètre  de  diamètre. 

Eau.  Huile  d'orange. 

I.  tube.  i5m',5o  ;  6m',8  ; 

II.  tube.  i5m",555;  6m',6667; 

III.  tube.  i5"",875;  6mi,75. 
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Le  peu  de  différence  de  ces  résultats,  soit  relativement  à  l'eau, 
soit  relativement  à  l'huile  d'orange ,  prouve  l'exactitude  de  la  loi 
de  l'élévation  des  fluides,  en  raison  inverse  du  diamètre  des  tubes. 
Le  milieu  entre  ces  résultats  donne  l'élévation  de  l'eau  dans  un 
tube  d'un  millimètre  de  diamètre,  égale  à  i5"",569-,  et  celle  de 
l'huile  d'orange,  égale  à  6mi,758g. 

Les  deux  premiers  tubes  dont  nous  venons  de  parler  ,  l'un  de 

/mi 

deux  millimètres,  et  l'autre  de  4=-  de   diamètre,   ont  été   employés 

pour  déterminer  l'abaissement  du  mercure  au-dessous  du  niveau. 
Pour  cela  ,  ils  ont  été  placés  dans  un  bain  de  mercure  ,  à  une 
profondeur  que  l'on  a  mesurée  avec  exactitude.  Ensuite  ,  ayant 
fait  glisser  sous  leur  base  inférieure  ,  un  plan  très-uni  qui  empê- 
chait le  fluide  de  s'écouler;  on  les  a  retirés  du  bain  ,  et  l'on  a 
mesuré  la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure,  au-dessus  de  ce  plan. 
La  différence  de  cette  hauteur,  à  la  longueur  de  la  partie  plongée 
du  tube ,  a  donné  l'abaissement  du  mercure  au-dessous  du  niveau. 
On  a  trouvé  ainsi  5mi,  |  pour  cet  abaissement  dans  le  tube  de 
deux  millimètres  de  diamètre,  et  5mi,5  pour  l'abaissement  dans  le 
tube  de  f  de  millimètre  de  diamètre.  Chacune  de  ces  expériences 
donne  7""',  355  pour  l'abaissement  du  mercure  dans  un  tube  d'un 
millimètre  de  diamètre  ;  on  voit  donc  encore  ici  l'observation 
exacte  de  la  loi  de  l'abaissement  des  fluides,  en  raison  inverse  du 
diamètre  des  tubes. 

MM.  Haiiy  et  Tremery  ont  pareillement  observé  l'ascension  de 
l'eau  entre  deux  lames  de  verre,  verticales  et  parallèles ,  et  distantes 
d'un  millimètre.  Us  l'ont  trouvée  de  6"",5,  ce  qui  diffère  très-peu  de 
l'ascension  de  l'eau  dans  un  tube  d'un  millimètre  de  rayon  ;  car 
cette  dernière  ascension  doit  être,  par  les  expériences  précédentes, 
égale  à  la  moitié  de  i5m',56g,  ou  à  6^,784.  Ainsi  le  résultat  de- 
la  théorie,  suivant  lequel  l'eau  doit  s'élever  entre  ces  plans,  autant 
que  dans  un  tube  d'un  rayon  égal  à  leur  distance  ,  est  conforme 
à  cette  expérience.  On  a  vu  ,  dans  le  passage  cité  de  l'Optique 
de  Newton,  qu'à  un  centième  de  pouce  anglais  de  distance  entre 
deux  plans  de  verre ,  correspondait  une  élévation  de  l'eau ,  égale 

à  un  pouce.  Le  produit  de  ces  deux  quantités  est  —  ;  le   pouce 
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anglais  est  de  25mi,3gi8  ;  ainsi  —  est  égal  à  — — '-& — -  ,  ou   à 

6mi'm',4474-  En  divisant  par  imi,  on  aura  6mi,4474  pour  l'ascension 
de  l'eau  entre  deux  verres  plans  parallèles  éloignés  l'un  de  l'autre 
d'un  millimètre,  ce  qui  diffère  peu  du  résultat  précédent. 

On  a  vu  dans  le  n°  7,  que  si  dans  un  tube  cylindrique  on  in- 
troduit un  cylindre  qui  ait  le  même  axe  que  le  tube;  l'éléva- 
tion de  l'eau  dans  l'espace  circulaire  compris  entre  la  surface 
intérieure  du  tube,  et  la  surface  du  cylindre,  est  égale  à  l'élé- 
vation de  l'eau  dans  un  tube  qui  a  pour  rayon,  la  largeur  de  cet 
espace  circulaire.  Une  des  limites  de  ce  cas  général ,  est  le  cas 
particulier  où  les  deux  rayons,  tant  du  cylindre  que  du  tube,  sont 
infinis,  et  alors  on  a  celui  de  deux  plans  parallèles  très-proches 
l'un  de  l'autre.  On  vient  de  voir  le  résultat  général  vérifié  à  cette 
limite,  par  l'expérience.  L'autre  limite  est  celle  où  les  rayons 
du  tube  et  du  cylindre  sont  très-petits.  Pour  vérifier,  dans  ce 
cas,  le  résultat  de  l'analyse-,  M.  Haùy  a  pris  un  tube  de  verre 
bien  calibré  ,  dont  le  diamètre  intérieur  était  de  cinq  millimètres. 
Il  a  placé  au-dedans  un  cylindre  de  verre  dont  le  diamètre  était 
de  trois  millimètres,  et  il  a  pris  toutes  les  précautions  nécessaires 
pour  faire  coïncider  l'axe  du  tube  avec  celui  du  cylindre.  En 
plongeant  ensuite  dans  l'eau  ,  le  tube  et  le  cylindre  ainsi  dispo- 
sés*, il  a  observé  l'élévation  de  ce  fluide  dans  l'espace  circulaire, 
à  très-peu-près  de  sept  millimètres,  et  un  peu  au-dessous.  La  lar- 
geur de  l'espace  circulaire  étant  ici  d'un  millimètre,  l'eau  devait, 
par  la  théorie,  s'y  élever  comme  entre  deux  plans  parallèles  dis- 
tans d'un  millimètre,  et  parconséquent ,  cette  élévation  de- 
vait être  de  6mi,784,  ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  l'expé- 
rience. Ainsi  le  résultat  général  de  la  théorie  sur  l'élévation  de 
l'eau  dans  l'espace  circulaire  compris  entre  un  tube  et  un  cylindre 
intérieur,  se  trouve  vérifié    à  ses  deux  limites. 

Les  résultats  de  l'expérience  doivent  varier  un  peu  avec  la 
température:  on  peut  supposer  les  expériences  précédentes,  faites 
à  la  température  de  dix  degrés  du  thermomètre  centigrade.  Toutes 
ces  expériences  exigent  des  attentions  particulières,  soit  pour  bien 
calibrer  les  tubes,  soit  pour  avoir  exactement  leurs  diamètres , 
soit  enfin   poar   que   les   surfaces   ne    soient  ni  sèches,     ni  trop 
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humectées.  Dans  la  mesure  des  élévations  d'un  fluide,  il  faut 
tenir  le  tube  plongé  dans  le  fluide  ;  car  en  le  retirant ,  la  goutte 
qui  se  forme  à  sa  base  inférieure  doit  élever  le  fluide  dans  le 
tube.  Il  faut  encore  mesurer  ces  élévations  depuis  le  niveau  du 
fluide  dans  le  vase,  jusqu'au  point  le  plus  bas  de  sa  surface  dans 
le  tube,  si  le  fluide  s'y  élève  ;  ou  jusqu'au  point  le  plus  haut, 
si  le  fluide  s'y  abaisse. 

i4-  Un  des  phénomènes  capillaires  les  plus  intéressans  et  les 
plus  propres  à  vérifier  la  théorie  précédente,  est  celui  de  la  suspen- 
sion d'une  goutte  de  fluide  dans  un  tube  capillaire  conique,  ou 
entre  deux  plans  formant  entre  eux  un  très-petit  angle.  Nous  en 
avons  donné  l'analyse  dans  les  nos  9  et  10,  et  nous  allons  ici 
la  comparer  à  l'expérience.  Hauksbée  a  fait  avec  un  grand  soin  , 
l'expérience  d'une  goutte  d'huile  d'orange  suspendue  entre  deux 
plans  de  verre.  Voici  comme  il  la  rapporte  : 

«  Je  pris  deux  verres  plans ,  chacun  de  vingt  pouces  de  longueur 
»  et  de  quatre  pouces  de  largeur;  celui  dont  je  me  servis  pour 
»  plan  inférieur,  avait  sa  surface  parallèle  à  l'horizon  ,  et  au 
»  centre  de  son  axe  (*).  Ayant  bien  nétoyé  les  verres ,  je  les 
s  frottai  avec  un  morceau  de  toile  propre,  trempé  dans  l'huile 
»  d'orange.  Je  laissai  tomber  ensuite  une  ou  deux  gouttes  de 
v  cette  huile  sur  le  plan  inférieur,  près  de  son  axe,  et  je  fis  des- 
»  cendre  dessus,  l'autre  plan  de  verre.  Aussitôt  qu'il  toucha  les 
y>  gouttes  d'huile,  elles  s'étendirent  considérablement  entre  les 
»  surfaces  de  ces  verres;  mais  par  le  moyen  d'une  vis,  j'élevai 
»  un  peu  le  plan  supérieur  du  côté  libre,  et  l'huile  fut  aussitôt 
»  attirée  en  une  seule  masse  formant  un  globule  contigu  aux 
»  deux  surfaces  de  verre,  et  qui  s'avança  vers  les  points  de  leur 
»  contact.  Quand  elle  fut  à  deux  pouces  de  l'axe;  en  faisant  faire 
»  un  angle  de  i5'  aux  bords  qui  se  touchaient,  elle  resta  sus- 
»  pendue  sans  aucun  mouvement.  Ayant  fait  retomber  les  bords 
»  des  plans;  la  goutte  s'avança  jusqu'à  quatre  pouces  de  l'axe, 
»  et  il  fallut  une  élévation  de  25'  pour  l'arrêter.  A.  six  pouces,  il 


(*)  Ces  plans  se  touchaient  par  deux  de  leurs  bords,   et  l'axe  était  placé  au 
bord  opposé  du  plan  inférieur. 
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»  fallut  un  angle  de  35'-,  à  huit  pouces,  de  45' ;  à  dix  pouces," 
»  d'un  degré.  A  douze  pouces  de  l'axe,  l'élévation  fut  de  i°45', 
»  et  ainsi  du  reste,  suivant  les  diverses  stations  de  la  goutte, 
»  comme  on  peut  le  voir  dans  la  table  suivante,  que  j'ai  faite 
»  avec  une  grande  précision,  d'après  un  grand  nombre  d'expé- 
»  riences  qui  différaient  très-peu  les  unes  des  autres.  Il  faut  ob- 
»  server  que  quand  la  goutte  est  parvenue  sur  les  plans,  à-peu- 
y>  près  à  dix-sept  pouces  de  l'axe  ,  elle  devient  d'une  forme  ovale,  et 
»  à  mesure  qu'elle  monte,  sa  figure  devient  de  plus  en  plus  oblongue; 
»  et  à  moins  que  cette  goutte  ne  soit  très-petite;  en  continuant 
»  de  s'avancer  vers  les  bords  qui  se  touchent,  elle  finit  par  se 
»  partager  ;  une  partie  descend  et  l'autre  monte.  Mais  d'une  goutte 
»  ainsi  divisée,  je  trouvai  qu'il  fallait,  pour  balancer  l'action  de 
»  la  pesanteur  à  dix-huit  pouces  de  distance,  un  angle  de  22* 
•»  d'élévation.  C'est  l'angle  le  plus  grand  que  j'aje  pu  observer. 
»  Les  plans  étaient  séparés  à  leur  axe,  d'environ  ~g  de  pouce; 
î>  Je  ne  trouvai  dans  cette  expérience,  qu'une  très-légère  diffé- 
»  rence  entre  les  petites  et  les  grandes  gouttes  d'huile.  Les  angles 
»  furent  mesurés  avec  un  quart-de-cercle  de  près  de  vingt  pouces 
v  de  rajon,  divisé  en  degrés  et  en  quarts  de  degré,  et  tracé  sur 
»  un  papier  ». 

Distances  à  l'axe,  en  pouces.  Angles  d'élévation  ,  en  degrés  sexage'simaux. 

2?° '. l5' 

4 25 

6 55 

8 45 

10 1°     o' 

12 i    45 

14 2  45 

i5 4     ° 

16 6      o 

17 10      o 

18 22      0, 

Hauksbée 
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Hauksbée  ne  dit  point  si  les  distances  à  l'axe  sont  comptées 
du  milieu  de  la  goutte;  mais  il  y  a  lieu  de  croire  que  cela  est 
ainsi,  d'après  un  passage  de  l'Optique  de  Newton,  que  nous  ci- 
terons bientôt-,  nous  partirons,  dans  les  calculs  suivans,  de  cette 
supposition  dont  l'inexactitude  n'influerait  que  très-peu  sur  leur 
résultat. 

Si  l'on  nomme  V  l'inclinaison  à  l'horizon ,  d'un  plan  intermé- 
diaire ayant  une  commune  intersection  avec  les  deux  plans  dont 
on  vient  de  parler,  et  divisant  également  l'angle  qu'ils  forment 
entre  eux;  si  de  plus,  on  nomme  h  la  hauteur  à  laquelle  le  fluide 
s'élèverait  entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles ,  dont  la  dis- 
tance serait  celle  des  deux  premiers  plans  à  une  distance  b  de 
leur  commune  intersection;  enfin,  si  l'on  nomme  a  la  distance 
du  milieu  de  la  goutte ,  à  cette  ligne  d'intersection  ;  on  aura  à 
fort  peu-près  par  le  n°  10, 

.      Tr       h    4* 
sin.  Vz=.  t  .  — . 

o     a? 

Dans  l'expérience  précédente,  les  plans  étaient  éloignés  de  ~  de 
pouce  anglais,  à  vingt  pouces  de  distance  de  la  ligne  d'interseetion, 
ou  à  leur  axe  placé  à  l'extrémité  de  ces  plans;  leur  distance  mutuelle 
n'était  donc  que  -^  de  pouce,  à  dix  pouces  de  distance.  Supposons 
b  égal  à  dix  pouces  anglais.  Un  demi-millimètre  de  distance  entre 
deux  plans  verticaux  et  parallèles,  correspondant,  par  le  n°  pré- 
cédent, à  une  élévation  de  l'huile  d'orange,  égale  à  6""',  7  38g  ; 
on  aura 

Ç.6-,7389=:^./z?, 

h  étant  évalué  en  pouces  anglais.  On  a  vu  dans  le  n"  précédent, 
que  le  pouce  anglais  renferme  aS^'^giS;  on  aura  donc 

t-6p<7389  _y 

(a5,39i8)2  —32lP> 
ce  qui  donne 

j 16 .6^7389 

La  formule  précédente  devient  ainsi 

SUFFL.  LIV.  X.  H 
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<.;„    rr 16-6,7589        100 

"~io.(a5,39i8)»*  a*  ' 

a  étant  évalué  en  pouces  anglais. 

L'angle  formé  par  les  deux  plans  de  verre,  dans  l'expérience, 
ayant  pour  sinus  ^  ;  cet  angle  est  de  10' 44*.  Le  plan  infé- 
rieur ayant  été  placé  horizontalement  au  commencement  de  l'ex- 
périence; il  est  clair  que  pour  avoir  l'inclinaison  V  du  plan  in- 
termédiaire, il  faut  diminuer  de  5'  22'  toutes  les  inclinaisons  de 
la  table  d'Hauksbée.  Il  faut  ensuite  retrancher  de  20p ,  les  nombres 
de  pouces  de  la  même  table ,  pour  avoir  les  valeurs  successives 
de  a.  Cela  posé ,  on  aura  la  table  suivante  : 


Distances  en  pouces, 
du  milieu  de  la  goutte, 
àl'intersec  t.  desplans. 

Valeurs  observées  de  V, 

en   degrés 

sexagésimaux. 

Valeurs  calculées   par  la 
formule  précédente. 

—     -  sa  —v  ■  ■'      ..      _    '  j 
Différence  de  la  valeur 
calculée   à    la   valeur 
observée  ,  en   parties 
alicruotes     de      cette 
dernière    valeur 

1&> 

.....q'38" 

17'//" 

1 

16 

îq  38 

1. 

14 

2Q    38 

1 

12 

3q  38 

39  55 

i 

54  38 

8 

i°39/38ff 

.     ..1°29'53"... 

1 

6 

2  39  38 

1 

5 

3  54  38 

3  5o    6 

.  1 

A 

5  54  38 

5  5g  58 

1 

3 

9  54  38 

....  10  42  3i 

6b  " 

2 

9.1   F>A  38 

r 

1 

1 

Les  valeurs  calculées  de  V  s'accordent  avec  les  valeurs  obser- 
vées, aussi  bien  qu'on  doit  l'attendre  d'une  formule  qui  n'est 
qu'approchée,  et  d'observations  dans  lesquelles  les  fractions  d'un 
quart  de  degré  n'étaient  qu'estimées.  C'est  vers  les  limites  de  la 
plus  petite  et  de  la  plus  grande  distance  de  la  goutte  à  la  ligne 
d'intersection  des  plans,  que  les  différences  sont  les  plus  considé- 
rables y  et  il  est  visible,  par  l'analyse  du  n°   10,    qne  cela   doit 
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être  ;  parceque  dans  la  plus  grande  distance,  la  goulte  n'a  pas 
encore  assez  de  largeur,  relativement  à  son  épaisseur-,  et  dans 
la  plus  petite  distance,  sa  largeur  a  un  trop  grand  rapport  à  sa 
distance  de  la  ligne  d'intersection. 

C'est  à  cette  expérience  d'Hauksbée,  que  se  rapporte  le  passage 
suivant  de  Newton,  dans  son  Optique  (question  3i  )  :  Si  l'on 
*  prend  deux  plaques  de  verre  planes  et  polies  ,  de  trois  ou  quatre 
v  pouces  de  large ,    et  de  20  ou  25  pouces  de   long  ;  qu'on  les 
»  couche,  l'une  parallèle  à  l'horizon,  et  l'autre  sur  celle-là,  de 
»  telle  manière  qu'en  se  touchant  par  une  de  leurs  extrémités, 
v  elles  forment  un  angle  d'environ  10  ou  i5  minutes*,  qu'auparavant 
»  on  ait  mouillé  leurs  plans  intérieurs  avec  un  linge  net  trempé 
»  dans  de  l'huile  d'orange  ou  dans  de  l'esprit  de  térébenthine  ,  et 
»  qu'on  ait  fait  tomber  une  ou  deux  gouttes  de  cette  huile  ou  de 
»  cet  esprit  sur  l'extrémité  du  verre  inférieur  ,  la  plus  éloignée  de 
»  l'angle  susdit  :  aussitôt  que  la  plaque  supérieure  aura  été  placée 
»  sur  l'inférieure  ,  desorte  que  (  comme  on  vient  de  le  dire  ) ,  elle 
»  la  touche  par  un   bout,   et  qu'elle  touche  la  goutte  par  l'autre 
»  bout  ,  les  deux  plaques  faisant  un  angle  d'environ   10  pu   i5 
i>  minutes  :  dès-lors  la  goutte  commencera  de  se  mouvoir  vers  les 
»  deux  plaques  de  verre  ,  et  continuera  à  se  mouvoir  d'un  raou- 
»  veraent accéléré  ,  jusqu'à  ce  qu'elle  y  soit  parvenue-,  caries  deux 
»  verres  attirent  la  goutte ,  et  la  font  courir  du  côté  vers  lequel 
»  les  attractions  inclinent.  Et  si,  dans  le  temps  que  la  goutte  est 
v  en  mouvement,  vous  levez  en  haut  l'extrémité  des  verres  par 
»  où  ils  se  touchent,  et  vers  où  la  goutte   s'avance  ;  la  goutte 
»  montera  entre  les  deux  verres ,  et  parconséquent  elle  est  attirée. 
»  A  mesure  que  vous  lèverez  plus  haut  cette  extrémité  des  verres  , 
»  la  goutte  montera  toujours  plus  lentement  ;  et  s'arrêtant  enfin, 
»  elle  sera  autant  entraînée  en  bas  par  son  propre  poids ,  qu'elle 
»  était  emportée  en   haut  par  attraction.   Par    ce  mojen  ,  vous 
»  pouvez  connaître  par  quel  degré  de  force  la  goutte   est  attirée 
»  à  toutes  les  distances  du  concours  des  verres. 

»  Or  par  quelques  expériences  de  ce  genre  ,  faites  par  feu 
»  M.  Hauksbée,  l'on  a  trouvé  que  l'attraction  est  presque  réci- 
v  proquement  en  raison  doublée  de  la  distance  du  milieu  de  la 
*  goutte  ,  au  concours  des   verres  j  savoir  ,   réciproquement  en 
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»  proportion  simple  ,  à  raison  de  ce  que  la  goutte  se  répand  davan- 
»  tage  ,  et  touche  chaque  verre  par  une  plus  grande  surface  -,  et 
»  encore  réciproquement  en  proportion  simple ,  à  raison  de  ce  que 
»  les  attractions  deviennent  plus  fortes,  la  quantité  des  surfaces 
»  restant  la  même.  Donc  l'attraction  qui  se  fait  dans  la  même 
»  quantité  de  surface  attirante  ,  est  réciproquement  comme  la 
»  distance  entre  les  verres  ;  et  parconséquent  où  la  distance  est. 
»  excessivement  petite,  l'attraction  doit  être  excessivement  grande». 

Les  explications  que  Newton  donne  des  phénomènes  capillaires, 
dans  ce  passage  et  dans  celui  que  nous  avons  précédemment  rap- 
porté, sont  bien  propres  à  faire  ressortir  les  avantages  de  la  théorie 
mathématique  et  précise  ,  exposée  dans  la  première  section. 

i5.  On  a  vu  que  l'eau  s'élève  dans  un  tube  capillaire,  par  l'effet 
de  la  concavité  de  sa  surface  intérieure.  L'effet  de  la  convexité 
des  surfaces  devient  sensible  dans  les  expériences  suivantes. 

Si  l'on  enfonce  dans  l'eau  ,  à  une  petite  profondeur ,  un  tube 
capillaire;  qu'ensuite ,  avant  fermé  avec  le  doigt,  l'extrémité  infé- 
rieure du  tube,  on  le  retire  de  l'eau.  En  ôtant  le  doigt,  on  voit  le 
fluide  s'abaisser  dans  le  tube  ,  et  former  une  goutte  d'eau  à  sa 
base  inférieure.  Mais  lorsqu'il  a  cessé  de  descendre,  la  hauteur 
de  la  colonne  reste  toujours  plus  grande  que  l'élévation  de  l'eau 
dans  le  tube  au-dessus  du  niveau  ,  lorsqu'il  était  plongé  dans  ce 
fluide.  Cet  excès  est  dû  à  l'action  de  la  goutte  d'eau  sur  la  colonne; 
car  il  est  visible  que  dans  cette  expérience,  la  concavité  de  la  sur- 
face intérieure  de  la  colonne  ,  et  la  convexité  de  sa  surface  exté- 
rieure au  tube,  et  qui  est  celle  de  la  goutte  elle-même  ,  contribuent 
à  élever  l'eau  dans  le  tube. 

ABC  (Jîg-  ii)  est  un  tube  capillaire  recourbé,  dont  les 
branches  sont  d'inégale  longueur.  En  le  plongeant  verticalement 
dans  l'eau  ,  de  manière  que  sa  branche  la  plus  courte  AB ,  y  soit 
entièrement  plongée;  l'eau  s'élèvera  dans  la  branche  BC  au-dessus 
du  niveau,  à  une  hauteur  que  nous  représenterons  par  FG.  En 
retirant  le  tube  de  l'eau  ,  il  se  forme  à  l'extrémité  A  ,  une  goutte 
ANO;  et  lorsque  le  fluide  est  stationnaire  dans  le  tube  ,  on  observe 
qu'en  menant  par  le  sommet  N  de  la  goutte,  l'horizontale  NI' , 
la  hauteur  l'C  de  l'eau  dans  la  plus  longue  branche,  surpasse  FG. 


SUPPLÉMENT    AU    X«    LIVRE.  61 

Si  avec  le  doigt  on  ôte  successivement  les  gouttes  qui  se  forment 
en  A,  cette  hauteur  diminue  graduellement;  et  lorsque  l'on  est 
ainsi  parvenu  à  rendre  la  surface  de  l'eau  à  ce  point,  plane  et 
et  horizontale  -,  alors  l'élévation  de  l'eau  dans  la  branche  BC , 
au-dessus  de  l'horizontale  AI ,  est  égale  à  FG.  Enfin,  si  l'on 
restitue  successivement  de  nouvelles  gouttes  d'eau  à  l'extrémité  A; 
la  surface  de  l'eau  à  cette  extrémité  redevient  convexe  ,  et  le  fluide 
s'élève  de  plus  en  plus  dans  la  branche  BC ,  ensorte  que  les 
phénomènes  précédens  se  reproduisent  dans  un  ordre  inverse. 
L'excès  de  la  hauteur  de  la  colonne  dans  la  branche  BC ,  sur  la 
hauteur  FG ,  parait  dans  ces  expériences  ,  répondre  à  la  convexité 
de  la  surface  ANO  :  il  faudrait,  pour  s'assurer  de  l'exacte  corres- 
pondance ,  mesurer  la  largeur  et  la  flèche  de  cette  surface.  Mais 
la  grande  difficulté  de  ces  mesures  n'a  pas  permis  de  les  faire. 

L'effet  d'une  surface  plus  ou  moins  convexe  est  encore  sensible 
dans  l'expérience  suivante.  ABCÇJïg.  12)  est  un  sjphon  capil- 
laire qui  renferme  une  colonne  ABC  de  mercure.  On  incline  le 
tube  du  côté  A  :  le  mercure  alors  parvient  jusqu'en  A'  dans  la 
branche  AB ,  et  se  retire  jusqu'en  C  dans  la  branche  BC,  En 
relevant  lentement  le  tube,  le  mercure  de  la  branche  AB  revient 
vers  A ,  tandis  que  celui  de  la  branche  BC  revient  vers  C.  On 
observe  alors  que  la  surface  du  mercure ,  dans  la  branche  AB  , 
est  moins  convexe  que  celle  du  mercure  dans  la  branche  BC;  et 
si  par  le  sommet  de  la  pi'emière  de  ces  deux  surfaces ,  on  conçoit 
un  plan  horizontal ,  le  sommet  de  la  seconde  surface  est  au-dessous 
de  ce  plan.  Cette  différence  dans  la  convexité  des  deux  surfaces, 
tient  au  frottement  du  mercure  contre  les  parois  du  tube  :  les  parties 
de  la  surface  dans  la  branche  AB,  qui  se  retirent  vers  A ,  et  qui 
touchent  le  tube,  sont  un  peu  arrêtées  par  ce  frottement ,  tandis 
que  les  parties  du  milieu  de  cette  surface  n'éprouvent  point  le 
même  obstacle  ;  et  de  là  doit  résulter  une  surface  moins  convexe  ; 
au  lieu  que  le  même  frottement  doit  produire  un  effet  contraire 
sur  la  surface  du  mercure  de  la  branche  BC.  Or  de  ce  que  la 
première  de  ces  surfaces  est  moins  convexe  que  la  seconde,  il  en 
résulte  que  le  mercure  éprouve  par  son  action  sur  lui-même ,  une 
moindre  pression  dans  la  branche  BA  que  dans  la  branche  BC, 
et   qu'ainsi  sa  hauteur  dans  la  première   de  ces  deux  branches  , 


62  MÉCANIQUE    CÉLESTE; 

doit  surpasser  un  peu  sa  hauteur  dans  la  seconde,  ce  qui  est  con- 
forme à  l'expérience.  Un  effet  semblable  s'observe  dans  un  baro- 
mètre, lorsqu'il  monte  ou  lorsqu'il  descend. 

i5.  Les  sjphons  capillaires  offrent  quelques  phénomènes  qui 
sont  encore  un  résultat  de  la  théorie.  Ils  peuvent  être  ramenés 
à  ce  phénomène  général  donné  par  l'expérience.  Si  l'on  plonge 
dans  un  vase  d'eau,  un  syphon  quelconque  ABC  (Jïg.  i5), 
dont  les  deux  branches  soient  d'égale  ou  d'inégale  largeur ,  et 
qu'ensuite  on  le  retire;  l'eau  ne  s'écoulera  pas  de  la  branche  la 
plus  longue  BC,  si  la  différence  des  deux  branches  du  sjphon 
est  moindre  que  la  hauteur  FG  à  laquelle  le  fluide  s'élèverait 
dans  un  tube  de  même  largeur  que  celle  de  la  branche  AB.  Pour 
faire  voir  que  ce  résultat  est  une  suite  de  notre  théorie;  suppo- 
sons que  le  fluide,  en  s'écoulant  par  la  branche  C,  ait  pris  la 
position  oiaBC ,  le  point  a  étant  très-voisin  de  l'extrémité  A.  Soit 
alors  q  la  hauteur  de  B  au-dessus  de  la  surface  aio;  la  pression, 
que  le  fluide  éprouve  en  i  milieu  de  la  surface  aio ,  sera  égale, 
i°.  à  la  pression  de  l'atmosphère,  que  nous  désignerons  par  P; 
2°.  à  l'action  du  fluide  sur  lui-même,  et  qui  est  égale  à  K — g.FG, 
g  étant  la  pesanteur  ;  3°.  à  la  pression  de  la  colonne  q ,  prise  avec 
le  signe  — ,  ou  a  —gq-  Ainsi  un  canal  infiniment  étroit  passant 
en  i  par  l'axe  du  sjphon,  sera  pressé  de  bas  en  haut  ,  par  la 
force 

P+K—g.FG—gq. 

ç'  étant  la  hauteur  du  point  B  au-dessus  du  point  C;  le  fluide 
au  point  C  sera  pareillement  pressé  de  bas  en  haut,  par  la  force 
P~\-K — gq' ,  si  la  surface  du  fluide  est  plane  en  C,  ou  par  une 
force  plus  grande,  si  cette  surface  est  convexe;  et  l'un  ou  l'autre 
de  ces  deux  cas  doit  avoir  lieu  ,  pour  que  le  fluide  coule  en  C, 
ou  tende  à  couler.  Dans  cette  supposition  ,  cette  seconde  force 
doit  être  moindre  que  la  précédente  ;  la  différence 

g-W-q-FG) 

doit  être  une  quantité  positive,  et  parconséquent  l'excès  q' — q 
de  la  branche  la  plus  longue  sur  la  plus  courte,  doit  être  égal 
ou  plus  grand  que  FG;  ce  qui  est  le  résultat  même  de  l'expé- 
rience. 


SUPPLEMENT    AU    X*    LIVRE.  63 

En  général,  si  l'on  compare  à  notre  théorie,  les  divers  phé- 
nomènes capillaires  observés  avec  soin  par  les  physiciens  j  on 
verra  qu'ils  en   sont  autant  de  corollaires. 

16.  Il  nous  reste  présentement  à  rapporter  les  expériences  que 
l'on    a  faites  pour  déterminer  la  concavité  ou  la  convexité  des 
surfaces  des  fluides,    dans  les  tubes    capillaires.    Les  physiciens 
n'ayant  jusqu'ici  considéré  la  courbure  des  surfaces,  que  comme 
un  effet  secondaire,  et  non  comme  la  cause  principale  des  phé- 
nomènes capillaires  -,  ils  se   sont  peu  occupés   de    la  déterminer. 
MM.  Haiiy  et  Trémery  ont  bien  voulu,  à  ma  prière,  déterminer 
celle  de  la  surface  de  l'eau.  Ils  ont  introduit  dans  un   tube  AB 
(Jig.  i4)  de  deux  millimètres  de  diamètre  intérieur,  une  colonne 
d'eau  MmnN\  et  après  avoir  fermé  le  tube   à  ses  deux  extrémi- 
tés ,   ils  l'ont  tenu  verticalement ,  et  ils  ont  mesuré  avec  beau- 
coup de  soin  les  deux  longueurs  Mm  et  II,  I  et  /étant  les  points 
les   plus  bas  des  deux  surfaces  MIN  et  min.  La  différence  Mm — Ii 
leur  a  donné  la  somme  des  deux  flèches  IP  et  ip ,  et  ils  ont  trouvé 
cette  somme  égale   à  ^±.MN.   Suivant  l'analyse   du  n°  5,    cette 
somme  serait  égale  à  MN ,  si  l'angle  que  nous  avons  désigné  par  6' 
dans  ce  numéro,  était  un  angle  droit,  ou  si  les  surfaces  de  l'eau 
étaient  tangentes   aux  parois  du  tube.    Mais  on    doit  considérer 
qu'en  les  supposant  tangentes,    on  ne  peut  pas  observer  exacte- 
ment les  points  de  contingence.  Ce  que  l'on  a  pris  pour  le  point  M, 
est  un  point  où  la  surface  de  l'eau  commence  à  quitter  sensible- 
ment les  parois  du  tube;  et  il  est  facile   de    s'assurer  que  pour 
trouver  IP -\-ip  =  ±±.MN ,  il  suffit  d'avoir  pris  pour  Met  m  des 
points    qui  ne  s'écartent  du  tube,  que  de  omi,0226,  ce  qui  n'est 
point  invraisemblable.  L'expérience  précédente  paraît  donc  indi- 
quer que  l'angle  6'  est  droit ,   pour  l'eau   relativement  au  verre  : 
«ne  expérience  semblable ,  faite  sur  l'huile  d'orange,  conduit  au 
même  résultat.  Ainsi  l'on  peut  croire  avec  vraisemblance,  que  les 
surfaces  de  l'eau,  de    l'huile,   et    généralement  des  fluides    qui 
mouillent  le  verre,  sont  à  très-peu-près  demi-sphériques  dans  les 
tubes  capillaires. 

En  déterminant  de   la  même  manière,  la  surface  convexe  du 
mercure  dans  un  tube  de  verre  très-étroit  ;  on  a  observé  qu'elle 
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est  à -peu -près  celle  d'une  demi-sphère.  Si  l'on  rapproche  ce  ré- 
sultat de  celui  que  nous  avons  donné  ci-dessus,  sur  l'abaissement 
du  mercure  au-dessous  du  niveau,  dans  les  tubes  de  verre,  très- 
étroits;  on  pourra  corriger  de  l'effet  de  la  capillarité,  les  hau- 
teurs du  baromètre.  Cet  effet  est  nul  dans  les  baromètres  à  deux 
branches  d'égale  largeur;  mais  dans  les  baromètres  formés  d'un, 
tube  plongeant  dans  une  large  cuvette,  l'effet  capillaire  devient 
d'autant  plus  sensible,  que  le  tube  est  plus  étroit.  La  hauteur 
barométrique  comptée  du  sommet  de  la  colonne  est  toujours 
moindre  que  celle  qui  est  due  à  la  pression  de  l'atmosphère;  ainsi 
l'on  voit  combien  est  fautive  la  méthode  de  quelques  observa- 
teurs qui  mesurent  la  hauteur  du  baromètre,  depuis  le  niveau 
jusqu'aux  points  où  la  surface  supérieure  de  la  colonne  touche  le 
tube.  Pour  ramener  les  hauteurs  du  baromètre,  à  celles  qui  ré- 
sultent de  la  pression  de  l'atmosphère ,  et  pour  rendre  ainsi  les 
divers  baromètres  comparables  entre  eux;  il  faut  corriger  ces  hau- 
teurs, de  l'effet  capillaire;  et  l'on  y  parviendra  en  intégrant  par 
approximation,  l'équation  différentielle  (b)  du  n°  4-  Cette  équa- 
tion donne  en  l'intégrant, 

dz 
H       H  du  ag    r      , 

V   1+d^F 
les  z  étant  ici  comptés  du  haut  en  bas,  depuis  le  sommet  de  la 

TT 

surface  de  la  colonne,  -r   est  l'effet  capillaire,  ou  ce  qu'il  faut 

ajouter  à  la  hauteur  du  baromètre,  pour  avoir  la  hauteur  due  à 
la  pression  de  l'atmosphère.  On  a  par  ce  qui  précède, 


Soit  /,  le  demi-diamètre   du  tube,  évalué   en  millimètres.  Aux 

dz 

points  où  w=/,  on  a  >        •==sin.6/;  la  valeur  de  -rsera 

V  l+te> 

donc 
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donc 

l'intégrale  étant  prise   depuis  n  =  o,  jusqu'à  u  =  L 

Il  faudrait  connaître  z  en  fonction  de  u,  pour  avoir  cette  in- 
tégrale. On  peut  la  déterminer  par  l'expérience,  en  observant 
que  2.Tt  .jzudu  est  l'espace  compris  entre  la  surface  du  mercure  à 
l'extrémité  supérieure  de  la  colonne,  la  surface  du  tube,  et  un 
plan  horizontal  mené  par  le  sommet  de  la  colonne  ;  espace  que 
l'on  peut  mesurer  avec  précision ,  par  le  poids  du  mercure  né- 
cessaire pour  le  remplir.  On  pourra  donc  former,  soit  par  l'ana- 
lyse, soit  par  l'expérience,  une  table  de  correction  de  l'effet  ca- 
pillaire dans  les  baromètres,  relative  aux  divers  diamètres  de  Jeurs 
tubes.  Cela  suppose  que  ces  tubes  sont  de  la  même  nature  ;  mais 
la  différence  entre  leurs  matières  est  peu  considérable;  et  d'ail- 
leurs, l'action  des  tubes  sur  le  mercure,  devant  être  très-petite, 
pour  que  la  surface  de  ce  fluide  dans  les  tubes  très  étroits,  soit 
à-peu-près  celle  d'une  demi-sphère  ;  cette  différence  ne  peut  pas- 
avoir  d'influence  sensible  sur  les  hauteurs  du  baromètre. 


FIN. 
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SUPPLEMENT 


A  LA  THEORIE 


DE  L'ACTION  CAPILLAIRE. 


JLj'objet  de  ce  Supplément  est  de  perfectionner  la  théorie  que 
j'ai  donnée,  des  phénomènes  capillaires;  d'en  étendre  les  appli- 
cations ;  de  la  confirmer  par  de  nouvelles  comparaisons  de  ses 
résultats  avec  l'expérience  ;  et  en  présentant  sous  un  nouveau 
point-de-vue  les  effets  de  l'action  capillaire  ,  de  mettre  de  plus 
en  plus  en  évidence  l'identité  des  forces  attractives  dont  cette  action 
dépend,  avec  celles  qui  produisent  les  affinités. 

Sur  V Equation  fondamentale  de  la  Théorie  de  V Action 

Capillaire. 

L'équation  aux  différences  partielles  du  n°  4  de  ma  Théorie  de 
l'action  capillaire ,  a  été  conclue  du  principe  de  l'équilibre  des 
canaux.  Ce  principe  consiste  en  ce  qu'une  masse  fluide  homogène, 
animée  par  des  forces  attractives,  est  en  équilibre  ;  si  l'équilibre 
a  lieu  dans  un  canal  quelconque  aboutissant  par  ses  extrémités,  à 
la  surface  du  fluide.  On  peut  le  démontrer  facilement  de  cette 
manière.  Imaginons  dans  l'intérieur  du  fluide,  un  canal  rentrant, 
d'une  largeur  infiniment  petite  et  uniforme.  Si  d'un  point  attirant 
pris  comme  centre ,   et  d'un   ravon  quelconque  }   on  décrit  une 
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surface  sphérique  qui   coupe  ce   canal  ;   si  du  même  centre  ,  et 
d'un  rajon   infiniment  peu  différent  du  premier  ,    on  décrit  une 
seconde  surface  ;  chacune  de  ces  surfaces  rencontrera  Je  canal,  au 
moins  en  deux  points  ,  et  elles  intercepteront  au  moins  deux  por- 
tions infiniment  petites  de  ce  canal.  Il  est  visible  que  les  deux 
colonnes  de  fluide  ,  comprises  dans  ces  portions  ,  seront  animées 
d'égales  forces  attractives-,  et  comme  elles  ont  la  même  hauteur 
dans  la  direction  de  ces  forces,  elles  se  feront  mutuellement  équi- 
libre. On  voit  donc  que  le  canal  entier  sera  en  équilibre  par  l'action 
du  point  attirant  5  d'où  il  résulte  que  l'équilibre  aura  lieu,  quel  que 
soit  le  nombre  de  ces  points.  Imaginons  maintenant ,  qu'une  por- 
tion du  canal  s'élève  jusqu'à  la  surface  du  fluide,  suivant  laquelle 
il  soit  plié  ;  l'équilibre  aura  encore  lieu  dans  ce  canal.  En  suppo- 
sant donc  qu'il  ait  lieu  séparément  dans  la  partie  intérieure  du 
canal,  il  aura  lieu  séparément  dans  la  portion  située  à  la  surface. 
Ce  dernier  équilibre  ne  peut  subsister  que  de  deux  manières  ;  ou 
parce  qu'à   chaque  point   du   canal  ,  la  force  dont   le   fluide   est 
animé ,  est  perpendiculaire  à  ses  côtés  ;   ou  parce  que  le    fluide 
pressant  dans  un  sens,  à  une  des  extrémités,  cette  pression  est 
détruite  par  une   pression   contraire  du   fluide  situé    vers  l'autre 
extrémité.  Mais  dans  ce  dernier  cas,  il  n'y  aurait  point  équilibra 
dans  la  partie  du  canal,   pliée  sur  la    surface,  si  les  deux  extré- 
mités de  ce  canal  aboutissaient  dans  la  partie  du  fluide  de  la  surface, 
qui  presse  dans  le  même  sens.  Ainsi,  dans  la  supposition  qu'il  y  a 
généralement  équilibre  dans  un  canal  intérieur  aboutissant  par  ses 
extrémités  à  la  surface;  si  l'on  conçoit  un  canal  quelconque  ren- 
trant en  lui-même  ,  et  dont  une  portion  soit  pliée  sur  la  surface 
du  fluide  ;  la  résultante  des  forces  qui  animent  le  fluide  dans  cette 
portion  ,  doit  être  perpendiculaire  aux  côtés  du  canal.  Or  cela  ne 
petit  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la  direction  du  canal,  qu'autant 
que  cette  résultante  est  perpendiculaire  à  la  surface  j  car  en  la 
décomposant  eii  deux ,  l'une  perpendiculaire  ,  et  l'autre  parallèle 
à  la  surface,  cette  dernière  force  ne  serait  point  détruite  par  les 
côtés  d'un  canal  qui  suivrait  sa  direction.  L'équilibre  dans  un  canal 
quelconque  intérieur  dont  les  extrémités  aboutissent  à  la  surface, 
est  donc  nécessairement  lié  à  la  condition  de  la  perpendicularilé 
de  la  forcé  à  la  surface ,  condition  qui ,  si  elle  est  satisfaite  ,  dé- 
termine l'équilibre  de  toute  la  masse  fluide ,  comme  on  l'a  vu 
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dans  le  premier  livre  de  la  Mécanique  Céleste.  Les  équations 
conclues,  soit  de  l'équilibre  des- canaux,  soit  de  la  perpendicu- 
îarité  de  la  force  à  la  surface,  doivent  donc  être  identiques,  ou 
du  moins,  la  différentielle  l'une  de  l'autre*,  et  il  est  facile  de  voir 
que  la  seconde  est  une  différentielle  de  la  première.  Car  l'équation 
donnée  par  l'équilibre  des  canaux,  ne  renferme  que  des  différences 
du  second  ordre-,  au  lieu  que  la  force  tangentielle  à  une  surface 
capillaire,  étant  produite,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  le  n°  4  de  la 
Théorie  citée,  par  la  pesanteur  décomposéë^arallèlement  à  cette 
surface ,  et  par  l'attraction  de  la  différence  de  la  masse  fluide  à 
celle  de  l'ellipsoïde  osculateur  ,  différence  qui  dépend  des  diffé- 
rences du  troisième  ordre  ;  l'équation  résultante  de  la  condition 
de  la  force  tangentielle  nulle,  on,  ce  qui  revient  au  même  ,  de  la 
perpendicularité  des  forces  à  la  surface  ,  renferme  des  différences 
du  troisième  ordre,  et  par  conséquent,  elle  est  la  différentielle  de 
l'équation  donnée  par  l'équilibre  des  canaux.  Mais  il  est  intéressant 
de  s'en  assurer  à  posteriori.  C'est  ce  que  je  vais  faire  ici ,  et  il 
en  résultera  une  confirmation  de  l'équation  fondamentale  de  ma 
Théorie,  et  un  moyen  simple  d'y  parvenir. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées ,  un  point  quelconque  de 
la  surface  ,  que  nous  désignerons  par  O  ;  et  pour  axe  des  z  ,  la 
perpendiculaire  à  la  surface  à  ce  point.  La  valeur  de  z  donnée  par 
l'équation  à  la  surface,  et  développée  suivant  les  puissances  et  les 
produits  des  deux  autres  coordonnées  rectangulaires,,  oc  et  y,  sera  de 
cette  forme, 

z  =  A  .  x*  -f-  \.xy-\-B  .y* 

■+■  C  .  x3  -f-  D  .  x*y  +  E  .  xy*  -h  F. y3 

+  etc. 

Les  trois  premiers  termes  de  cette  expression  de  z,  sont  relatifs  àl'el- 
lipsoïde  osculateur  de  la  surface,  ou  plus  exactement/au  paraboloïde 
osculateur-,  or  l'attraction  de  ce  solide  sur  le  point  O ,  est  évidem- 
ment dirigée  suivant  l'axe  de  z}  puisque  le  solide  est  symétrique 
des  côtés  opposés ,  autour  de  cet  axe  j  la  force  tangentielle  du 
point  O,  due  à  l'action  de  la  masse  entière,  ne  peut  donc  résultée 
que  de  l'attraction  du  solide  dont  l'équation  de  la  surface  est 

z  =  C.  x3  +  D .  x'y  +  E .  xy  +  F .y\ 
-h  etc. , 
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solide  qui  n'est  que  la  différence  de  la  masse  entière ,  au  parabo= 
loïde  osculateur.  Pour  déterminer  la  force  tangentielle  due  à  l'at- 
traction de  ce  solide  différentiel,  sur  le  point  O  ;  nommons  y,  la 
distance  d'un  des  élémensdece  solide,  à  ce  point.  Nommons  encore  9, 
l'angle  que  cette  droite  forme  avec  l'axe  des  x.  Les  attractions  sur 
le  point  O ,  n'étant  sensibles  que  dans  un  très-petit  espace;  on  peut 
considérer  ici  les  trois  droites  x ,  y,  et  f ,  comme  étant  dans  un 
même  plan  tangent  k  fa  -surface  au  point  O;  et  l'on  peut  négliger 
les  puissances  et  les  pïxrduits  de  x  et  dey ,  supérieures  au  troisième 
ordre.  On  aura  ainsi  pour  l'élément  du  solide  différentiel , 

fdf.  dQ.{Û.x3-\-D.xy  +  E.  xy'  +  F  .y3  }. 

Il 

Si  l'on  désigne  la  loi  de  l'attraction ,  par  q>  (f)  ;  l'attraction  de 
cet  élément  sur  le  point  O ,  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x, 
sera 

fdf.  <p(/)  .  dQ  .  cos.ô  .  {  C  .  x3  +D  .  xy  -f-  E .  xy*  -J-  F  .  j3}; 

et  parallèlement  à  l'axe  desj,  elle  sera 

fdf.  <p  (f)  .  dû  .  sin.  0  .  {C  .  x3  +  D  .  xy  +  E  .  xy*  +  F  .  y3 }. 

On  aura  de  plus 

x—f.  cos.ô;      y  z=-f  .ûn.^; 

la  force  tangentielle  du  point  O ,  due  à  l'attraction  de  la  masse 
fluide ,  sera  donc  parallèlement  aux  x , 

// f44f '•?>(/) -d6  {C -cost.S+Z? .cos3.fl .sin.fl-f  E .cos2 .9 .sw\è-j-F '.cos.fl .sin3 'A)  ; 

et  parallèlement  aux  y,  elle  sera 

f/J 'Wf.fifitdÂÂÇ.  cos3.fl.  sin  J-J-D.coss.8.sin!l.ô-)-.E.  cosJ.sin3J+F.  sin'»  J): 

Les  intégrales  relatives  à  0 ,  doivent  être  prises  depuis  6  =  o 
jusqu'à  ô  =  27f  ,  rf  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon 
est  l'unité  :  les  deux  intégrales  précédentes  deviennent 

Z.{5C  +  E}.ff*df.ç(f); 
?r.{5F+D}.ff+df.v(f). 
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L'intégrale  relative  à /"peut  être  prise  àepuisf=o  jusqu'à /infini; 
ensorte  qu'elle  est  indépendante  des  dimensions  de  la  masse  atti- 
rante. C'est  là  ce  qui  caractérise  ce  genre  d'attractions  qui  n'étant 
sensibles  qu'à  des  distances  imperceptibles  ,  permettent  d'ajouter 
ou  de  négliger  à  volonté ,  les  attractions  des  corps  ,  à  des  distances 
plus  grandes  que  le  rayon  de  leur  sphère  d'activité  sensible.  Dési- 
gnons comme  dans  le  n°  i  de  ma  Théorie  de  l'action  capillaire, 
par  c  —  n  (f) ,  l'intégrale  fdf.  <p  (f)  ,  prise  depuis/"=  o;  c  étant 
la  valeur  de  cette  intégrale  ,  lorsque/* est  infini.  H(f)  sera  une 
quantité  positive  décroissante  avec  une  extrême  rapidité;  et  l'on 
aura,  en  prenant  les  intégrales  depuis  f=o, 

ff'df.  *  (f)  =  -f*.  n  (f)  +  Àfpdf.  n  (f). 

— f*.Tl  (f)  est  nul,  lorsque  /est  infini;  car,  quoique/*4  devienne 
alors  infini  ,  l'extrême  rapidité  avec  laquelle  n  (f)  est  supposé  dé- 
croître, rend  /"*  .  U  (f)  nul.  Les  fonctions  <p  (f)  et  Tl  (f)  ne 
peuvent  être  mieux  comparées  qu'à  des  exponentielles  telles  que 
c~~if,  c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité, 
et  i  étant  un  très-grand  nombre.  En  effet,  c~if  est  fini  lorsque/ 
est  nul,  et  devient  nul  lorsque  /est  infini;  de  plus,  il  décroît 
avec  une  extrême  rapidité  ,  et  le  produit  f".  c~if  est  toujours  nul, 
quel  que  soit  l'exposant  n,  lorsque/" est  infini.  Soit  encore,  comme 
dans  le  n°  i  de  la  Théorie  citée, 

ffdf.K(f)  =  c'  -•*•(/); 

c'  étant  la  valeur  de  cette  intégrale,  lorsque  /"est  infini.  ^  (/) 
sera  encore  une  quantité  positive  décroissante  avec  une  extrême 
rapidité  ;  et  l'on  aura 

^.fpdf.U(f)  =:  -  4/*.  *  (/)  +  8  ./fdf.  *  (/). 

dans  le  cas  de/"  infini,/**  ""f  (f)  devient  nul;  on  a  donc  en  prenant 
l'intégrale  depuis~/"=o,  jusqu'à  /"infini  , 

4  .fp  df.  n  (/)  =  8  .ffdf.  *  çf). 
Enfin  ,  si  l'on  désigne ,  comme  dans  le  n°  cité,  par  —  l'intégrale 
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ffdf.^{f)  prise  depuis/nul,  jusqu'à  f  infini;  on  aura 

jpdf.  9  (/)  =  8  .ffdf.  *  (/j  ==  if. 

Les  deux  forces  fangentielles  précédentes  parallèles  aux  axes  des  x 
et  des  y  deviendront  ainsi  : 

(5C  -\-E)  .H;     (5F  +  D).H. 

Maintenant ,  si  l'on  observe  que  l'axe  des  z  étant  perpendicu- 
laire à  la  surface,  on  a  au  point  O  , 

/  dz  \  _         /  dz' 


,\  /  dz  \ 


\dx,/ >      \dyj .» 

l'expression  de  z  développée  dans  une  série  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  et  aux  produits  de  x  et  de  y ,  sera  par  les  théorèmes 
connus, 

Z  —  \dx>)  •   a   /"  \dxdyj  ■  ^  ^VjV  •  2 

',,  /t&s\     a:3     .    /    dfz    \     x2y         (    d?z    \     xy2         ( 'A\    _y2 
"+"  \JxO  •    6  "^  \dx>dy)  •  "T  T  V&ê^J  '  ~¥"  +  V^yV  '  6' 

4-  etc. ; 
ce  qui  donne 

r  —  ï   f^îV    n  —  1   f  rf3z  V 

Les  forces  fangentielles  précédentes  deviendront  par  conséquent 

Nommons  g  la  pesanteur,  et  —  du,  l'élément  de  sa  direction. 
La  condition  de  la  perpendicularité  des  forces  à  la  surface,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  de  la  résultante  des  forces  tangentielles, 
nulle  ,  se  réduit ,  comme  on  l'a  vu  dans  le  premier  livre  de  la 
Mécanique  Céleste,  à  ce  que  la  somme  des  produits  de  chaque 
force ,  par  l'élément  de  sa  direction  ,  soit  nulle.  En  multipliant 
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donc  par  dx,  la  force  parallèle  à  l'axe  des  x;  par  dy ,  la  force  pa- 
rallèle à  l'axe  des  y ,  et  la  pesanteur  g ,  par  —  du  ;  la  somme  de 
ces  produits,  égalée  à  zéro,  donnera  l'équation 

0=4ff.{(Ê).&+(^).^+(^i).^+(|).^}-^, 

On  a  par  le  n°  4  delà  Théorie  de  l'action  capillaire,  au  point  O 
ou(Ê)  et(^)  sont  nu,s> 


R  et  R'  étant  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  oscillateurs 
à  ce  point  ;  on  aura  donc 

équation  qui  est  évidemment  la  différentielle  de  l'équation  fonda-» 
mentale  du  n°  4  de  ma   Théorie  de  l'action  capillaire. 

On  peut  déterminer  de  la  même  manière,  l'action  perpendi- 
culaire à  la  surface.  Cette  action  dépend  de  la  partie  A.x? .-\-h.xy 
-f-  B.y* ,  de  l'expression  de  z.  Soit  r  la  distance  d'un  point  quel- 
conque de  l'axe  des  z ,  situé  au  dedans  du  solide  ,  à  l'origine  des  zj 
etf  la  distance  de  ce  point  à  une  molécule  de  l'intérieur  du  corps } 
dont  les  coordonnées  sont  x  y ,  z.  On  aura 

/»==^+Jr»  +  (z  —  ry. 

l'élément  du  solide  sera  sds.dQ.dz,  s  étant  l'hypoténuse  du  triangle 
rectangle  dont  x  et  y  sont  les  côtés  ,  et  par  conséquent  étant  égal 
à  \/x*  -\-ya',  8  est  l'angle  que  s  forme  avec  l'axe  des  x.  Repré- 
sentons comme  ci-dessus,  par  <p  (  f)  ,  la  loi  de  l'attraction.  L'at- 
traction de  l'élément  solide  sur  le  point  dont  il  s'agit,  décomposée 
suivant  l'axe  des  z,  sera 

sds  .dQ.dz.  ^=^  .  <p  (/). 

Nommons  encore  ,  comme  précédemment ,  c  —  n  (f)  l'intégrale 
f'if-^if)  )  prise  depuis /;=  o.  La  différentielle  précédente  pourra 
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être  mise  sous  la  forme 


-  sds  .dt.dz.  (^py 


L'attraction  du  solide  entier,  sur  le  point  que  nous  considérons, 
sera  donc  suivant  l'axe  des  z, 


zfîfà.à*M.$m% 


d'où  l'on  tire  pour  cette  attraction  prise  depuis  z  =  z'  jusqu'à 
z  infini,  ce  qui  rend  n  (f)  nul , 

ffsds.dù.n(f'); 

f  étant  la  valeur  def  relative  aux  points  de  la  surface,  et  z'  étant 
la  valeur  de  z  relative  à  ces  points.  Or  on  a 

z'  sa  A  .  x*  -f-  A  .  xy  -f  B  .y1  j 

on  a  de  plus,  à  fort  peu-près, 

f>  —  x*+y>  +  r>  —  zrz'  , 

en  négligeant  le  carré  de  z',  par  rapport  à  a;2  H-j^-r-r";  on  aura 
donc 

f'df  =  sds  —  rdz'. 

Si  l'on  substitue  pour  z'  sa  valeur,  et  si  l'on  observe  que... 
x  =  s  .  cos.  9  ;  y  =  s.  sin.  9;  l'équation  à  la  surface  donnera  ,  en 
regardant  9  comme  constant , 

dz'  =  2  sds  .  {A  cos*.  G  +  X .  sin.  6  .  cos.  9  -f-  B  .  sin2. 9}. 

Ainsi  r  étant  extrêmement  petit,  tant  que  n  (f  )  a  une  valeur 
sensible  ,  on  pourra  supposer  à  très-peu-près , 

sds=f'df'.{i  +  2 Ar. cos*.  Q-j-2  A. r. sin. 9. cos.  0-f-2.5r.sin*.  6}. 

"L'intégrale  ffsds.d8.n.(f)  se  transforme  ainsi  dans  la  suivante  : 

fff'df  .dù.{i+zJr.  cos1.  9  -f-  2  Ar  .  sin.  9  .  cos.  9  +  2  5r  .  sin2.  9  }  .  n  (/'  ). 

D'après  les  principes  connus  sur  la  transformation  des  doubles 

intégrales  , 
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intégrales  ,  on  peut  intégrer  ici ,  d'abord  par  l'apport  à  9 ,  et 
ensuite  par  rapport  à/'.  L'intégrale  relative  à  6,  doit  s'étendre 
depuis  ô  =  o,  jusqu'à  G  ==  2  rr-,  la  double  intégrale  précédente  se 
réduit  ainsi  à  cette  intégrale  simple 

**  •Jfàf'-X  i  +  (A  +  B).r}.U  (/'). 

Représentons,   comme    ci-dessus,    par  c'  —  "F  (/')  l'intégrale 
ff'df.  U(f')  ,  prise  depuis  y  nul  ,    d  étant   sa  valeur  entière 
depuis/'=o  jusqu'à/''  infini.  L'intégrale  précédente  devant  être 
prise  depuis /'  =  r  jusqu'à/'  infini,  elle  deviendra 

Maintenant ,  si  l'on  nomme  R  le  rayon  oscillateur  de  la  section 
de  la  surface ,  par  un  plan  passant  par  les  axes  des  x  et  des  z  ; 
on  aura 

2  n 

Si  l'on  nomme  pareillement  R'  le  rayon  oscillateur  de  la  section 
de  la  surface,  par  un  plan  passant  par  les  axes  des  y  et  des  z  ; 
on  aura 

•on  aura  donc  pour  l'attraction  du  corps,  sur  un  point  placé  dans 
son  intérieur,  suivant  la  direction  du  rayon  osculateur  à  la  sur- 
face, et  à  la  distance  r  de  cette  surface, 

«•{'+:-G+sO}-*m. 

Pour  avoir  l'action  entière  du  corps,  sur  un  fluide  renfermé  dans 
an  canal  infiniment  étroit  perpendiculaire  à  la  surface  ,  et  dont 
la  base  est  prise  pour  unité  ;  il  faut  multiplier  l'expression  pré- 
cédente par  dr ,  et  l'intégrer  depuis  r  =  o  jusqu'à  r  infini.  Soit 
alors 

27T  .fdr  .*(}•)  =K;     2tf  .frdr  .  *  (r)  =  H; 

faction  du  corps  sur  le  canal,  sera 

3"    SUPPL.    LIV.    X.  B 
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ce  qui  est  conforme  à  ce  que  l'on  a  vu  clans  le  n°  5  de  ma  Théorie 
sur  i'action  capillaire.  Celle  expression  est  relative  aux  corps  ter- 
minés par  des  surfaces  convexes  :  lorsqu'elles  sont  concaves,  ou 
convexes  dans  un  sens  et  concaves  dans  l'autre  ,  il  faut  supposer 
négatif,  le  rayon  de  courbure  relatif  à  la  concavité. 

Considérons  maintenant,  un  fluide  renfermé  dans  un  tube  ca- 
pillaire et  prismatique,  plongeant  verticalement  par  son  extrémité 
inférieure,  dans  un  vase  d'une  étendue  indéfinie-,  et  supposons  la 
surface  du  fluide,  concave.  Rapportons  un  point  quelconque  de 
cette  surface ,  à  trois  coordonnées  orthogonales,  oc,  y,  z,  dont 
les  deux  premières  Soient  horizontales,  et  dont  la  troisième  soit 
verticale  et  nulle  relativement  au  peint  le  plus  bas  de  cette  sur- 
face. Nommons  h  l'élévation  de  ce  dernier  point,  au-dessus  du 
niveau  du  fluide  du  vase.  Si  l'on  imagine  un  canal  infiniment 
étroit  passant  par  un  point  quelconque  de  la  surface,  se  recour- 
bant sous  le  tube,  et  aboutissant  à  la  surface  de  niveau  du  fluide 
du  vase;  h-\-  z  sera  la  hauteur  du  point,  au-dessus  du  niveau; 
en  nommant  donc  D ,  la  densité  du  fluide;  la  condition  de  son 
équilibre  dans  le  canal ,  donnera  l'équation  , 


Mais  si  l'on  fait  (£-)  =  V  >  (t)=:9)  on  a  Pai*  'a  ln^oî'ie  ^es 
surfaces  courbes , 


on  aura  donc 

,      fo+^-©-^{(|)+@Ko^>(£)(  '- 

I  • H-  \ • s —  t=gD:  ih  +*)  y 

équation  qui  est  visiblement  la  même  que  l'équation  (a)  du  n°  4 
de  la  Théorie  citée. 
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En  multipliant  celte  équation  par  dxdy ,  et  en  l'intégrant  en- 
suite par  rapport  à  dx  et  dy  ;  en  observant  de  plus  ,  que  la  fonction 
multipliée  par  £.£f>   peut   être  mise  sous  la  forme 

+  fd 


V\rl-F)-\-.q* 


on  aura 


n  p>  (  r 


\M:   I       dxdy.),   ,*.— ^=\+     d.-^-y^D.fAh+^Jj. 


j  /       ^\ 


j/'+pM-" 


dr 


\/i+F 

+  92 

dy 

v^+p-'+c 

rÊ'. 

dy 

7  J 

Les  doubles  intégrales  doivent  être  prises  -dans  tonte  l'étendue_de 
la  section  intérieure  horizontale  du  prisme;  la  double  intégrale 
gD .// (/z-f- z).dx.dy  est  donc  le  poids  du  fluide  élevé  par  l'action 
capillaire,  au-dessus  du  niveau.  Ainsi,  en  nommant  y  le  volume 
de  ce  fluide.;  on  aura 

gD .ffdx.dy :(h Af- z)  =  gD ..  V, 

La  double  intégrale 

rfâx.  dy.fd .  p      -\ 


Y  dx  J 

devient  en  l'intégrant  par  rapport  à  x , 

i.H.fdy.(-^^= ==kL=r=V 

(p)  et  (q)  étant  ce  que  deviennent  p.  et  q,  à.  l'origine   de   l'in- 
tégrale. Pareillement,  la  double  intégrale 

H .   Cfdxdj  .  f 


l/i+pa  +  </a 


V  dy'  y 

devient  en  l'intégrant  par  rapport  à  y , 

l.H.fdx.    (      '■■■   'ï'-:Z  -  -  M  \ 
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Pour  avoir  une  idée  précise  de  ces  intégrales  et  de  leurs  limites, 
bous  observerons  que  ces  limites  sont  la  section  horisoutale  de  la 
surface  intérieure  du  tube  ,  et  que  cette  section  est  une  courbe 
rentrante.  Prenons  l'origine  des  x  et  des  y ,  au  dehors  de  cette 
courbe  ,  de  manière  qu'elle  soit  comprise  toute  entière  dans  l'angle 
droit  formé  par  les  axes  des  x  et  des  y.  Dans  ce  cas  ,  les  valeurs 
de  dx  et  de  dy  sont  évidemment  positives  dans  les  doubles  inté- 
grales précédentes,  lorsque  gD  .ff(h-\- z)..a'xdy  exprime  le  poids 
du  fluide  soulevé,  comme  nous  le  supposons  ici;. ces  différentielles 
doivent  donc  aussi  être  supposées  positives  dans  les  intégrales  sim- 
ples.   Cela  posé  , 

L'élément -/    '  W^  =L  se  rapporte  à  la  branche  de  la  sec- 

—    Tï  nd  r 

iion ,  convexe  vers  l'axe  des.  x  ;  et  l'élément  — "'  ,?  '■ —  se  rap- 
porte  à  la  branche  concave  vers  le  même  axe.  L'élément 
—  ■  -===  '  =  —,  se  rapporte   à  la  branche  de  la  section,  con« 

vexe   vers  l'axe    des   y;    et  l'élément — °     '=LM=  se  rapporte  à  la 

branche  concave  vers  le  même  axe,  en  supposant  donc  que  les 
élémens 

j.H.(q).dx  _        j.IL(p).dy 

Vi  +'(/»)*+  (.<?)■  '         Ki+W  +  Cs1) 

se  rapportent  au  même  point  de  la  sectiou  ;.  ce  point  appartiendra 
à  la  partie  de  la  section  ,  convexe  à-la-fois  vers  l'axe  des  x ,  et  vers 
l'axe  des  y.  Dans  cette  partie,  les  valeurs  de  dx  et  de  dy  rappor- 
tées à  la  courbe,  sont  de- signe  contraire;  en  supposant  donc  dx 
toujours  positif,  dy  sera  négatif,  et  la  somme  des  deux  élémens 
précédons  sera. 

i.H.{(P).dy-(qy.Jxy 

les  différentielles  dx  et  dy  étant  ici  celles  de  la  section.. 
t-w        -h  -        -i        m  r  trr  \.H.q.dx         ,        -l.H.p.dy, 

Pareillement,  si  les  ejemens     '_  ==g  et      .    ■    r    -i—  se  rap» 

Vi+P  +  q*       v/i+p'  +  q" 
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portent  au  même  point  de  la  section;  ce  point  sera  dans  une  par- 
tie de  la  courbe  ,  concave  à-!a-fois  vers  l'axe  des  x  et  vers  l'axe 
des  y.  Dans  celte  partie,  les  différentielles  dx  et  dy ,  rappor- 
tées à  la  courbe,  sont  de  signe  contraire-,  la  somme  des  deux  élé- 
mens  précédens  sera  donc,  en  supposante  positif, 

j.H.{pdy  —  gdx% 

ï/i+^  +  g*     '' 

les  différentielles  dx  et  dy  étant  ici  celles  de  la  section. 

Si  les-élémens —    '^q)  =     ■ ,  et    ,'*     'JLJL=  appartiennent1 

V^  +  ipT  +  W       y*+p*  +  q*    ^ 
au  même   point  ;  ils  se  rapporteront   à  la  partie  de  la  courbe  , 

convexe  vers  l'axe  des  a:,. et  concave  vers  l'axe  des  y  ;  et  alors 

dx  et  dy  sont  de  même  signe. 

Enfin  ,  si  les  élémens ,  s"  ^        et  — =    qcx    -  se   rap-- 

Vi  +  (.py+(qy     vi+P*+q*        r 

portent  au  même  point,  ils  appartiendront  à  la  partie  de  la  courbe^ 
qui  est  convexe  vers    l'axe  des  y,    et  concave  vers  l'axe  des  x.;. 
alors  dx  et  dy  sont  de  même  signe... 

On  voit  ainsi  qu'en  exprimant  généralement  par  — ^     '?  J-— 

et  — *'    "?  x  -  ces  élémens ,   soit  qu'ils  se  rapportent  à  l'origine 

l/i+/>a-r-  <f 
ou  à  la  fin  des  intégrales  relatives  à  x  eba  y;  ils-  ont  un  signe 
contraire    dans  les  mêmes  points  de  la  courbe ,  lorsque  les  diffé- 
rentielles dx    et  dy  sont  celles   de    la  courbé    elle-même;  leur 
somme  sera  donc,  en  regardant  toujours  dx  comme  positif,.. 

le  signe -f-  ayant  lieu  dans  la  partie  de  la  courbe,  convexe  vers 
l'axe  des  x,  et  le  signe  —  ayant  lieu  dans  la  partie  concave. 

Maintenant,  il  est  facile  dé  s'assurer  par  là  théorie  des  surfaces 
courbes,  que  si  l'on  nomme  <sr  l'angle  que  le  plan  tangent  à  la 
surface  du  fluide  intérieur  au  tube,. forme  avec  les  parois-du  tube 


-h 
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toujours  supposé  vertical,  à  l'extrémité  de  sa  sphère  d'activité  sen- 
sible; on  a 

ds  étant  l'élément  de  la  section;   on  a  donc    en  observant   que 
l'angle  <sr   est  constant,   comme  je  l'ai  fait  voir  dans  la  théorie 

citée  , 

\;  J       '  —  =  0.005. <sr  , 

c  étant  le  contour  entier  de  la  section  ;  partant 

.Si.  ci.  gos.  m , 


gD.V-i==-\. Hc.cos. t&  -,  ~(o) 

ainsi  le  volume  de  fluide,  élevé  au-dessus  du  niveau  par  l'action 
-capillaire,  est  proportionnel  au  contour  de  la  section  de  la  sur- 
face intérieure  du  tube.  On  peut  parvenir  à  celle  équation  remar- 
quable, en  considérant  sous  le  point  de  vue  suivant ,  les  effets 
de  l'action  capillaire. 


Nouvelle  manière  de  considérer  l'action  capillaire. 

La  manière  dont  nous  avons  envisagé  jusqu'à  présent  les  phé- 
nomènes capillaires,  est  fondée  sur  la  considération  de  la  surface 
du  fluide  renfermé  dans  un  espace  capillaire,  et  sur  les  condi- 
tions de  l'équilibre  de  ce  fluide,  dans  un  canal  infiniment  éiroit, 
aboutissant  par  une  de  ses  extrémités,  à  cette  surface,  et  par 
l'autre  extrémité,  à  la  surface  du  niveau  du  fluide  indéfini  dans 
lequel  les  parois  de  l'espace  capillaire  sont  plongées.  Nous  allons 
•ici  considérer  directement  les  forces  qui  soulèvent  ou  dépriment 
le  fluide  dans  cet  espace.  Cette  méthode  va  nous  conduire  à  plu- 
sieurs résultats  généraux  qu'il  serait  difficile  d'obtenir  directement 


S  U  P  P' L  E"M  E  N  T    À  U    X=   L  I  V  R  E.  1 5 

par  la  précédente,  et  le  rapprochement  de  ces  deux  méthodes 
nous  donnera  le  moyen  de  comparer  exactement  les  affinités  des 
différées  corps  avec  les  fluides. 

Imaginons  un  tube  quelconque  prismatique  dont  les  côtés  soient 
perpendiculaires  à  la  base;  supposons  que  par  son  extrémité  in- 
férieure, il  plonge  verticalement  dans  le  fluide,  et  que  le  fluide 
s'éiève  clans  ce  tube  au-dessus  du  niveau.  U  est  clair  que  cela 
n'a  lieu  que  par  l'action  des  parois  du  tube  sur  le  fluide,  et  du 
fluide  sur  lui-même:  une  première  lame  de  fluide  conligue  aux 
parois,  est  soulevée  par  cette  action;  cette  lame  en  soulève  une 
seconde,  celle-ci  une  troisième,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
Je  poids  du  volume  de  fluide  soulevé,  balance  les  forces  attrac- 
tives qui  tendent  à  l'élever  davantage.  Pour  déterminer  ce  volume 
dans  l'état  d'équilibre,  concevons  à  l'extrémité  du  tube,  un  se- 
cond tube  idéal  dont  les  parois  infiniment  minces  soient  le  pro- 
longement de  la  surface  intérieure  du  premier  tube,  et  qui  n'ajant 
aucune  action  sur  le  fluide,  n'empêchent  point  l'action  réciproque 
des  molécules  du  premier  tube  et  du  fluide.  Supposons  que  ce 
second  tube  soit  d'abord  vertical,  qu'ensuite  il  se  recourbé  ho- 
rizontalement, et  qu'enfin  il  reprenne  sa  direction  verticale,  en 
conservant  dans  toute  son  étendue ,  la  même  figure  et  la  même 
largeur.  Il  est  visible  que  dans  l'état  d'équilibre  du  fluide,  la  pres- 
sion doit  être  la  même  dans  les  deux  branches  verticales  du  ca- 
nal composé  du  premier  et  du  second  tube.  Mais  comme  il  y  a 
plus  de  fluide  dans  la  première  branche  verticale  formée  du  pre- 
mier tube  et  d'une  partie  du  second,  que  dans  l'autre  branche  ver- 
ticale-, il  faut  que  l'excès  de  pression  qui  en  résulte,  soit  détruit 
parles  attractions  verticales  du  prisme  et.  dû  fluide,  sur  le  fluide 
contenu  dans  cette  première  branche.  Analysons  avec  soin  ces 
attractions  diverses,  et  considérons  d'abord  celles  qui  ont  lieu 
vers  la  partie  inférieure  du  premier  tube. 

Le  prisme  étant  supposé  vertical  et  droit,  sa  base  est;  horizon- 
tale. Le  fluide  contenu  dans  le  second  1ube  est  attiré  verlicale-- 
menl  vers  le  bas,  i°.  par  lui-même;  2°.  par  le  fluide  environ- 
nant ce  second  tube.  Mais  ces  deux  attractions  sont  détruites  par 
les  attractions  semblables  qu'éprouve  le  fluide  contenu  dans  la  se- 
Gor.de  branche  verticale  du  canal,    près  de   la   surface  de  niveau  - 
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du  fluide  ;  on  peut  donc  en  faire  abstraction  ici.  Le  fluide  de  la  pre- 
mière branche  verticale  du  second  tube  est  encore  attiré  vertica- 
lement en  haut,  par  le  fluide  du  premier  tube.  Mais  cette  attraction 
-est  détruite  par  l'attraction  qu'il  exerce  sur  ce  dernier  fluide-,  on 
peut  donc  encore  ici  faire  abstraction  de  ces  deux  attractions  ré- 
ciproques. Enfin,  le  fluide  du  second  tube  est  attiré  verticalement 
en  haut  par  le  premier  tube,  et  il  en  résulte  dans  ce  fluide, 
une  force  verticale  que  nous  désignerons  par  Q,  et  qui  contribue 
à  détruire  l'excès  de  pression  dû.  à  l'élévation  du  fluide  dans  le 
premier  tube* 

Examinons  présentement  les  forces  dont  le  fluide  du  premier 
tube  est  animé.  Il  éprouve  dans  sa  partie  inférieure,  les  attractions 
suivantes.  i°.  Il  est  attiré  par  lui-même-,  mais  les  attractions  réci- 
proques d'un  corps  ne  lui  impriment  aucun  mouvement,  s'il  est 
solide,  et  l'on  peut,  sans  troubler  l'équilibre,  concevoir  le  fluide 
du  premier  tube,  consolidé.  a°.  Ce  fluide  est  attiré  par  le  fluide 
intérieur  du  second  tube  ;  mais  on  vient  de  voir  que  les  attrac- 
tions réciproques  de  ces  Jeux  fluides  se  détruisent,  et  qu'il  n'en, 
faut  point  tenir  compte*  3°.  11  est  attiré  par  le  fluide  extérieur 
qui  environne  le  second  tube,  et  de  cette  attraction,  il  résulte 
•  nne  force  verticale  dirigée  vers  le  bas ,  et  que  nous  désignerons 
par — Q'.  Nous  lui  donnons  le  signe  —  ,  pour  indiquer  que  sa 
direction  est  contraire  à  celle  de  la  force  Q,  Nous  observerons 
ici  que  si  les  lois  d'attraction,  relatives  à  la  distance,  sont  les 
mêmes  pour  les  molécules  du  premier  tube  et  pour  celles  du  fluide, 
ensorte  qu'elles  ne  diffèrent  que  par  leurs  intensités;  en  nommant 
p  et  p'  ces  intensités  à  volume  égal ,  les  forces  Q  et  Q'  sont  pro- 
portionnelles à  p  et  p'  ;  car  la  surface  intérieure  du  fluide  qui  en- 
vironne le  second  tube,  est  la  même  que  la  surface  intérieure  du 
premier  tube-,  les  deux  masses  ne  diffèrent  donc  que  par  leur  épais- 
seur; mais  l'attraction  des  masses  devenant  insensible  à  des  distances 
sensibles  ,  la  différence  de  leur  épaisseur  n'en  produit  aucune  dans 
leurs  attractions ,  pourvu  que  ees  épaisseurs  soient  sensibles. 
4°.  Enfin  ,  le  fluide  du  premier  tube  est  attiré  verticalement  en 
haut  par  ce  tube.  En  effet,  concevons  ce  fluide  partagé  dans  une 
infinité  de  petites  colonnes  verticales-,  si  par  l'extrémité  supérieure 
â'nne  de  ces  colonnes,  on  mène  un  plan  horizontal  ;  la  partie  du 
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tube  ,  inférieure  à  ce  plan  ,  ne  produira  aucune  force  verticale 
dans  la  colonne-,  il  n'j  aura  donc  de  force  verticale  produite,  que 
celle  qui  sera  due  à  la  partie  du  tube ,  supérieure  au  plan  ;  et  il 
est  visible  que  l'attraction  verticale  de  cette  partie  du  tube  sur  la 
colonne,  sera  la  même  que  celle  du  tube  entier  sur  une  colonne 
égale  et  semblablement  placée  dans  le  second  tube.  La  force  verti- 
cale entière  produite  par  l'attraction  du  premier  tube  sur  le  fluide 
qu'il  renferme  ,  sera  donc  égale  à  celle  que  produit  l'attraction 
de  ce  tube,  sur  le  fluide  renfermé  dans  le  second  tube;  cette  force 
sera  donc  égale  à  Q. 

En  réunissant  toutes  les  attractions  verticales  qu'éprouve  le  fluide 
renfermé  dans  la  première  brandie  verticale  du  canal-,  on  aura  une 
force  verticale  dirigée  de  bas  en  liaut ,  et  égale  à  2Q  —  Q'.  Cette 
force  doit  balancer  l'excès  de  pression  dû  au  poids  du  fluide  élevé 
au-dessus  du  niveau.  Soit,  comme  ci-dessus  ,  f^son  volume,  D  sa 
densité,  et  g-  la  pesanteur*,  gDP^  sera  son  poids-,  on  aura  donc 

Maintenant ,  l'action  n'étant  sensible  qu'à  des  distances  imper- 
ceptibles ,  le  premier  tube  n'agit  sensiblement  que  sur  des  colonnes 
extrêmement  voisines  de  ses  parois  ;  on  peut  donc  faire  abstraction 
de  la  courbure  de  ces  pavois  ,  et  les  considérer  comme  étant  dé- 
veloppées sur  un  plan.  La  force  Q  sera  proportionnelle  à  la  largeur 
de  ce  plan ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  au  contour  de  la  base 
intérieure  du  prisme.  Ainsi,  en  nommant  c,  ce  contour;  on  aura 
<2  =  p.c,  p  étant  une  constante  qui  peut  représenter  l'intensité 
de  l'attraction  de  la  matière  du  premier  tube  sur  le  fluide,  dans 
le  cas  où  les  attractions  des  différens  corps  sont  exprimées  par  la 
même  fonction  de  la  distance;  mais  qui,  dans  tous  les  cas,  exprime 
une  quantité  dépendante  de  l'attraction  de  la  matière  du  tube,  et 
indépendante  de  sa  figure  et  de  sa  grandeur.  Ou  aura  pareillement 
Q'=  p'.c,  p' exprimant,  par  rapport  à  l'attraction  du  fluide  sur  lui- 
même  ,  ce  que  nous  venons  de  désigner  par  p ,  par  rapport  à  l'at- 
traction du  tube  sur  le  fluide;  on  aura  donc 

gD.V=(2p-p').c;  (p); 

ce  qui  devient  l'équation  (0)  trouvée  ci-dessus ,  en  faisant 

2p  —  p'  c=  \  .  H  .  cos.  <ar. 
2*   SUPPL.   LIV.    X.  C 
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On  a  vu  dans  le  n°  12  de  ma  Théorie  sur  l'action  capillaire, 
que  tff  est  nul ,  lorsque  p  =;  p'  j  l'équation  précédente  donne  par 
conséquent 

/>'  =  £.//; 


j 


ainsi,  dans  le  cas  général  où  p  diffère  de  p' ,  on  a 

2P~  p'  =  P' 
partant 

P  =  P' 

la  connaissance  de  l'angle  <ar  donnera  donc  celle  du  rapport  de 
p  à  p',  et  réciproquement.  On  peut  démontrer  directement  l'équation 
/o'  =  |^T,  de  la  manière  suivante. 

Imaginons  un  plan  vertical  d'une  épaisseur  sensible,  et  dont  la 
base  inférieure  soit  horizontale.  Concevons  à  la  distance  a  de  ce 
plan ,  une  ligne  droite  verticale  infinie  parallèle  à  ce  plan  ,  attirée 
par  lui,  et  dont  l'extrémité  supérieure  soit  au  niveau  de  la  base 
inférieure  du  plan.  Fixons  à  cette  extrémité  ,  l'origine  des  coordon- 
nées x,  y,  z  d'un  point  quelconque  du  plan  solide*,  l'axe  des  x 
étant  sur  la  ligne  a  de  la  plus  courte  distance  de  l'extrémité  de  la 
droite  au  plan,  et  l'axe  des  y  étant  horizontal  comme  l'axe  des  x. 
En  désignant  par  z'  l'abaissement  au-dessous  de  l'origine  des  coor- 
données, d'un  point  quelconque  de  la  ligne  attirée  j  l'attraction 
verticale  du  plan  solide  sur  ce  point  sera 


fff 


dx  .dy  .dz  .  ^  ^  .  <p  (s) 


<p  (s~)  étant  la  loi  de  l'attraction  à  la  distance  s  ,  et  s  étant  la  dis- 
tance d'un  point  attirant  du  plan  ,  au  point  attiré  de  la  ligne  ; 
ensorte  que  l'on  a 

s*=.x*  -i-y*-h(z-hz'y. 

Pour  avoir  l'attraction  verticale  du  plan  solide,  sur  la  ligne  entière; 
il  faut  multiplier  la  triple  iutégrale  précédente  par  dz  ,  et  l'intégrer 
par  rapport  à  z'  depuis  z'  5=  o  jusqu'à  z  infini.  En  désignant  donc 
comme  dans  le  n°  1  de  ma  Théorie  de  l'action  capillaire,  par 
c  —  n(^),  l'intégrale  fds.q  (\s)  prise  depuis  s==o,  la  constante 
c  étant  l'intégrale  entière  prise  depuis  s  nul  jusqu'à  s  infini  ;  on 
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aura 


fi 


>,'.<i±Û.,w  =  n(,)i 


5  étant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  ,  ce  que  devient  s, 
à  l'origine  des  coordonnées,  ou  lorsque  z'  est  nul.  L'attraction  du 
plan  solide  sur  la  ligne  entière  sera  donc 

fffdx  .  dy  .  dz  .  n(.s). 

Soit  maintenant  as  l'angle  que  s  forme  avec  le  plan  horizontal 
mené  par  l'origine  des  coordonnées  ;  et  B  l'angle  que  la  projection 
de  s  sur  ce  plan ,  forme  avec  l'axe  des  y.  Ou  aura 

x  =  s  .  sin.  9  .  cos.  as  ;    y  =  s  .  cos.  9  cos  as. 

On  pourra,  au  lieu  de  l'élément  dxdydz ,  substituer  l'élément 
s*ds . dQ . dos . cos. as  ;  la  triple  intégrale  précédente  devient  ainsi, 

fffs*.  ds  .  dû  .  dos  .  cos.<ro-.n  (s). 

Il  est  indifférent  par  la  nature  de  ce  genre  d'attractions,  de  supposer 
au  plan,  une  épaisseur  finie  ou  infinie,  dès-lors  que  cette  épaisseur 
est  sensible;  nous  la  supposerons  donc  infinie.  Soit,  comme  dans 
le  n°  i  de  la  Théorie  citée , 

fsds  .  n  (s)  =  d  —  -f  (s)  ; 

d  étant  la  valeur  de  l'intégrale ,  lorsque  s  est  infini  ;  on  aura 

fs* .  ds  .  n  (s)  =  — •  5  .  *  (s)  +fds  .■*•(■?)-{-  constante. 

Pour  déterminer  la  constante  ,  nous  observerons  que  les  deux 
intégrales  de  cette  dernière  équation  ,  sont  prises  depuis  s  =  s , 
jusqu'à  s  infini  ;  d'ailleurs  s'f'(s)  devient  nul ,  lorsque  s  est  infini  , 
parce  que  l'attraction  décroît  avec  une  extrême  rapidité  ;  on  a 
donc  ici, 

constante  =  s  .  "¥  (s)  j 

et  par  conséquent 

fs*.  ds  .  Tl(s)  =  s  .  ■*•  (s)  -\-fds  .  •¥  (s). 

Désignons  encore  fds.-^^s)  par  c" —  T(s),  l'intégrale  étant  prise 
ici  depuis  s  =  o,  et  c"  étant  sa  valeur  ,  lorsque  s  est  infini.  Cette 
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intégrale  prise  depuis  s  =  s  jusqu'à  s  infini,  sera  donc  T(s).  On 
aura  ainsi, 

fs*ds .  n  (s)  s=  s .  ■*•  (^)  +  r  (*). 

La  triple  intégrale  précédente  se  réduit  donc  à  la  double  intégrale 

ffd%.dm  .  cos.<ar  .{s  .-fÇs)  +  r  (s)}. 

Imaginons  présentement  une  surface  plane  verticale  infinie , 
passant  par  la  ligne  attirée,  et  rencontrant  perpendiculairement 
le  plan  solide  attirant  ;  et  déterminons  l'attraction  verticale  de  ce 
plan  sur  cette  surface.  Il  est  clair  qu'il  faut  multiplier  la  fonction 
précédente  par  da,  et  l'intégrer  par  rapport  à  a,  depuis  a  =  o 
jusqu'à  a  infini  ;  or  on  a 

a  =  s  .  sin.  6  .  cos.  <sr  -, 

ce  qui  donne  en  faisant  9  et  <w  constans , 

da  =  ds  .  sin.  0  .  cos.  <sr  ; 

la  double  intégrale  précédente  multipliée  par  cette   expression  de 
da ,  et  ensuite  intégrée  par  rapport  à  s ,  deviendra  donc 

fffds  .diï.dvr.  sin.  0  .  cos3.^r .  {s  .  "*■  (s)  +  T  (s)}. 

L'intégrale  devant  être  ici  prise  depuis  ^  =  o ,  jusqu'à  s  infini , 
on  a  dans  ce  cas , 

fsds  .*(s)  =  —  s.T(s)  +fds  .  T  (s)  z^fds  .  T  (s)  ; 

parce  que  s  étant  infiui,  s.T  (s)  est  nul  ;  on  a  de  plus  par  le  n°  1 
de  la  théorie  citée  , 


/' 


sds  ;:<ir(s)  ;:=|y 


la  triple  intégrale  précédente  deviendra  donc 

—  .ffdtff  .  dB  .  sin.  6  .  co92.<J«r. 

L'intégrale  relative  à  <&  doit  être  prise  depuis  <sr  nul  ,  jusqu'à  <sr 
égal  à  un  angle  droit  :  l'intégrale  relative  à  G  doit  être  prise  depuis  ô 
nul ,  jusqu'à  ô  égal  à  deux  angles  droits  ;  ce  qui  donne 
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d§  .  clz?  .  sin.  ô  .  cos1.  vr  =  -  ; 


ffi 


donc  l'attraction  entière  verticale  du  plan  solide  sur  la  surface 
plane,  est  égale  à  \.H.  Cette  attraction  est  ce  que  nous  avons 
désigné  ci-dessus  par  p,  ou  par  p  si  le  plan  est  de  la  même  na- 
ture que  le  fluide  ;  on  a  donc 

comme  nous  l'avons  trouvé  précédemment  par  la  comparaison  des 

résultats  des  deux    méthodes.   On    voit  clairement  par  l'une  et 

ï-f- 
l'autre,  non-seulement  l'identité  des  forces  p  et—,  dont  dépendent 

les  phénomènes  capillaires;  mais  encore  leur  dérivation  des  forces 
attractives  des  molécules  des  corps  ,  qui  produisent  les  affinités, 
Les  forces  capillaires  ne  sont  que  les  modifications  de  ces  forces 
attractives  ,  dues  à  la  courbure  des  surfaces  fluides  dans  la  pre- 
mière méthode,  et  à  la  position  des  plans  attirans,  clans  la  seconde 
méthode  -,  au  lieu  que  les  affinités  me  paraissent  être  les  forces 
attractives  elles-mêmes ,  agissantes  avec  toute  leur  énergie. 

Reprenons  maintenant  l'équation  (p)  ,  et  observons  que  dans 
un  tube  cylindrique  dont  le  rajon  intérieur  est  /,  si  l'on  nomme 
q  la  hauteur  moyenne  à  laquelle  le  fluide  s'élève  au  -  dessus 
du  niveau;  le  volume  du  fluide  élevé  sera  7tl*q ,  et  le  contour  o 
de  la  base  sera  2^1;  l'équation  (p)  donnera  donc  dans  ce  cas 
particulier, 

2  P  —  p'  =  I SD  •  lcI  3 
cette  équation  devient  ainsi  généralement 

V '5=  i  .  Iqc. 

D'où  il  suit  que  de  tous  les  tubes  prismatiques  qui  ont  même  base 
intérieure ,  le  cylindre  creux  est  celui  dans  lequel  le  volume  du 
fluide  élevé  est  le  plus  petit  possible  ;  puisqu'il  a  le  plus  petit 
contour.  :■/    ■ 

Soit  b  la  base  du  tube  prismatique,  et  h  la  hauteur  moyenne 
au-dessus  du  niveau  ;  de  tous  les  points  de  la  surface  du  fluide  in- 
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térieur;  on  aura   V~-=.hb;  partant 

3,0 

On  doit  observer  que  dans  le  cas  où  le  fluide  s'abaisse  au  lieu  de 
s'élever  ,  2p  —  p',  q ,  V  et  h  sont  négatifs. 

Les  formules  précédentes  subsistent  généralement  dans  le  cas 
même  où  la  courbure  du  contour  de  la  base  intérieure  serait  dis- 
continue, ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  ce  contour  était 
un  polygone  rectiligne  ;  car  elles  ne  peuvent  alors  être  en  erreur 
que  vers  les  angles  de  ces  polygones,  et  dans  une  étendue  égale 
à  la  sphère  d'activité  sensible  des  molécules  du  tube*,  mais  celte 
étendue  étant  supposée  imperceptible,  l'erreur  totale  doit  être  en- 
tièrement insensible.  Nous  pouvons  donc  appliquer  ces  formules  à 
des  bases  de  figures  quelconques. 

Lorsque  ces  bases  sont  semblables,  elles  sont  proportionnelles 
aux  quarrés  de  leurs  lignes  homologues,  et  leurs  contours  c ,  sont 
proportionnels  à  ces  lignes;  les  hauteurs  moyennes  h,  sont  donc 
réciproques  à  ces  mêmes  lignes. 

Si  les  contours  des  bases  sont  des  polygones  circonscrits  à  des 
cercles,  elles  seront  égales  au  produit  de  ces  contours,  par  la 
moitié  des  rayons  des  cercles  inscrits;  les  hauteurs  h  seront  donc 
réciproques  à  ces  rayons.  Ainsi,  en  désignant  ces  rayons  par  rt 
on  aura 

r  ' 

d'où  il  suit  que  dans  tous  les  tubes  prismatiques  droits  dont  les 
bases  sont  des  polygones  inscrits  au  même  cercle,  le  fluide  s'élève 
à  la  même  hauteur  moyenne. 

En  supposant  deux  bases  égales  dont  l'une  soit  un  quarré ,  et 
dont  l'autre  soit  un  triangle  équilatéral,   les  valeurs  de  h  seront 

entre  elles  comme  2:3*,  ou  à  fort  peu-près  comme  7  :  8. 

Gellert  a  fait  quelques  expériences  sur  l'élévation  de  l'eau  , 
dans  des  tubes  de  verre  ,  prismatiques ,  rectangulaires  et  triangu- 
laires (Mémoires  de  l'Académie  de  Pétersbourg,  tom.  XII).  Elles 
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confirment  la  loi  suivant  laquelle  les  hauteurs  sont  réciproques 
aux  lignes  homologues  des  bases  semblables.  Ce  savant  conclut 
encore  de  ses  expériences,  que  dans  des  prismes  rectangulaires  et 
triangulaires  dont  les  bases  sont  égales,  les  élévations  du  fluide 
sont  les  mêmes.  Mais  il  convient  que  cela  n'est  pas  aussi  certain 
que  la  loi  des  hauteurs  réciproques  aux  lignes  homologues  des  bases 
semblables.  En  effet  ,  on  vient  de  voir  qu'il  y  a  un  huitième  de 
différence  entre  les  élévations  du  fluide ,  dans  deux  prismes  rec- 
tangulaire et  triangulaire,  dont  les  bases  sont  égales,  et  dont  l'une 
est  un  quarré ,  et  l'autre,  un  triangle  équilatéral.  Les  expériences 
rapportées  par  Gellert,  n'offrent  point  de  données  suffisantes  pour 
en  comparer  exactement  les  résultats  aux  formules  précédentes. 

Si  la  base  du  prisme  est  un  rectangle  dont  le  grand  côté  soit  a, 
et  dont  l'autre  côté  soit  très-petit  et  égal  à  /;  on  aura  b=.al\ 
c  =  2a-\-2l;  partant 

2  ai  \       '     a  /      ' 

Si  a  est  très-grand  par  rapport  à  /,  on  aura  h  =  q;  or  ce  cas  est 
à  très-peu-près  celui  de  deux  plans  parallèles  distans  l'un  de  l'autre, 
de  la  quantité  l  ;  la  hauteur  moyenne  du  fluide  élevé  entre  ces 
plans,  est  donc  à  fort  peu-près  la  même  que  dans  un  tube  cylin- 
drique dont  le  rayon  est  /*,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  j'ai  trouvé 
par  l'autre  méthode  ,  dans  ma  Théorie  de  l'action  capillaire. 

La  hauteur  du  point  le  plus  bas  de  la  surface  du  fluide  élevé  dans 
un  tube  capillaire  cylindrique  et  vertical  très-étroit,  n'est  pas  exac- 
tement réciproque  au  diamètre  du  tube.  Si  le  fluide  mouille  par- 
faitement les  parois  du  tube  ,  comme  l'alcohol  et  l'eau  mouillent 
le  verre  ;  il  faut,  pour  avoir  une  quantité  réciproque  au  diamètre, 
ajouter  le  sixième  du  diamètre,  à  cette  hauteur.  En  effet,  si 
l'on  nomme  q  cette  hauteur,  et  /  le  demi-diamètre  du  tube;  le 
volume  de  la  colonne  fluide  élevée ,  jusqu'au  point  le  plus  bas 
de  sa  surface,  sera  Kl* .q.  Pour  avoir  le  volume  entier  de  la  co- 
lonne ,  il  faut  ajouter  au  volume  précédent,  celui  du  ménisque 
que  retranche  du  volume  entier,  le  plan  horizontal  mené  par  le 
point  le  plus  bas  de  la  surface-,  or  cette  surface  est  à  fort  peu- 
près    celie  dïine   demi-sphère,  par  le  n.°  12  de  ma  Théorie  de 
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l'action  capillaire;  le  volume  de  ménisque  est  donc  ^Tt.P,  e(, 
par  conséquent,  le  volume  entier  de  la  colonne  est  7r/2.^-J-|  /). 
Mais  ce  volume  doit  être ,  par  ce  qui  précède ,  proportionnel  au 
contour  zxl,  de  la  base  ;  l-(q  -f-f  /)  est  donc  une  quantité 
constante  dans  les  divers  tubes  capillaires-,  ainsi ,  pour  avoir  des 
quantités  réciproques  aux  diamètres  des  tubes  capillaires ,  il  faut 
ajouter  à  la  hauteur  du  point  le  plus  bas  de  la  surface  fluide ,  le 
tiers  du  rayon  du  tube,  ou   le  sixième  du  diamètre. 

Imaginons  présentement  un  tube  de  verre  recourbé  ,  dont  la 
plus  courte  branche  soit  capillaire,  et  dont  la  plus  longue  branche 
soit  très-large  et  forme  un  vase  d'une  grande  capacité.  Eu  ver- 
sant de  l'alcohol  dans  ce  vase,  ce  fluide  s'élèvera  dans  la  branche 
capillaire ,  au-dessus  de  son  niveau  dans  le  vase.  En  continuant 
de  verser  de  l'alcohol,  il  s'élèvera  de  plus  en  plus  dans  la  branche 
capillaire;  mais  dans  l'état  d'équilibre  de  ce  fluide  ,  la  différence 
de  son  niveau  dans  les  deux  branches  sera  toujours  la  même,  jus- 
qu'à ce  que  le  fluide  soit  parvenu  à  l'extrémité  de  la  branche  ca- 
pillaire. Alors,  si  l'on  continue  de  verser  de  l'alcohol  dans  le  vase, 
sa  surface  dans  la  branche  capillaire  devient  de  moins  en  moins 
concave,  et  lorsque  sa  surface  dans  le  vase  est  de  niveau  avec 
l'extrémité  de  la  br-anche  capillaire  ,  sa  surface  dans  cette  branche, 
est  horizontale. 

Nous  avons  observé  dans  la  Théorie  de  l'action  capillaire,  que 
si  l'action  du  verre  sur  un  fluide  surpasse  celle  du  fluide  sur  lui- 
même,  une  couche  de  ce  fluide  adhère  aux  parois  du  verre,  et 
forme  avec  ces  parois  un  nouveau  corps  dont  l'action  sur  le  fluide 
est  la  même  que  celle  du  fluide  sur  lui-même;  on  peut  donc, 
relativement  aux  fluides  qui  mouillent  exactement  le  verre,  sup- 
poser que  son  action  sur  eux,  est  égale  à  leur  action  sur  eux- 
mêmes.  Ainsi  ,  dans  le  cas  précédent,  l'alcohol  est  dans  l'état 
où  il  serait,  dans  la  supposition  où  une  niasse  indéfinie  de  ce 
fluide  en  équilibre  dans  tin  vase,  viendrait  à  se  consolider  en 
partie,  de.  manière  à  former  un  tube  capillaire  communiquant 
avec  le  fluide  non  congelé.  Il  est  visible  que  cette  supposition  ne 
change  point  l'équilibre,  et  qu'ainsi  la  Surface  du  fluide  dans  le 
tube  capillaire  reste  horizontale  comme  auparavant.  Il  n'est  donc 
pas  exact  de  dire  généralement  que  la  surface  d'un  fluide  coupe 

toujours 
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toujours  sous  le  même  angle,  les  parois  qui  le  renferment;  cela 
n'est  plus  vrai,  lorsque  le  fluide  est  parvenu  aux  extrémités  de 
ces  parois;  en  effet,  il  est  visible  qu'alors  l'actiou  des  parois  sur 
le  fluide  n'est  plus  la  même. 

En  continuant  encore  de  verser  de  l'alcohol  dans  le  tube  pré- 
cédent, ce  fluide  forme  à  l'extrémité  de  la  branche  capillaire,  une 
goutte  extérieure  qui  devient  de  plus  en  plus  convexe,  jusqu'à  ce 
qu'elle  soit  une  demi-sphère.  A  cette  limite,  le  fluide  est  autant 
élevé  dans  le  vase ,  au-dessus  de  l'extrémité  de  la  branche  capil- 
laire, qu'il  était  abaissé  au-dessous  de  son  niveau  dans  cette 
branche,  lorsqu'il  n'était  point  encore  parvenu  à  cette  extrémité; 
car  la  pression  due  à  la  convexité  de  la  goutte  dans  le  premier 
cas,  est  égale  à  la  succion  due  à  la  concavité  de  la  surface  dans 
le  second  cas.  Enfin  un  peu  d'alcohol  ajouté  à  celui  du  vase , 
fait  disparaître  la  goutte  qui ,  en  s'alongeant ,  doit  crever  dans 
les  points  de  sa  surface  où.  le  ravon  de  courbure  diminue  par 
cet  alongement. 

Des  résultats  semblables  ont  lieu ,  lorsque  l'on  tient  une  colonne 
d'alcohol  suspendue  verticalement  dans  un  tube  capillaire  de  verre. 
Ce  fluide  forme  à  l'extrémité  'inférieure  du  tube,  une  goutte  qui 
devient  de  plus  en  plus  convexe,  à  mesure  que  l'on  augmente  la 
longueur  de  la  colonne  ;   et  lorsque  cette   goutte  est  une  demi- 
sphère,  la  longueur  de  la  colonne  est  égale  au  double  de  l'élé- 
vation du  fluide  dans  ce  tube ,  lorsqu'il  plonge  par  son  extrémité 
dans  un  vase  rempli  du  même  fluide.  Si  l'on  augmente  la  longueur 
de  la  colonne ,  la  goutte  crève  et  se  répand  sur  la  base  inférieure 
du  tube,   où  elle  forme  une  nouvelle  goutte  qui  devient  de  plus 
en  plus  convexe,  jusqu'à  ce  qu'elle  forme  une  demi-sphère  dont 
le  diamètre  est  le  diamètre  extérieur  du  tube.  Alors  si  la  colonne 
est  en  équilibre,   sa  longueur  est  égale  à  la  somme  des  élévations 
du  fluide  dans  deux  nouveaxix  tubes  de  verre  plongeant  dans  un 
vase  par  leur  extrémité  inférieure ,    et  dont  les    diamètres  inté- 
rieurs seraient,   l'un,  le  diamètre  intérieur  du  premier   tube,  et 
l'autre,  son   diamètre  extérieur.  Enfin  par  une  plus  grande  lon- 
gueur dans  la  colonne,  le  liquide  se  détache  en  partie,  du  tube. 
Tous  ces  résultats  de  la  théorie  ont  été  confirmés  par  l'expérience. 
Considérons  maintenant,  un  vase  indéfini  rempli  d'un  nombre 
2'  sutpl.  liv.  x.  D 
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quelconque  de  fluides  placés  horizontalement  les  uns  au-dessus 
des  autres.  «  Si  l'on  y  plonge  verticalement,  l'extrémité  inférieure 
»  d'un  tube  prismatique  droit,  l'excès  du  poids  des  fluides  conte- 
y>  nus  dans  le  tube ,  sur  le  poids  des  fluides  qu'il  eût  renfermés 
»  sans  l'action  capillaire,  est  le  même  que  le  poids  du  fluide  qui 
2>  s'élèverait  au-dessus  du  niveau,  dans  le  cas  où  il  n'j  aurait  dans 
»  le  vase,  que  le  fluide  dans  lequel  plonge  l'extrémité  inférieure 
»  du  tube.  »  En  effet,  l'action  du  prisme  et  de  ce  fluide,  sur  le 
même  fluide  renfermé  dans  le  tube ,  est  évidemment  la  même  que 
dans  ce  dernier  cas.  Les  autres  fluides  contenus  dans  le  prisme, 
étant  élevés  sensiblement  au-dessus  de  sa  base  inférieure  ;  l'action 
du  prisme  sur  chacun  d'eux,  ne  peut  ni  les  élever  ni  les  abaisser. 
Quant  à  l'action  réciproque  de  ces  fluides  les  uns  sur  les  autres, 
elle  se  détruirait  évidemment  ,  s'ils  formaient  ensemble  une  masse 
solide  j  ce  que  l'on  peut  supposer  sans  troubler  l'équilibre. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  plonge  par  son  extrémité  inférieure, 
un  tube  prismatique  dans  un  fluide,  et  qu'ensuite  on  verse  dans 
ce  tube,  un  autre  fluide  qui  reste  au-dessus  du  premier-,  le  poids 
des  deux  fluides  contenus  dans  le  tube,  sera  le  même  que  celui 
du  fluide  qu'il  renfermait  auparavant.  Il  est  visible  par  la  pre- 
mière méthode,  que  la  surface  du  fluide  supérieur  sera  la  même 
que  dans  le  eas  où  l'extrémité  inférieure  du  tube  plongerait  dans 
ee  fluide.  Aux  points  de  contact  des  deux  fluides,  ils  auront  une 
surface  commune^  mais  cette  surface  sera  différente  de  celles 
qu'auraient  séparément  les  deux  fluides,  et  il  est  intéressant  d'en 
déterminer  la  nature. 

Pour  cela  concevons  que  la  surface  intérieure  du  prisme ,  soit 
celle  d'un  cylindre  droit,  vertical  et  très-étroit.  Dans  ce  cas,  il 
est  facile  de  voir  par  ce  qui  a  été  dit  dans  la  Théorie  de  l'ac- 
tion capillaire  ,  que  la  surface  commune  des  deux  fluides,  et 
celles  qu'ils  auraient  séparément  dans  ce  tube,  seront  des  surfaces 
spbériques,  de  rajons  diiïérens.  Nommons  pour  le  fluide  supérieur, 
<ar  l'angle  que  sa  surface  forme  avec  la  surface  inférieure  du  tube, 
et  <ar'  Je  même  angle  pour  le  fluide  inférieur,  s'il  était  seul. 
Nommons  encore  â  l'angle  que  la  surface  commune  des  deux  fluides 
forme  avec  la  surface  inférieure  du  tube.  On  doit  observer  que 
«es  angles  ne  sont  pas  ceux  que  ces  diverses  surfaces  forment  aux 
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points  de  leur  contact  avec  le  tube  ',  ce  sont  les  angles  formés  par 
les  plans  tangens  de  ces  surfaces  à  la  limite  de  la  sphère  d'acti- 
vité sensible  du  tube,  comme  nous  l'avons  dit  plusieurs  fois. 
Nommons  A  et  H  pour  le  fluide  supérieur,  ce  que  nous  avons 
désigné  par  ces  lettres,  dans  le  n°  i  de  la  Théorie  citée.  Nom- 
mons K  et  H',  les  mêmes  quantités  pour  le  fluide  inférieur.  Dé- 
signons encore  par  A,  et  Hl  ce  que  deviennent  A  et  H,  lors- 
qu'au lieu  de  considérer  l'action  du  fluide  supérieur  sur  lui-même, 
on  considère  l'action  de  ce  fluide  sur  le  fluide  inférieur.  L'action 
étant  toujours  égale  à  la  réaction,  A,  et  Ht  seront  encore  ce  que 
deviennent  K'  et  H',  lorsque  l'on  considère  l'action  du  fluide  in- 
férieur sur  le  fluide  supérieur.  Cela  posé ,  imaginons  un  canal 
infiniment  étroit  passant  par  l'axe  du  tube,  et  se  recourbant  au- 
dessous,  pour  aboutir  à  la  surface  de  niveau  du  fluide  du  vase. 
Le   fluide  supérieur  renfermé  dans  ce    canal,    sera  sollicité  vers 

le  bas  à  sa  surface  supérieure,  par  la  force  A '—j— '■ — , /étant 

le  rayon  du  creux  du  tube.  (Théorie  citée,  nos  i  et  2.) 

A  la  surface  commune,  le  fluide  du  canal  sera  sollicité  vers 
le  haut,  par  la  force  K-\ '  ,  '  ,  en  vertu  de  l'action  sur  lui- 
même,  du  fluide  supérieur  du  tube  :  il  sera  sollicité  vers  le 
bas,  par  la  force  A,  ~\ — '"  .    '  ,   en  vertu  de  l'action  du  fluide 

inférieur  du  tube  ;   le  fluide  supérieur  du  canal  sera  donc  sol- 
licité vers  le  bas ,   par  la  force 

{Hl  —  H). cos.  A        H  .  cos.  <& 


A,  + 


l 


Le    fluide   inférieur   du   canal    sera    sollicité    vers   le    bas  ,    en 
vertu  de  l'action  du  fluide  inférieur  du  tube,  par  une  force  égale 

à  A'-— — 1  S    '}  et  Par  l'action  du  fluide  supérieur  du  tube,  il 

sera   sollicité  vers  le  haut  ,   par    la  force   A,  —    '  '  , — -  ;  il  sera 
donc  sollicité  vers  le  bas,  par  la  force 

Ainsi  la  force  totale  des  fluides  du  canal,  due  à  l'action   réci» 
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proque  des  fluides  du  tube  ,  sera  vers  le   bas , 

v,    '    (aff,—  H—  H'). cas.  6        H.  cos.  <n 

K  H 2 ■ 2 

Si  le  fluide  inférieur  existait  seul,  cette  force  serait 

V,         H' .  cos. -s/ 
K j ; 

le  poids  des  fluides  contenus  dans  le  canal  devant  donc  être  le 
même  dans  ces  deux  cas,  comme  on  vient  de  le  voir,  ces  deux 
forces  doivent  être  égales  ;  on  a  par  conséquent 

H.  COS.  "Œ-  ,     TT  TT  TT\     COS.  9  ZÏ'.COS.'Sr'' 

2 (2tf ,  —  H  —  ti  )„  — j— sa j î 


ce  qui  donne 


6         H' .cas.  m' —  H.cos.-u- , 
=  ■ 


H  +  H'  —  zH^ 

On  peut  éliminer  de  cette  expression  de  cos.  0,  les  angles  <s* 
et  <m' ,  au  moyen  des  équations  suivantes  qu'il  est  facile  de  con- 
clure de  ce  qui  précède  ,, 

2ff  — >  Ti  =s  H  .  cos.  <&■■;. 

3JÏ'  —  H'  =   H'.  COS.  O-'j; 

//  étant  ce  que  devient  H ,  lorsque  l'on  considère  l'action  du 

fluide  supérieur  sur  la  matière  du  tube ,  et  H'  étant  ca  que  de- 
vient H',  lorsque  l'on  considère  l'action  du  fluide  inférieur  sur  la> 
même  matière.  On  aura  ainsi , 

L'angle  Ô  étant  supposé  connu,  on  aura  facilement  par  l'analyse 
de  la  Théorie  de  l'action  capillaire,  l'équation  différentielle  de 
la  surface  commune  des  deux  fluides,  quelle  que  soit  la  largeur 
du  tube  et  sa  figure.  On  doit  observer  que  cet  angle  est  celui 
que  les  plans  tangens  à  cette  surface,  aux  limites  de  la  sphère 
d'activité  sensible  des  parois  du  tube,  forment  avec  ces  parois. 

Les  formules  précédentes  supposent  que  les  fluides  ne  mouillent 
pas  parfaitement  les  parois  du  tube.  Nous  avons  observé  dans. le 
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n'  12  de  la  Théorie  de  l'action  capillaire,  que  si  l'action  du 
tube  sur  le  fluide,  surpasse  celle  du  fluide  sur  lui-même,  alors 
une  lame  extrêmement  mince  du  fluide  tapisse  les  parois  du  tube 
et  forme  un  nouveau  tube  dans  lequel  les  fluides  s'élèvent  ou 
s'abaissent;  ainsi  dans  le  cas  où  le  tube  contient  plusieurs  fluides 
qui  le  mouillent  exactement,  ils  forment  dans  son  intérieur,  une 
suite  de  tubes  difïérens  auxquels  on  ne  peut,  par  conséquent, 
appliquer  les  formules  précédentes.  Ne  considérons  ici  que  deux 
fluides,  l'eau  et  le  mercure;  et  supposons  que  le  tube  soit  de 
verre,  et  qu'ayant  été  fort  humecté,  ses  parois  soient  tapissées 
d'une  lame  d'eau  très-mince  adhérente  au  verre.  Dans  ce  cas , 
on  pourra  considérer  le  tube  comme  étant  aqueux,  et  l'on  aura; 

on  aura  donc  cos.  9  =  —  1 ,  et  par  conséquent  9= -7t.  La  surface- 
du  mercure  est  donc  alors  convexe,  et  à  très-peu-près  celle  d'une 
demi-sphère  ,  si  le  tube  est  fort  étroit.  On  peut  d'ailleurs  s'en 
assurer,  en  appliquant  à  ce  cas,  le  raisonnement  par  lequel  j'ai 
prouvé  dans  le  n°  12  de  ma  Théorie  de  l'action  capillaire,-  que 
la  surface  du  liquide,  dans  un  tube  très-étroit  dont  l'action  est 
insensible,  est  convexe  et  celle  d'une  demi-sphère-.. 

La  dépression  du  mercure  est,  par  ce  qui  précède-,.  — — ' c,03' ^  ,, 

ou — ■',  en  n'ajant  point  égard  à  la  petite  colonne  d'eau  qui 

pèse  sur  le  sommet  de  sa  surface,  b  étant  la  hauteurde  cette  co- 
lonne, et  D  exprimant  la  densité  du  mercure,  celle  de  l'eau  étant 
prise  pour  unité  ;  il  est  visible  que  la  dépression  du  mercure  sera» 

H'—aH,        h 

Maintenant,  si  l'on  conçoit  le  même  f  ube  humecté  par  de  l'àlcohol'^: 
en  nommant  'H  l'action  de  l'alcohol  sur  le  mercure,  'b  la  hauteur 
de  la  colonne  d'alcohol  qui  s'élève:  au-dessus-  de.  sa-,  surface,  et 
'D  le  rapport  de  la  pesanteur  spécifique  di*  mercure  à  celle  de^ 
l'alcoholj  la  dépression  du  mercure  devient  alors* 
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L'action  de  l'eau  sur  elle-même  étant  beaucoup  plus  gvande 
que  celle  de  l'alcohol  sur  lui-même,  comme  on  le  verra  bientôt; 
il  est  très-vraisemblable  que  l'action  de  l'eau  sur  le  mercure  sur- 
passe celle  de  l'alcohol  sur  le  même  liquide,  ensorte  que  'H est 
moindre  que  //,;  cette  différence  doit  donc  être  sensible  par  l'ex* 
périence. 

M.  Gaj-Lussac  a  bien  voulu  la  déterminer.  Après  avoir  fort 
humecté  un  tube  de  verre ,  dont  le  diamètre  intérieur  mesuré 
avec  une  grande  précision  au  moyen  du  poids  d'une  colonne  de 
mercure  qui  remplissait  le  tube,  était  égale  à  im',2g44I  '■>  il  a 
plongé  dans  un  vase  plein  de  mercure ,  l'extrémité  inférieure  de 
ce  tube.  Il  a  trouvé  par  un  milieu  entre  dix  expériences  qui  diffé- 
raient peu  entre  elles,  la  dépression  du  mercure  égale  à  7'n',4I48. 
Le  mercure  en  s'insinuant  dans  le  tube ,  avait  élevé  au-dessus  de 
sa  surface,  une  partie  de  l'eau  qui  s'était  attachée  aux  parois  du 
tube  en  l'humectant,  et  la  longueur  de  la  colonne  d'eau  ,  formée 
de  cette  manière,  était  de  f'^oo,  La  température  était  de  i7°,5 
pendant  les  expériences.  La  dépression  du  mercure,  diminuée  du 
poids  de  celte  colonne  d'eau,  est  donc  égale  à  6m',8464  ;  c'est 
relativement  à  ce  liquide,  la  valeur  de 

H'  —  aff, 

En  humectant  le  même  tube  avec  de  l'alcohol  dont  la  pesanteur 
spécifique  comparée  à  celle  de  l'eau,  était  0,81971,  M.  Gay-Lussac 
a  trouvé  par  un  milieu  entre  dix  expériences  très-peu  différentes 
entre  elles,  la  dépression  du  mercure  égale  à  8'ni,026i,  et  la  lon- 
gueur de  la  colonne  d'alcohol  qui  pesait  au-dessus  du  mercure , 
égale  à  7mi,4735.  La  température  était  encore  i7°,5  pendant  ces 
expériences.  De  là  on  conclut 

7r-  =  7"",5757. 

Cette  valeur  est  donc,  comme    on   l'avait   prévu,    sensiblement 

1              j                 11     a     H'—aHt 
plus  grande  que  celle  de  -. — . 

M.  Gay-Lussac  a  de  plus  observé   la  flèche  de  la  convexité  du 
mercure  dans  le  tube  précédent,  et  il  l'a  trouvée  la  même  que 
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celle  de  la  concavité  de  la  surface  supérieure  des  colonnes  d'eau 
et  d'alcohol  ;  toutes  ces  surfaces  sont  donc  égales  entre  elles  et  à 
celle  d'une  demi-sphère  dont  le  diamètre  est  celui  du  tube,  con- 
formément  à  la  théorie  précédente. 

•«  Un  vase  indéfini  étant  supposé  ne  renfermer  que  deux  fluides; 
»  concevons  que  l'on  y  plonge  entièrement  un  prisme  droit  ver- 
»  tical,  de  manière  qu'il  plonge  dans  l'un  par  sa  partie  supérieure, 
»  et  dans  l'autre  par  sa  partie  inférieure  ;  le  poids  du  fluide  infé- 
»  rieur  élevé  dans  le  prisme  par  l'action  capillaire  ,  au-dessus  de 
»  son  niveau  dans  le  vase,  sera  égal  au  poids  d'un  pareil  volume 
»  du  fluide  supérieur,  plus  au  poids  du  fluide  inférieur  qui  s'éle- 
»  verait  dans  le  prisme  au-dessus  du  niveau ,  s'il  n'j  avait  que 
»  ce  fluide  dans  le  vase ,  moins  au  poids  du  fluide  supérieur  qui 
y>  s'élèverait  dans  le  même  prisme,  au-dessus  du  niveau,  si  ce 
»  fluide  existant  seul  dans  le  vase,  le  prisme  trempait  dans  ce 
»  fluide  par  son  extrémité  inférieure.  » 

Pour  le  démontrer,  on  observera  que  l'action  du  prisme  et  du 
fluide  inférieur  sur  la  partie  du  fluide  inférieur  qu'il  contient,  est 
la  même  que  si  ce  fluide  existait  seul  dans  le  vase  ;  ce  fluide  est 
donc  dans  ces  deux  cas,  sollicité  verticalement  vers  le  haut, 
de  la  même  manière  ;  et  il  est  évident  que  les  forces  qui  le  solli- 
citent dans  le  dernier  cas,  équivalent  au  poids  du  volume  de  ce 
fluide  qui  s'élèverait  alors  au-dessus  du  niveau.  Pareillement,  le 
fluide  supérieur  contenu  dans  la  partie  supérieure  du  prisme  ,  est 
sollicité  verticalement  vers  le  bas  ,  par  l'action  du  prisme  et 
du  fluide  qui  environne  cette  partie  ,  comme  il  serait  sollicité 
vers  le  haut  par  les  mêmes  actions,  si  le  vase  ne  renfermant  que 
le  fluide  supérieur  ,  le  prisme  trempait  dans  ce  fluide  par  son  extré- 
mité inférieure  •,  et  dans  ce  cas  ,  la  réunion  des  actions  équivaut 
au  poids  du  fluide  supérieur  qui  s'élèverait  dans  le  prisme ,  au- 
dessus  de  son  niveau  dans  le  vase.  Enfin,  la  colonne  des  fluides 
intérieurs  au  prisme,  qui  est  au-dessus  du  niveau  du  fluide  infé- 
rieur dans  le  vase ,  est  sollicitée  verticalement  vers  le  bas  par 
son  propre  poids,  et  vers  le  haut,  par  le  poids  d'une  colonne 
égale  du  fluide  supérieur.  En  réunissant  toutes  ces  forces  qui 
doivent  se  faire  équilibre;  on  aura  le  théorème  que  nous  venons 
d'énoncer.  On  déterminera  par  les  mêmes  principes,  ce  qui  dois 
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avoir  lieu  ,  lorsqu'un  prisme  creux  est  entièrement  plongé  dans  un 

vase  rempli  d'un  nombre  quelconque  de  fluides. 

Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  précède,  la  base  inférieure 
du  prisme ,  horizontale.  Mais  quelles  que  soient  son  inclinaison 
et  la  figure  de  l'extrémité  inférieure  du  tube,  dans  le  sens  vertical, 
l'attraction  verticale  du  tube  ,  et  celle  du  fluide  extérieur  sur  le 
fluide  qu'il  renferme,  seront  les  mêmes  que  si  la  base  était  hori- 
zontale, et  par  conséquent  le  volume  du  fluide  élevé  au-dessus  du 
niveau ,  sera  le  mêiiie  dans  ces  deux  cas.  Pour  le  faire  voir ,  ima- 
ginons, comme  ci-dessus,  la  surface  intérieure  du  tube  prismatique, 
prolongée  dans  le  fluide,  de  manière  à  former  un  tube  additionnel 
dont  les  parois  infiniment  minces  n'altèrent  point  l'action  du  fluide 
environnant  sur  le  fluide  du  tube.  Ii  est  clair  que  si  l'on  décom- 
pose le  premier  tube  en  colonnes  verticales  infiniment  petites  -, 
l'action  de  chacune  de  ces  colonnes  ,  pour  élever  le  fluide  intérieur 
aux  deux  prismes,  sera  la  même  que  si  la  base  était  horizontale; 
la  somme  de  ces  actions  sera  donc  encore  égale  à  2jjc. 

«  Si  le  prisme  qui,  par  sa  partie  inférieure  ,  trempe  dans  le  fluide 
»  d'un  vase  indéfini,  est  oblique  à  l'horizon;  le  volume  du  fluide 
y>  élevé  dans  le  prisme ,  au-dessus  du  niveau  du  fluide  du  vase  , 
»  multiplié  par  le  sinus  de  l'inclinaison  des  côtés  du  prisme  à 
»  l'horizon ,  est  constamment  le  même  ,  quelle  que  soit  cette  in- 
y>  clinaison.  » 

En  effet,  ce  produit  exprime  le  poids  du  volume  du  fluide  élevé 
au-dessus  du  niveau  ,  et  décomposé  parallèlement  aux  côtés  du 
prisme.  Ce  poids  ainsi  décomposé ,  doit  balancer  l'action  du  prisme 
et  du  fluide  extérieur,  sur  le  fluide  qu'il  renferme-,  action  qui  est 
évidemment  la  même  ,  quelle  que  soit  l'inclinaison  du  prisme  ;  la 
hauteur  verticale  moyenne  au-dessus  du  niveau  ,  est  donc  cons- 
tamment la  même. 

«  Si  l'on  place  verticalement  un  prisme  dans  un  autre  prisme 
»  creux  et  vertical ,  de  la  même  matière,  et  que  l'on  plonge  dans 
p  un  fluide  leurs  extrémités  inférieures;  en  nommant  V.  le  volume 
>)  fluide  élevé  au-dessus  du  niveau,  dans  l'espace  compris  entre 
y>  ces  deux  prismes  ;  on  aura 
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y  c  étant  le  contour  de  la  base  intérieure  du  plus  grand  prisme  , 
»  et  d  étant  le  contour  de  la  base  extérieure  du  plus  petit.  » 

Ce  théorème  est  facile  à  démontrer  ,  au  moyen  des  principes 
exposés  ci-dessus.  Si  les  bases  des  deux  prismes  sont  des  polygones 
semblables,  dont  les  côtés  homologues  soient  parallèles  et  placés  à 
la  même  distance;  en  nommant  /  cette  distance  ,  la  base  de  l'es- 

11  •  1      •  Z.(c-f-c')  .         . 

pace  que  les  deux  prismes  laissent  entre  eux ,  sera ;  ainsi 

h  étant  la  hauteur  moyenne  du  fluide  soulevé ,  on  aura 

r- 1       ? 

et  par  conséquent 

h  m  q  ; 

c'est-â-dire  que  la  hauteur  moyenne  du  fluide  élevé ,  est  la  mêmd 
que  celle  du  fluide  élevé  dans  un  tube  cylindrique  dont  le  rayon 
est  égal  à  l'intervalle  des  deux  prismes.  En  supposant  que  les  prismes 
sont  des  cylindres ,  on  aura  le  théorème  du  n°  7  de  la  Théorie 
sur  l'action  capillaire.  On  peut  déterminer  encore  par  les  mêmes 
principes,  ce  qui  doit  avoir  lieu  dans  le  Cas  ou  les  prismes  sont 
plongés,  en  tout  ou  en  partie,  dans  "un  vase  rempli  d'un  nombre 
quelconque  de  fluides  ,  en  supposant  même  ces  prismes  inclinés 
h  l'horizon. 

«  Les  mêmes  choses  étant  posées  comme  dans  le  théorème  pré*- 
»  cèdent,  si  les  deux  prismes  sont  de  différentes  matières;  en  nora- 
»  mant  p  pour  le  plus  grand ,  et  (?■,  pour  le  plus  petit,  ce  que  nous 
»  avons  désigné  précédemment  par  p  ,  on  aura 

y-       gD       *?T        gD        'C> 

j>  ensorte  que  si  l'on  nomme  y  et  ^,  les  élévations  du  fluide  dans 
»  deux  tubes  cylindriques  très-étroits,  du  même  rayon  intérieur  lt 
y>  formés  respectivement  de  ces  matières  ;  on  aura 

V.m  {l.(cjc-{-qfi'), 

»  et  par  conséquent 

h  (-.  si±Ji£.  , 

c-f-  c 
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Ce  théorème  se  démontre  encore  facilement  par  les  principes  pré- 
cédens.  On  doit  observer  de  faire  q  et  ql  négatifs  ,  si  les  matières 
auxquelles  ils  se  rapportent ,  dépriment  le  fluide  ,  au  lieu  de  l'élever. 
On  obtiendra  par  les  mêmes  principes  ,  le  volume  du  fluide  élevé 
au-dessus  du  niveau,  dans  un  espace  renfermé  par  un  nombre  quel- 
conque  de  plans  verticaux  de  différentes  matières. 

Il  résulte  du  théorème  précédent ,  que  le  volume  V  du  fluide 
élevé  par  l'action  capillaire,  à  l'extérieur  d'un  prisme  plein,  plon- 
geant dans  un  fluide  par  son  extrémité  inférieure ,  est 

c  étant  le  contour  horizontal  du  prisme.  Ce  volume  exprime  l'aug- 
mentation du  poids  du  prisme,  due  à  l'action  capillaire.  «  En 
»  général ,  l'augmentation  du  poids  d'un  corps  de  figure  quel- 
»  conque  ,  due  à  cette  action  ,  est  égale  au  poids  du  volume  de 
»  fluide  qu'il  élève  par  cette  action  au-dessus  du  niveau  ;  et  si  le 
»  fluide  est  déprimé  au-dessous,  l'augmentation  se  change  en  di- 
»  minution  de  poids  ;  et  la  diminution  entière  du  poids  du  corps 
a  est;  égale  au  poids  d'un  volume  de  fluide  pareil  à  celui  que  le 
»:  corps  déplace,  soit  par  l'espace  qu'il  occupe  au-dessous  du  niveau, 
»  soit  par  l'espace  qu'il  laisse  vide,  en  écartant  le  fluide  par  l'action 
y>  capillaire,  » 

Ce  principe  embrasse  le  principe  connu  d'hydrostatique,  sur  la 
diminution  du  poids  d'un  corps  plongeant  dans  un  fluide;  il  suffit 
d'en  supprimer  ce  qui  est  relatif  à  l'action  capillaire  qui  disparaît 
totalement,  lorsque  le  corps  est  entièrement  plongé  dans  le  fluide 
au-dessous  du  niveau» 

Pour  démontrer  le  principe  que  nous  venons  d'énoncer;  consi- 
dérons un  canal  vertical  assez  large  pour  embrasser  le  corps  et  tout 
le  volume  sensible  de  fluide  qu'il  soulève  ,  ou  de  l'espace  qu'il 
laisse  vide  par  l'action  capillaire.  Concevons  que  ce  canal,  après 
avoir  pénétré  dans  le  fluide,  se  recourbe  horizontalement,  et  qu'en- 
suite il  se  relève  verticalement ,  en  conservant  dans  toute  son 
étendue  la  même  largeur.  Il  est  clair  que  dans  l'état  d'équilibre , 
les  poids  contenus  dans  les  deux  branches  verticales  de  ce  canal, 
doivent  être  égaux;  il  faut  donc  que  le  corps  par  son  poids,  com? 
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pense  le  vide  qu'il  produit  par  l'action  capillaire-,  ou,  s'il  soulève 
par  cette  action  le  fluide  ,  il  faut  que  par  sa  légèreté  spécifique,  il 
compense  le  poids  du  fluide  élevé.  Dans  le  premier  cas,  cette  action 
soulève  le  corps  qui  peut  être  par  là  maintenu  à  la  surface,  quoique 
plus  pesant  spécifiquement  que  le  fluide.  Dans  le  second  cas,  elle 
tend  à  faire  plonger  le  corps  dans  le  fluide. 

Considérons  un  prisme  solide  rectangle  très-étroit ,  dont  /  soit  la 
largeur  ,  h  la  hauteur,  et  a  la  longueur.  Imaginons  qu'il  soit  placé 
horizontalement  sur  un  fluide,  de  manière  que  son  plus  grand  côté  a. 
soit  horizontal,  et  supposons  qu'il  déprime  autour  de  lui  le  fluide, 
que  q  soit  la  dépression  moyenne  au-dessous  du  niveau,  dans 
un  tube  cylindrique  de  la  matière  du  prisme  ,  et  dont  le  rayon 
est  /.  Nommons  iD ,  la  densité  du  prisme,  celle  du  fluide  étant  Dt 
et  désignons  par  oc  ,  la  profondeur  dont  il  s'abaisse  au-dessous  da 
niveau.  On  aura  par  les  théorèmes  précédens,  dans  l'état  d'équi- 
libre , 

gD  .  alx  -\-gD  .  îq  .  (  a  +  0  =  igD  -  cthl  > 


ce  qui  donne 

x  =  ïh 


(«+i> 


l: 


En  supposant  donc  h  moindre  que  — ,  le  prisme  ne  plon- 
gera point  en  entier  dans  le  fluide,  quoique  /surpasse  l'unité,  c'est- 
à-dire  ,  quoique  le  prisme  soit  plus  dense  que  le  fluide.  C'est  ainsi 
qu'un  cylindre  d'acier,  très-délié,  dont  le  contact  avec  l'eau  est 
empêché  ,  soit  par  un  vernis  ,  soit  par  une  petite  couche  d'air  qui 
l'enveloppe,  est  soutenu  à  la  surface  de  ce  fluide.  Si  l'on  place  ainsi 
horizontalement  sur  l'eau,  deux  cylindres  égaux  et  parallèles,  qui 
se  touchent  de  manière  qu'ils  se  dépassent  mutuellement  ;  on  ob- 
serve qu'à  l'instant ,  ils  glissent  l'un  sur  l'autre,  pour  se  mettre  de 
niveau  par  leurs  extrémités.  Le  fluide  étant  plus  déprimé  par  l'action 
capillaire  ,  à  l'extrémité  de  chacun  d'eux  ,  qui  est  en  contact  avec 
l'autre  cylindre ,  qu'à  l'extrémité  opposée-,  la  base  de  cette  dernière 
extrémité  est  plus  pressée  que  l'autre  base  ;  chaque  cylindre  tend 
en  conséquence  à  se  réunir  de  plus  en  plus  avec  l'autre-,  et  comme 
les  forces  accélératrices  portent  toujours  un  système  de  corps,  dé- 
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rangé  de  l'état  d'équilibre,  au-delà  de  cette  situation;  les  deux 
cylindres  doivent  se  dépasser  alternativement  en  faisant  des  oscil- 
lations qui,  diminuant  sans  cesse  par  les  résistances  qu'elles 
éprouvent,  finissent  par  être  anéanties.  Ces  cylindres,  alors  par- 
venus à  l'état  d'équilibre ,  sont  de  niveau  par  leurs  extrémités. 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que  la  manière  dont  nous  venons 
d'envisager  l'action  capillaire  ,  conduit  fort  simplement  aux  prin- 
cipaux résultais  de  ma  Théorie  sur  cet  objet.  Mais  la  méthode 
exposée  dans  cette  Théorie ,  a  des  avantages  qui  lui  sont  propres. 
Elle  fait  connaître  la  nature  de  la  surface  des  fluides  renfermés 
dans  les  espaces  capillaires,  et  montre  avec  évidence,  que  dans 
des  tubes  cylindriques  très-étroits  ,  cette  surface  est  à  très-peu-près 
sphérique  ,.  et  qu'ainsi  les  hauteurs  de  ses  divers  points  au-dessus 
du  niveau,  sont  très-peu  différentes.  On  peut  encore  en  conclure, 
que  dans  divers  tubes  de  la  même  matière,   plongeant  par  leurs 
extrémités  inférieures  dans  le  même  fluide-,  si  leur  figure  dans  la 
partie  où  le  fluide  s'élève,   est  la  même,  le  fluide  s'élèvera  dans 
tous,  à  la  même  hauteur,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  figure  des 
autres  parties.  Cela  résulte  évidemment  de  l'équilibre  du  fluide  dans 
un  canal  infiniment  étroit  passant  par  l'axe  de  chaque  tube,  au- 
dessous  duquel  il  se  recourbe,  pour  aboutir  à  la  surface  de  niveau, 
du  fluide.  Car  il  est  clair  que  si  la  figure  des  tubes  est  la  même 
dans  les  parties- où  le  fluide  s'y.  élève;  la  surface  du  fluide  y  serai 
la  même  ,  et  par  conséquent  aussi  l'action  du  fluide  du  tube  sur 
celui  du  canal  sera  la  même  dans  ces  tubes;  l'un  des  canaux  étant, 
supposé  en  équilibre,,  les. autres  le  seront  donc  pareillement.. 

Nous  observerons  ici  qu'il  peut  y  avoir  plusieurs  états  d'équi-- 
libre  dans  un  même  tube  ,  si  sa  largeur  n'est  pas  uniforme.  Ainsi 
en  supposant  deux  tubes  capillaires  communiquant  entre  eux,  et 
dont  le  plus  petit  soit  placé  verticalement  au-dessus  du  plus  grand  ; 
on  peut  concevoir  leurs  diamètres  etîeurs  longueurs,  telsque  le  fluide 
soit  d'abord  en  équilibre  au-dessus  du  niveau  dans  le  plus  grand,, 
et  qu'en  versant  ensuite  du  même  fluide,  jusqu'à  ce  qu'il  atteigne 
le  plus  petit  tube,  et  en  remplisse  une  partie,  le  fluide  s'y  main- 
tienne encore  en  équilibre.  Lorsque  la  figure  d'un  tube  capillaire 
diminue  par  nuances  insensibles,  les  divers  états  d'équilibre  sont 
alternativement  stables  et  non  stables.  D'abord,  le  fluide  tend  à. 
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s'élever  dans  le  tube,  et  cette  tendance  en  diminuant,  devient 
nulle  dans  l'état  d'équilibre  ;  au-delà  elle  devient  négative,  et 
par  conséquent  le  fluide  tend  à  s'abaisser-,  ainsi  ce  premier  équi- 
libre est  stable,  puisque  le  fluide  étant  un  peu  écarté  de  cet  état, 
tend  à  y  revenir.  En  continuant  d'élever  le  fluide,  sa  tendance  à 
s'abaisser  diminue ,  et  redevient  nulle  dans  le  second  état  d'équi- 
libre; au-delà,  elle  devient  positive ,  et  le  fluide  tend  à  s'élever, 
et  par  conséquent  à  s'éloigner  de  cet  état  qui  n'est  point  stable. 
Eu  continuant  ainsi,  on  voit  que  le  troisième  état  sera  stable,  le 
quatrième,  non  stable,  et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  la  comparaison  des  deux  méthodes  nous  a  fait  connaître- 
le  rapport  des  quantités  p  et  p',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des 

H        H' 

quantités  —  et  —  ,  au  moyen  de  l'angle  <sr  que  forment  avec  les 

parois  du  tube  ,  les  plans  tangens  à  la  surface  du  fluide  intérieur , 
aux  limites  de  la  sphère  d'activité  sensible  du  tube.  Ces  quantités 
représentent  les  forces  dont  dépendent  les  phénomènes  capillaires: 
elles  dérivent  des  forces  attractives  des  molécules  des  corps  dont 
elles  ne  sont  que  des  modifications-,-  mais  elles  sont  incomparable- 
ment plus  petites  que  ces  forces  attractives  qui,  lorsqu'elles 
agissent  avec  toute  leur  énergie,, sont  les- affinités  chimiques  elles- 
mêmes.  Si  la  loi  d'attraction,,  relative  à  la  distance  ,.  était  la 
même  pour  les  différens  corps  ;  les  valeurs  de  p  et  de  poseraient, 
comme  nous  l'avons  déjà  observé,  proportionnelles  aux  intensités  res- 
pectives de  leurs  attractions ,  c'est-à-dire  aux  coefficiens  constans 
qui  multiplieraient  la  fonction  commune  de  la  distance,  par  laquelle 
la  loi  de  ces  attractions  serait  représentée.  Les  valeursde  p  et  de  p'  se 
rapportent  alors  à  des  volumes  égaux,  et  non  à  des  masses  égales. 
Pour  le  faire  voir,  concevons  deux  tubes  capillaires  de  même 
diamètre,  et  de  substance  différente;  mais  dans  lesquels  un  fluide 
s'élève  à  la  même  hauteur.  Il  est  clair  par  ce  qui  précède,  que 
si  l'on  prend  dans  ces  tubes,  deux  volumes  égaux  et  infiniment  pe- 
tits, semblablement  placés  relativement  au  fluide  intérieur,  leur 
action  sur  ce  fluide  ,  sera  la  même  ,. et  l'on  pourra  substituer  l'un  à 
l'autre-,  il  faut  donc,  pour  avoir  les  rapports  de  leurs  attractions' 
à  égalité  de  masses  ,  diviser  les  valetirs  de  p ,  par  les  densités 
respectives  des  différens  corps.- 
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II  suit  de  là ,  que  les  valeurs  de  p,  p'  et  de  <vt  doivent  varier  avec 
la  température.  Considérons,  par  exemple,  un  fluide  qui  mouille 
exactement  le  verre  ,  tel  que  l'alcohol  -,  et  concevons  un  tube  de 
verre,  capillaire,  plongeant  par  son  extrémité  inférieure  dans  l'al- 
cohol ;  supposons  qu'à  zéro  de  température,  ce  fluide  s'y  élève 
au-dessus  du  niveau  ,  de  la  hauteur  q.  Concevons  ensuite  que  la 
température  croissant ,  la  densité  du  fluide  diminue  dans  le  rapport 
de  i  —  a  à  l'unité  ;  si  l'on  imagine ,  comme  dans  le  n°  i  de  la 
Théorie  citée  ,  un  canal  infiniment  étroit  passant  par  l'axe  du 
tube;  l'action  du  ménisque  fluide  formé  par  un  plan  horizontal 
mené  par  le  point  le  plus  bas  de  la  surface  fluide  dans  le  tube  , 
sera  diminuée  par  les  deux  causes  suivantes.  i°.  Sa  densité  deve- 
nant moindre,  son  attraction  sera  plus  petite  dans  le  même  rapport  ; 
car  il  est  naturel  de  penser  que  ce  genre  d'attractions  suit  la  raison, 
de  la  densité  pour  la  même  substance;  et  cela  se  vérifie  à  l'égard 
de  l'action  des  gaz  sur  la  lumière ,  action  qui ,  comme  on  l'a  reconnu 
par  des  expériences  très-exactes,  est  pour  le  même  gaz,  proportion- 
nelle à  sa  densité,  2*.  L'action  du  ménisque  fluide  sur  le  canal, 
diminue  encore  évidemment  avec  la  densité  du  fluide  du  canal. 
Par  ces  deux  causes  réunies,  la  valeur  de  H  est  diminuée  en  raison 
du  quarré  de  la  densité  du  fluide,  et  par  conséquent  dans  le  rap- 
port de  (i  — a)2  à  l'unité.  Mais  la  valeur  de  H „  divisée  par  le 
rayon  /  du  tube,  qui  exprime  l'action  du  ménisque  sur  le  canal, 
doit  balancer  le  poids  du  fluide  élevé  dans  ce  canal,  et  ce  poids  est 
égal  au  produit  de  l'élévation  du  fluide  par  sa  densité  et  par  la  pe- 
santeur. En  représentant  donc  par  q'  cette  élévation  ,  et  par  l'unité, 
la  densité  du  fluide  à  zéro  de  température  ,  et  nommant  g  la  pesan- 
teur 5  on  aura  les  deux  équations 

H 


d'où  l'on  tire 


7.(1—  a)*=S?'.(i  —  *)i 


ç'  —  ç-i*  —*.)'• 


Ainsi  l'élévation  du  fluide  dans  un  même  tube,  à  diverses  tempé- 
ratures ,  est  en  raison  de  sa  densité.  Nous  faisons  abstraction  ici , 
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de  la  dilatation  du  tube,  qui  en  augmentant  son  diamètre  intérieur, 
diminue  son  élévation.  En  y  ayant  égard  ,  on  aura  ce  théorème 
qui  doit  avoir  lieu  relativement  aux  liquides  qui  y  tels  que  l'alcohol , 
paraissent  jouir  d'une  parfaite  fluidité.  «  L'élévation  d'un  fluide  qui 
»  mouille  exactement  les  parois  d'un  tube  capillaire,  est,,  à  di- 
i>  verses  températures ,  en  raison  directe  de  la  densité  du  fluide  ,• 
».  et  en  raison  inverse  du  diamètre  intérieur  du  tube.  » 

De  V attraction  et  de  la  répulsion  apparente  despetits  corps 
qui  nagent  à  la  surface  des  fluides. 

J'ai  soumis  à  l'analyse,  dans  le  n°  n  de  ma  Théorie  de  l'action 
capillaire,  l'attraction  mutuelle  apparente  de  deux  plans  homogènes 
verticaux  et  parallèles  d'une  épaisseur  sensible,  et  plongeant  par 
leurs  extrémités  inférieures,  dans  un  fluide.  J'ai  fait  voir  que  l'action 
capillaire  tend  toujours  à  les  rapprocher,  soit  que  le  fluide  s'élève, 
soit  qu'il  s'abaisse  entre  eux.  Chaque  plan  éprouve  alors,  l'un  vers 
l'autre,  une  pression  égale  au  poids  d'un  prisme  du  même  fluide, 
dont  la  hauteur  serait  la  demi-somme  des  élévations  au-dessus  du 
niveau,  ou  des  abaissemens  au-dessous,  des  points  extrêmes  de 
contact  des  surfaces  intérieure  et  extérieure  du  fluide  avec  le  plan, 
et  dont  la  base  serait  la  partie  du  plan  ,  comprise  entre  les  deux 
lignes  horizontales  menées  par  ces  points.  Ce  théorème  renferme 
la  vraie  cause  de  l'attraction  apparente  des  corps  qui  nagent  sur 
■un  fluide,  lorsqu'il  s'élève  ou  s'abaisse  près  d'eux.  Mais  l'expérience 
fait  connaître  que  les  deux  corps  se  repoussent ,  lorsque  le  fluide 
s'élève  prèsde  l'un  d'eux  ,  tandis  qu'il  s'abaisse  prèsde  l'autre.  Pour 
endre  raison  de  ce  phénomène,  je  vais  considérer  ici  généra- 
lement la  répulsion  apparente  de  deux  plans  verticaux  ef  parallèles 
de  matières  différentes,  et  plongeant  par  leurs  extrémités  infé- 
rieures ,  dans  un  même  fluide. 

Supposons  que  le  fluide  s'abaisse  près  dii  premier  plan  ,  et  qu'il 
s'élève  près  du  second;  la  section  de  la  surface  du  fluide  compris 
entre  eux,  aura  d'abord  un  point  d'inflexion,  si  les  deux  plans 
sont  fort  distans  l'un  de  l'autre  ;  ce  point  est  au  niveau  de  la 
surface    du  fluide  indéfini   dans  lequel  on  suppose  que  les  plans- 
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trempent  ;  car  si  l'on  conçoit  un  canal  infiniment  étroit  passant 
par  ce  point ,  et  se  recourbant  ensuite  au-dessous  de  l'un  des  plans 
pour  aboutir  loin  d'eux,  à  la  surface  du  fluide  extérieur;  les  rayons 
de  courbure  de  la  surface  fluide  étant  infinis  aux  deux  extrémités  de 
ce  canal ,  il  doit  être  de  niveau  dans  ses  deux  branches.  Cela  posé. 
Nommons  z  l'élévation  au-dessus  du  niveau ,  d'un  point  quel- 
conque de  la  section  de  la  surface  du  fluide  intérieur  -,  et  y  la 
distance  horizontale  de  ce  point  au  premier  plan;  z  étant  négatif 
pour  les  points  au-dessous  du  niveau.  On  aura  par  le  n°  4  de  ma 
Théorie  de  l'action  capillaire  , 

ddz 


V  +  dy) 


2AZ, 

d£ 
dy> 

Cette  équation  multipliée  par  clz ,  et  intégrée ,  donne 

=  constante  —  az\ 


1/ 


dz 

^2y 


Pour  déterminer  la  constante  ,  nommons  ks  l'angle  aigu  que  forme 
avec  un  plan  vertical ,  la  tangente  à  un  point  de  la  section , 
placé  à  la  limite  de  la  sphère  d'activité  sensible  du  premier  plan. 
On  aura 


1/ 


=  sin.  <&. 


Soit  g  la  dépression  de  ce  point  au-dessous  du  niveau;  on  aura 
a  ce  point,  ou3  égal  à  a.q%\  donc 

constante  =  sin  <é  -\-  a.q* , 
et  par  conséquent 

■  =  sin  <sr  +  a<7*  — -  eus. 


Soit 
on  aura 


V 


dz* 

*+dy 


Z  =  sin.  -set  -f-  ot<72 —  azs; 
j  zdz-  f\ 

dy '  =  - 7==-;     (*> 


Soit 
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Soit  <&'  l'angle  aigu  que  forme  avec  un  plan  vertical ,  la  tangente 
à  un  point  de  la  section,  placé  à  la  limite  de  la  sphère  d'acti- 
vité sensible  du  second  plan;  on  aura  à  ce  point 


1/ 


,  dz? 


=  sin.  <ar . 


En  nommant  donc  q'  la  valeur  de  z  relative  au  même  point ,  on 

aura 

sin.  <&'  s=  sin.  <œ-\-  a.q*  —  aq'*  ; 
partant 

sin.<sp — sin.  mf  =  aq'*  —  a.ql.        (r) 

Z  ne  peut  jamais  surpasser  l'unité,  et  si  la  section  a  un  point 
d'inflexion,  z  est  nul  à  ce  point-,  alors  Z  est  égal  à  sm.<sr-\-a.q*  j 
donc  sin.ûr-f-ag*  est  égal  ou  moindre  que  l'unité.  S'il  était  égal 
à   l'unité,  on  aurait 

Z;=  ï  —  suaj 
par  conséquent 

7  (  i  —  riz,2  ~) .  dz 


s .  y a.,  y '  o, — n.2? 

L'intégrale  de  cette  équation,  prise  dans  des  limites  entre  les- 
quelles z  est  nul,  donne  pour/  et  par  conséquent  pour  la  distance 
mutuelle  des  plans,  une  valeur  infinie  ;  ainsi  lorsque  cette  distance 
est  finie,  et  lorsqir'il  y  a  un  point  d'inflexion  dans  la  section  de 
la  surface  du  fluide  intérieur,  sin . <zs- -f- aq1  est  moindre  que  l'unité; 
sin  œ'-^-aq'*  sera  donc  pareillement  en  vertu  de  l'équation  (r), 
moindre  que  l'unité. 

Lorsque  les  plans  sont  à  une  distance  infinie  l'un  de  l'autre, 
y  doit  être  infiai,  ce  qui  exige  que  Z  soit  égal  à  l'unité,  lors- 
que z  est  nul  ;  en  nommant  donc  qx  la  dépression  du  fluide  dans 
ce  cas,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  dépression  du  fluide,  à 
l'extérieur  du  premier  plan  ;  on  aura 

a. q\  -f-  sin.<w  =  ï. 

q  est  donc    moindre    que  </,.   Maintenant,   si    l'on  applique   ici 
les  raisonnemens  du  ne   1 1  de  ma  Théorie  de  l'action  capillaire  ^ 
2e  suppl.  liv.  x,  F. 
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on  verra  que  le  premier  plan  est  pressé  du  dedans  en  dehors; 
par  une  force  égale  au  poids  d'un  prisme  fluide  dont  la  hauteur 
est  i-(q -hq,)>  dont  la  profondeur  est  ql  —  q,  et  dont  la  largeur 
est  celle  du  plan. 

L'équation  (r)  donne  sin.  <sr'-f-«y'â  moindre  que  l'unité.  Lors- 
que les  plans  sont  à  une  distance  infinie,  elle  donne  cette  fonc- 
tion égale  à  l'unilé.  Soit  q\  ce  que  devient  alors  q';  q\  sera  donc 
plus  grand  que  q';  et  il  résulte  encore  du  n°  n  de  la  Théorie 
citée,  que  le  second  plan  sera  pressé  du  dedans  en  dehors,  par 
une  force  égale  au  poids  d'un  prisme  fluide ,  dont  la  hauteur  est 
i  (</ +  </,),  dont  la  profondeur  est  q\ — q' ,  et  dont  la  largeur 
est  celle  du  second  plan,  que  nous  supposons  ici  la  même  que 
celle  du  premier.  On  peut  en  conclure  que  les  pressions  que  les 
deux  plans  éprouvent  pour  s'écarter  l'un  ue  l'antre,  sont  égales; 
en  effet,  le  produit  de  \-Çq\-hq')  par  q\ — </,  est  égal  au  pro- 
duit   de    |.(<7,  +  <7)   par    qx —  q.   Ces    produits   sont  \{cj[  —  q'") 

^.(i—  Sin.<sr'—  *q'*);      ~.(i  —  s\n.vr—xq*); 

et  ces   deux  dernières  quantités  sont  égales  en  vertu  de  l'équa- 
tion (r). 

Il  y  aura  toujours  inflexion  au  milieu  de  la  surface  du  fluide 
compris  entre  les  plans,  si  <ar  est  égal  à  w' }  qnel  que  soit  leur 
rapprochement;  ces  plans  se  repousseront  donc  à  tontes  les  dis- 
tances. Mais  si  <ar  est  différent  de  <ar' ',  la  ligne  d'inflexion  de  la 
surface,  se  rapprochera  du  premier  ou  du  second  plan,  lorsqu'on 
diminue  leur  distance,  suivant  que  msr  sera  plus  grand  ou  plus 
petit  que  <nr'.  Supposons  ici  <ar><ar';  dans  ce  cas  qt  sera  moindre 
que  q\,  c'esl-à-dire  que  le  fluide  sera  moins  déprimé  à  l'extérieur 
du  premier  plan,  qu'il' ne  sera  élevé  à  l'extérieur  du  second.  En 
rapprochant  les  plans,  la  ligne  d'inflexion  de  la  surface  finira  par 
coïncider  avec  le  premier  plan.  En  effet  l'équation 

siu.  <iîr-— sin.  <©•'  =  a<7'2  —  aq* 

nous  montre  que  etqfa  surpasse  toujours  sin.<sr — sin.'Hr';  et  cepen- 
dant  il  est  visible  par  l'équation  (i),  que  s'il  y  a  inflexion  dans 
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la  surface  du  fluide  intérieur,  cf  est  de  l'ordre  de  la  distance 
-mutuelle  des  plans,  qui  par  leur  rapprochement,  peut  devenir 
plus  petite  qu'aucune  grandeur  donnée.  Il  y  a  donc  une  limile  de 
rapprochement,  où  celte  inflexion  cesse,  et  où  par  conséquent 
la  ligne  d'inflexion  coïncide  avec  le  premier  plan.  En  de^à  de 
cette  limite  ,  lorsque  l'on  continue  de  rapprocher  les  plans  -,  ils 
continuent  de  se  repousser  jusqu'à  ce  que  le  fluide  soit  aufant 
élevé  au-dessus  du  niveau  à  l'intérieur  du  premier  plan,  qu'il 
est  abaissé  au-dessous  à  l'extérieur,  comme  on  peut  s*en  assurer 
par  le  n°  n  de  la  Théorie  de  l'action  capillaire.  Dans  ce  cas, 
q  étant  l'élévation  du  fluide  près  du  premier  plan  à  l'intérieur, 
-on  a 

aq*  =  a.,q*zz=:  i  —  sin.  <sr; 

l'équation  (r)  qui   subsiste  toujours  ,    donne  alors 

a.q'*  =  a.q'  *  =  i  — ■  sin.  <sr'  ; 

et  il  résulte  encore  du  n°  n  cité,  que  le  second  plan  cesse  alors 
d'être  repoussé  par  le  premier  ;  ensorte  que  la  répulsion  se  change 
en  attraction  au  même  instant,  pour  les  deux  plans. 

Il  est  facile  de  déterminer  la  distance  mutuelle  des  plans, 
lorsque  ce  changement  a  lieu.  En  effet,  d.q*  étant  alors  égal  à 
i  — sin.-ar ,   on  a 

Z  =  I   CLZ*  , 

et  l'équation  différentielle  (i)  devient 

7  (  i  —  as1) .  dz 

dy  —   ■)/-  ./-===  ; 

z  .  y  es .  y  2  —  «a 

d'où  l'on  tire  en  intégrant 

y  = 7=.  Iog .  < — >  -j * —  -f-  constante. 

Pour  déterminer  la  constante ,  on  observera  que  y  étant  nul , 
z  est  égal  à  q ,   et  par  conséquent 

a,z*  ;==  i — •sin.'Zër; 
si  l'on  nomme  ensuite  ni  la  distance  mutuelle  des  plans,  on  aura 
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z  égal  à  q'f  lorsque  y  est  égal  à  a/  ;  on  aura  donc  alors 


Soient 


T  f\  /  T 

/ZêT  =  -  —  0  ;  'ZëT    Z=.  —  ■ 

2  7  2 


6  et  ô'  exprimeront  les  inclinaisons  des  deux  côtés  extrêmes  de 
la  section,    à  l'horizon;  alors  on  aura 

2/=-^.l0g.{;— g4j} -^.{cOS.lâ-COS.iâ'}-,    (0 

on  doit  observer  que  le  logarithme  est  hyperbolique.  Si  6  est 
infiniment  petit ,  le  fluide  ne  s'abaissera  qu'infiniment  peu  à  l'ex- 
térieur du  premier  plan  :  l'expression  précédente  de  2/  devient 
alors  infinie;  les  deux  plans  s'attirent  donc  alors  à  toutes  les 
distances.  Ainsi  la  supposition  de  9  mil  ,  est  la  limite  où  les 
deux  plans  commencent  à  pouvoir  se  repousser.  Si  0  croissant 
devient  égal  à  G';  alors  2/  devient  nul;  les  deux  pians  se  re- 
poussent donc  alors  à  toutes  les  distances.  Entre  ces  deux  limites, 
les  plans,  après  s'être  repoussés,  s'attirent,  lorsque  l'expression  pré- 
cédente est  moindre  que  al.  On  déterminera  leur  attraction 
ou  leur  répulsion,  au  moyen  du  théorème  suivant,  qu'il  est  facile 
de  conclure  du  n°   11  de  la  Théorie  citée. 

«  Quelles  que  soient  les  substances  dont  les  plans  sont  formés, 
»  la  tendance  de  chacun  d'eux  vers  l'autre,  est  égale  au  poids 
y  d'un  prisme  fluide  dont  la  hauteur  est  l'élévation  au-dessus  du 
y>  niveau,  des  points  extrêmes  de  contact  du  fluide  intérieur  avec 
s  le  plan,  moins  cette  élévation  à  l'extérieur;  dont  la  profon- 
»  deurest  la  demi-somme  de  ces  élévations,  et  dont  la  largeur 
y>  est  celle  des  plans  dans  le  sens  horizontal.  On  doit  supposer 
»  l'élévation  ,  négative ,  lorsqu'elle  se  change  en  abaissement  au- 
35  dessous  du  niveau.  Si  le  produit  des  trois  dimensions  précé- 
»  dentés,  est  négatif;  la  tendance  devient  répulsion.» 

Nous  observerons  ici  que  cette  tendance  est  la  même,  et  de 
même  signe  pour  les  deux  plans.  Car  les  deux  premiers  facteurs 
étant  q —  qx  et  1.(7  +  9,)  pour  le  premier  plan;  leur  produit 
est  {.(g*  —  q\).    Le  produit   analogue    pour   le    second  plan  est 
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\.(q'* — q'');  ainsi  la  largeur  des  deux  plans  étant  supposée  la  même, 
les  deux  prismes  fluides  dont  les  poids  égalent  leurs  tendances  l'un 
vers  l'autre,  sont  égaux,  si  q%  —  q\  est  égale  à  q'* — q'\ ;  or  cette 
égalité  résulte  de  l'équation  (r)  ,  qui  en  substituant  pour  sin.<sr, 
et  sin.<ar'  leurs  valeurs  i — a.q*  et   i — a.q'[ ,  devient 

Ainsi,  quoique  les  deux  plans  n'agissent  l'un  sur  l'autre  que  par 
l'action  capillaire  d'un  fluide  intermédiaire-,  cependant  cette  action 
réciproque  est  telle  que  l'action  est  égale  à  la  réaction. 

Lorsque    les    deux  plans   sont  très-rapprochés,  z  est   très-peu 
différent  de  q ,  ensorte  que  si  l'on  fait 

Z<—q==.z', 

z'  sera  une  très-petite  quantité  dont  on  pourra  négliger  le  carré. 
On  aura  ainsi 

Z  =  sin  .<Jîr  —  20.qz', 
et  parconséquent, 

zaq7 

l'équation  (i)  deviendra  ainsi 

j  ZdZ 

actq .  y  i — Zr 

ce  qui  donne  en  intégrant, 

y  =  constante  -4-  — . 

Pour  déterminer  la  constante,  on  observera  que  y  est  nul  avec 
z',  et  qu'alors  Z  =  sin.  <sr  ;  on  a  donc- 

r         ,.  COS.  -3T 

constante  s= . 

zttq 

De  plus,  2/  étant  la  distance  mutuelle  des  plans;  on  a,  lorsque 
y  =  2/,   z  égal  à  q',  et  par  conséquent  Z  =  sin.<ra*'y  donc 

3  COS.   S?     COS.  TS 

2.1  es — —  ; 

2*<7 
et  par  conséquent 

COS.  •s;' COS.  V 

?  = 52 * 
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La  hauteur  du  fluide  entre  les  plans  est  donc  en  raison  inverse 
de  leur  distance  mutuelle.  On  peut  conclure  de  cette  analyse,  le 
théorème   suivant  : 

«  Lorsque  les  plans  sont  très-rapprochés;  l'élévation  du  fluide 
»  entre  eux,  est  en  raison  inverse  de  leur  distance  mutuelle,  et 
i>  elle  est  égale  à  la  demi-somme  des  élévations  qui  auraient  lieu, 
»  si  l'on  supposait  d'abord,  le  premier  plan  de  la  même  matière 
»  que  le«econd,  et  ensuite,  le  second  de  la  même  matière  que 
»  le  premier.  On  doit  observer  de  supposer  l'élévation  négative, 
5»  lorsqu'elle  se  change  en  abaissement.  »  Ce  théorème  est  un  co- 
rollaire de  celui  que  nous  avons  donné  précédemment  sur  l'éléva- 
tion du  fluide  entre  deux  surfaces  prismatiques  de  matières  diffé- 
rentes ,  et  dont  l'une  est  comprise  dans  l'autre. 

On  voit  par  ce  théorème  et  par  celui  que  nous  avons  énoncé 
ci-dessus,  que  la  force  répulsive  des  plans  est  beaucoup  plus  faible 
que  la  force  attractive  qui  se  développe,  lorsque  les  plans  sont 
très-rapprochés,  et  qui  doit  les  porter  l'un  vers  l'autre,  d'un  mou- 
vement accéléré.  Dans  ce  cas,  l'élévation  du  fluide  entre  les  plans, 
est  très-grande  relativement  à  son  élévation  près  des  mêmes  plans 
à  leur  extérieur  ;  en  négligeant  donc  le  carré  de  cette  dernière  élé- 
vation, par  rapport  au  carré  de  la  première-,  le  prisme  fluide  dont 
le  poids  exprime  la  tendance  d'un  des  plans  vers  l'autre,  en  vertu 
du  premier  des  deux  théorèmes  précédens,  sera  égal  au  produit 
du  carré  de  l'élévation  du  fluide  intérieur,  par  la  demi-largeur 
des  plans  dans  le  sens  horizontal.  Cette  élévation  étant,  par  le 
second  de  ces  théorèmes,  réciproque  à  la  distance  mutuelle  des 
plans-,  le  prisme  sera  proportionnel  à  leur  largeur  horizontale, 
divisée  par  le  carré  de  cette  distance;  la  tendance  des  deux  plans 
l'un  vers  l'autre  sera  donc  en  raison  inverse  du  carré  de  leur 
distance,  et  par  conséquent,  elle  suivra  la  loi  de  l'attraction  uni- 
verselle ,  loi  que  paraissent  suivre  toutes  les  attractions  et  les  ré- 
pulsions qui  s'exercent  à  des  distances  sensibles,  telles  que  l'élec- 
tricité et  le  magnétisme. 

Désirant  de  reconnaître  par  l'expérience,  le  phénomène  singu- 
lier de  la  répulsion  des  plans,  qui  se  change  en  attraction  par  leur 
rapprochement;  j'ai  prié  M.  Haiij  de  faire  quelques  expériences 
sur  un  résultat  aussi  curieux  de  la  Théorie  de  l'action  capillaire. 
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îl  en  a  fait  plusieurs  en  employant  des  plans  d'ivoire  qui,  comme 
on  sait,  est  mouillé  par  l'eau,  et  des  plans  de  talc  laminaire, 
corps  dans  lequel  le  toucher  indique  une  sorte  d'onctuosité  qui 
l'empêche  de  se  mouiller.  Ces  expériences  ont  confirmé  pleine- 
ment le  résultat  de  la  Théorie  ,  comme  on  le  voit  par  la  note 
suivante  qu'il  m'a  communiquée. 

«  On  a  suspendu  à  un  fil  très-délié ,  une  petite  feuille  carrée 
s  de  talc  laminaire ,  de  manière  qu'elle  fut  plongée  dans  l'eau  par  le 
y>  bas.  On  a  plongé  dans  la  même  eau,  et  à  la  distance  de  quelques 
5>  centimètres  ,  la  partie  inférieure  d'un  parallélipipède  d'ivoire  , 
»  ensorte  qu'une  de  ses  faces  fût  parallèle  à  la  feuille  de  talc  ,  en 
»  la  maintenant  toujours  dans  une  situation  parallèle  à  cette  feuille, 
»  et  en  arrêtant  le  parallélipipède  par  intervalles,  afin  d'être  assuré 
3>  que  l'effet  du  mouvement  qu'il  pouvait  imprimer  au  fluide,  était 
»  insensible  dans  l'expérience.  Alors  cette  feuille  s'est  éloignée  du 
»  parallélipipède  -,  et  îorsqu'en  continuant  de  faire  mouvoir  celui-' 
»  ci,  toujours  avec  une  extrême  lenteur,  il  n'y  a  plus  eu  qu'une 
•»  très-petite  distance  entre  les  deux  corps  ;  la  feuille  de  talc  s'est 
î>  approchée  tout  à  coup  du  parallélipipède,  et  s'est  mise  en  contact 
»  avec  lui.  En  séparant  alors  les  deux  corps,  on  a  trouvé  le  parai- 
î>  lélipipède  d'ivoire,  mouillé  jusqu'à  une  certaine  hauteur  au» 
3>  dessus  du  niveau  de  l'eau  ;  et  en  recommençant  l'expérience  avant 
»  de  l'avoir  essuyé,  l'attraction  a  commencé  plus  tôt,  et  quelquefois 
î>  elle  a  eu  lieu  dès  le  premier  instant ,  sans  être  précédée  d'une 
»  répulsion  sensible.  Ces  expériences  répétées  plusieurs  fois  et  avec 
»  soin,  ont  toujours  donné  les  mêmes  résultats. :> 

Lorsque  le  plan  d'ivoire  est  très-humecté;  l'eau  qui  recouvre  ss 
surface,  forme  un  nouveau  plan  qui  attire  la  lame  de  taîc  ,  et  rela- 
tivement auquel  l'angle  B'  de  la  formule  (t)  est  le  plus  grand  pos- 
sible et  égal  par  le  n°  12  de  la  Théorie  de  l'action  capillaire,  au 
quart  de  la  circonférence.  La  valeur  de  si,  donnée  par  cette 
formule,  valeur  qui  exprime  la  distance  des  plans  où  l'attraction 
commence,  devient  donc  plus  grande,  conformément  à  l'expé- 
rience.  De  plus,  il  peut  arriver  que  par  l'effet  du  frottement  du 
fluide  contre  la  lame  de  talc,  lorsqu'il  redescend  après  s'être  élevé 
entre  les  plans  très-près  du  contact ,  l'angle  0  devienne  nul  ou  in- 
sensible, de  même  que  l'on  observe  l'angle  semblable  relatif  a» 
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mercure,  diminuer  dans  le  baromètre,  lorsqu'il  descend;  l'expres- 
sion de  2  /  devient  alors  infinie,  et  l'attraction  n'est  précédée  d'au- 
cune répulsion  sensible. 

Sur  V adhésion  des  disques  h  la  surface  Ses  fluides. 

Lorsqu'on  applique  un  disque  sur  la  surface  d'un  fluide  stagnant 
dans  un  vase  d'une  grande  étendue-,  on  éprouve  pour  l'en  déta- 
cher même  dans  le  vide,  une  résistance  d'autant  plus  considérable, 
que  la  surface  du  disque  est  plus  grande.  Le  disque,  en  s'élevant, 
soulève  une  colonne  fluide  qui  le  suit  jusqu'à  une  certaine  limite 
où.  elle  s'en  sépare  pour  retomber  dans  le  vase.  A  cette  limite ,  la 
colonne  poufYait  être  maintenue  en  équilibre ,  si  la  force  qui  sou- 
lève le  disque  était  exactement  celle  qui  convient  à  cet  état 
d'équilibre;  et  il  est  visible  que  cette  force  doit  pour  cela,  égaler 
les  poids  du  disque  et  de  la  colonne  élevée.  L'adhésion  du  disque 
au  fluide,  est  ainsi  un  phénomène  capillaire.  Mais  pour  l'établir  in- 
contestablement, je  vais  déterminer  cette  force  par  l'analyse  ,  et  la 
comparer  à  l'expérience. 

Considérons  une  section  de  la  surface  de  la  colonne,  par  un  plan  ver- 
tical passant  parle  centre  du  disque  supposé  circulaire.  Cette  section 
sera  la  courbe  génératrice  delà  surface  produite  par  la  révolution  de 
la  courbe  autour  de  la  verticale  passantpar  le  centredu  disque.  Soit/ 
le  rayon  du  disque,  et  l-\-y  la  distance  à  cette  verticale,  d'un  point 
quelconque  de  la  section  dont  z  est  la  hauteur  au-dessus  du  niveau 
du  fluide.  L'équilibre  de  la  colonne  donnera ,  par  la  Théorie  de 

l'action  capillaire  (n°  4)  >  en  observant  qu'ici  ?  est  nul , 

ddz  dz 

d^f           .        1                   dy 
J+T-T-  •  7^ =  2ftZ. 

Pour  intégrer  cette  équation,  nommons  m  l'angle  que  le  côté  de 
la  section  génératrice  forme  avec  la  ligne  horizontale  menée  de 
l'extrémité  inférieure  de  ce  côté,  à  la  verticale  qui  passe  par  le 
centre  du  disque.  On  aura 

dz 

^=-.tang.^j 

l'équatioa 
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l'équation  précédente  deviendra  ainsi, 

3&  sin.-sr  *   v 

«n  la  multipliant  par  Jz  ou  par  —  c^.tang.'sr,  et  en  l'intégrant  j 
on  aura 

,      Cdz .sin.  <sr  .       .  . 

cos.  <sr  »f-  J  — jt —  =  constante  —  eu\ 

Supposons  que  l'intégrale  commence  avec  z ,  et  observons  que  z 
étant  nul ,  le  côté  de  la  section  coïncide  avec  la  surface  de  ni- 
veau,  ce  qui  rend  m  nul,  et  par  conséquent  cos.<ar=:ii  nous 
aurons  constante=  1  j  donc 


a,z*  =  ï  —  cos.  <sr  —  7  — ^— — .        Çtj 


Lorsque  le  disque  est  fort  large ,  /  est  une  quantité   considérable 
par  rapport  à  —y=\  on  aura  ainsi  une  première  valeur  approchée 

V    et 

de  z ,    en   négligeant    dans    l'équation   précédente ,   l'intégrale 

/dz  .  sin .  ts  .    , 

—rr —  y  ce  qui  donne 

y/l    . 
z  =  — =.sin.|<sr. 
|/« 

On   pourra  donc  substituer  cette  valeur  de  z,  dans  l'intégrale 

/dz ,  sin.  ts  •    i      •       .  ï  < 

—77- — ,  qui  devient  par  la 


J     y 2       /Y?«.sin.| 

K    2-J 1 


tr.  cos'.-jot 


Cette  intégrale  prise  depuis  <sr  =  o,   est  égale  à 

'r        a.    f  1    t      1        ±    I    /a      Afy-(i — coss.i<ir) 


L'élément  de  cette   dernière   intégrale  n'est  jamais   infini  ;  car 
quoique  -p  devienne  infiai,  lorsque  <sr  nul,   puisqu'il  est  égal  à 
ae  SUPPL.  LIV.  X.  G 
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dz.  cos.  &  ,  1  cos.  is  -,       ,  . ,        .  T 

■ — j : — ,  ou  a yz==\  —  --.—  ;  cependant,  comme  il  est  mul- 

rf5r.sm.3r  2l/a*     sm  im 

tiplié  dans  l'intégrale  précédente,  par  dts-.(i — cos3.|<ar),  le  coef- 
ficient de  d<zr  dans  ce  produit,  n'est  jamais  infini.  En  négligeant 
les  termes  divisés  par  (/+j)%  relativement  aux  termes  divisés 
par  l-\-y,  on   aura 

in.  ■73- 2\/2.(i  —  cos3.^) 


-r- 


l+y  5.(l+y).\/a. 


L'intégrale  doit  être  prise  depuis  <sr  — o,  jusqu'à  <©•  =  #— <sr', 
tw'  étant  l'angle  que  le  côté  extrême  de  la  section  génératrice 
forme  avec  la  ligne  menée  sur  la  surface  inférieure  du  disque, 
jusqu'au  centre  de  cette  surface.  En  nommant  donc  z'  la  valeur 
extrême  de  z,  ou  la  hauteur  entière  de  la  colonne  soulevée  par 
le  disque-,  l'équation   (7)   donnera 


«z'2  =  i  -f-  cos.  <nr 


7 


d'où  l'on  tire  à  fort  peu-près 


l/l 


cos.  I  <sr 


i.y/â.{i  —  sin3.^'},. 
3/.  l/â 


-.tus.;'»   ^^^7 /  • 

et  O/.ct.COS.^'ar 

Pour  avoir  le  volume  entier  de  la  colonne  soulevée,  il  faut  d'abord 
multiplier  cette  valeur  de  z'  par  la  surface  inférieure  du  disque, 
ou  par  it J*;  ajouter  ensuite  à  ce  produit,  le  fluide  qui  envi- 
ronne le  cylindre  fluide  dont  la  base  supérieure  est  la  surface 
inférieure  du  disque.  Ce  dernier  volume  est  égal  à  l'intégrale 
—  2:t.f(/-\-y).zdy,  prise  depuis  <sr  =  o  jusqu'à  <2r=7r  —  <wt;  on 
aura  ainsi  pour  l'expression  du  volume  entier  de  la  colonne 
soulevée , 

*l*  •  lX3 .  cos.  W~"  7"i'  - Sin3,'  'f0  -"  a*  -W+y)  •  zdy. 

On  peut  déterminer  rigoureusement  eette  dernière  intégrale,  de 
la   manière   suivante. 

L'équation  (s)  multipliée  par  (/  -\-y~)dy ,  donne  en  l'intégrant 

—  2cl  •f(l-\-y')  •  zdy  s=  (^+j) .  sin.  <ar  -j-  constante. 
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Pour  déterminer  la  constante ,  nous  observerons  que  l'intégrale 
doit  être  prise  depuis  m—O,  jusqu'à  <an=7r — e&r' t  et  que  (/-f-j).siD.<3r 
est  nul  avec  «st.  En  effet,  l-\-y  devient  infini  lorsque  <w  est  nul; 
en  réduisant  donc  son  expression,  dans  une  série  ascendante  par 
rapport  à  <sr,  le  premier  terme  de  cette  série  sera  de  la  forme 
A.(ur~T.  De  plus,  z  étant  nul  avec  <& ,  si  l'on  réduit  pareillement 
son  expression  ,  dans  une  série  ascendante  en  m  \  le  premier  terme 
sera  de  la  forme  A'  .<&''>  r  et  r   étant  positifs.  L'équation 

!=~tang.«B- 

donnera  donc  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  premiers  fermes,  et  ob- 
servant que  tang.  <3r  devient  <sr,  dans  le  cas  de  <sr  très-petit, 


d'où  l'on  tire,  en  comparant  les  exposans  de  <ar, 

i  —  r  =  fj 

{/-f-j).sin.<«r,  deviendra  donc  A.<zs"' ' ,  en  substituant  A(5r~r  poury, 
et  <zet  pour  sin.<3r;  (l-\-y),ûx\.ew ,  est  donc  nul  avec  w ,  et  par 
conséquent  la  constante  de  l'intégrale  précédente  est  nulle.  On 
aura  donc,  en  observant  qu'à  la  fin  de  l'intégrale,  <ar  devient 
7T — x(Sf't  et  que  y  est  nul, 

—  2tf.((l-\-y).zdy=.-  ./.sin.-sr',, 

Le  volume  entier  de  la  colonne  soulevée  sera  par  conséquent, 

tri2.  1/2.  cos.  \t/  frl  r         a      .  ?  ,       ,  ,    e      .   .,  ',       ,-, 

— -= — - = r-j.fi — o.sm.f  <w-f-5.sin3.  t<st  ). 

\/ a.  3*.  cos.  j  -as     l  -si  j 

On  aura  la  valeur  de  -,  au  moyen  de  l'équation  suivante,  donnée 
par  le  n°  5   de  ma  Théorie, 

2.  cos.  <b'       (  h  ,  ,.        -        .  ,.) 

1  ^—^h-  -V  -  ï^ï—>  •Ci-Sin.«r)*.(i+a.8in.«r)j; 
/î  étant  ici  le  diamètre  intérieur  du  tube,  et  y  étant  la  hauteur 
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à  laquelle  le  point  le  plus  bas  du  fluide  intérieur  s'élève  au-dessus? 
du  niveau  :  dans  le  cas  où  le  fluide  s'abaisse  au-dessous  du  niveau, 
q  devient  négatif,  et  exprime  la  dépression  du  point  le  plus  élevé 
du  fluide  intérieur.  Cette  équation  donne  à  fort  peu-près, 

7  4^'+67^-7'CI--sixi-'2r')ai-CIH--2-siû-'ar')}; 


a.        2  .  cos.  « 


Ainsi,  pour  avoir  des  élévations  réciproques  aux  diamètres  inté- 
rieurs des  tubes  ;  il  faut  ajouter  aux  élévations  observées  q ,  le 
sixième  du  diamètre  multiplié  par  le  facteur 

(  i  — sin.  Tt'y-  .  (  1  -f-  2.sin.  ■sr')". 

COS3.V  '  î;' 

facfeur  qui  se  réduit  à  l'unité  ,  lorsque  l'angle  <ar'  est  nul.  Cette 
correction  est  nécessaire  dans  des  expériences  faites  avec  une  grande 
précision  ,  comme  celles  que  nous  allons  rapporter.  M.  Gay-Lussac 
a  bien  voulu  les  entreprendre  à  ma.  prière;  il  a  imaginé  pour  me- 
surer les  ascensions,  et  lès  dépressions  des  fluides  dans  les  tubes 
capillaires  transparens  ,  un:  moyen  qui  donne  à  ses  expériences, 
la  précision  des  observations  astronomiques;  ensorfe  que  l'on  peut 
en  adopter  l'es  résultats  avec  confiance.  Les  tubes  ont  été  choisis- 
bien  calibrés,  et  leurs  diamètres  intérieurs  ont  été  mesurés  au 
moyen  du  poids  d'une  colonne  de  mercure  qui  les  remplissait;  cg 
qui  est  le  moyen. le  pius  exact  de  déterminer- ces  diamètres; 

Les  physiciens  ne  sont  pas  d'accord  sur  l'élévation  de  l'eau  dans 
les  tubes  capillaires  de  verre,  d'un  diamètre  donné  :  leurs  résultats 
à  cet  égard,  diffèrent  au  moins  du  simple  au  double.  Ces  diffé- 
rences tiennent  principalement  au  plus  ou  moins  d'humidité  des 
parois  des  tubes  :  quand  ils  sont  très-humectés,  comme  ils  l'ont 
toujours  été  dans  les  expériences  suivantes  ,  l'eau  s'élève  toujours 
à  fort  peu-près  à"  la  même  hauteur  dans  un  même  tube.  M.  Gay- 
Lussac  a  observé  dans  un  tube  de  verre  blanc,  dont  le  diamètre 
antérieur  était  de  i""',  29441  >  l'élévation  du  point  le  plus  bas  de  là 
surface  intérieure  de  l'eau,  au-dessus  du  niveau  de  ce  liquide 
dans  un  vase  très -large  dans  lequel  le  tube  plongeait  par  son 
extrémité  inférieure.  11  l'a  trouvée  par  plusiears  expériences  qui 
s'accordaient  entre  elles,  égale  à  2 3""',  1634,  la  température  étant 
âe  3% 5, environ,  du  thermomètre  centigrade.  Ici,  l'angle  m'  est 
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mil  ,  l'eau  mouillant  parfaitement  les  parois  du  tube.  En  augmen- 
tant cette  élévation ,  du  sixième  du  diamètre  du  tube  ;  on  aura 
25™',  3791.     Cette   quantité  multipliée  parle  diamètre  du  tube, 

donnera  par  ee  qui  précède,,  la  valeur  de  -  °,  et  l'on  trouverai 


-  =  3omimi.  2631 ,. 

A.  ' 

Dans  un  second  tube  de  verre,  dont  le  diamètre  intérieur  était 
de  imi,  go58i  ;  M.  Gay-Lussac  a  observé,  à  la  même  température, 
l'élévation  du  point  le  plus  bas  de  la  surface  intérieure  au-dessus 
du  niveau,  de  15™,  586i  ;  ce  qui  donne  r5mi,  go34,  en  lui  ajoutant 
le  sixième  du  diamètre  du  tube.  L'élévation  du  premier  tube 
corrigée,  donne  pour  l'élévation  corrigée  du  second  tube,  i5mi,8g6; 
ce  qui  diffère  très-peu  de  l'élévation  qui  résulte  de  l'observation  y  et 
ce  qui  prouve,  1°.  que  les  élévations  corrigées  sont  à  très-peu-près 
réciproques  aux  diamètres  des  tubes-,  2Ç.  que  dans  des  expériences 
très-précises,  la  correction  faite  par  l'addition  du  sixième  du  diar 
mètre  des  tubes,  est  indispensable. 

"  On  pourrait  encore  déterminer  la  valeur  db  -  ,  au  moyen  de' 

l'élévation  du  point  le  plus  bas  de  la  surface  de  l'eau  qui  s'élève^ 
enire  deux  lames  de  verre,  verticales  et  parallèles,  très-rapprochées- 
l'une  de  l'autre,  et  plongeant  par  leurs  extrémités  inférieures-,  dans- 
un  vase  plein  de  ce  liquide.  M.  Gay-Lussac  a  trouvé  par  le  résultat 
moyen  de  cinq  expériences- peu  différentes' entre  elles,  cette  élé-- 
vation  égale  à  i3mi,  574  ,  la  distance  mutuelle  des  lames  étant  de 
if,  06g.  Cette  distance  était  exactement  égalé  au  diamètre  d'un 
£1  de  fer  passé  à  la  filière  ;  et  pour  mesurer  ce  diamètre,  on  a 
placé  lès  unes  à  côté  des  autres,  plusieurs  portions  du  même  fil,, 
qui  par  la  somme  de  leurs  diamètres,  formaient  une  largeur  con- 
sidérable que  l'on  a  mesurée  avec  soin>  et  que  l'on  a  ensuite  di- 
visée par   le  nombre  de  ces  diamètres.   Les  lames  parfaitement 
planes,   avaient  été  très-humectées  :  la  température  était  de  16* 
pendant  les  expériences.  Si  Ton  ajoute  à  l'élévation  observée,  lé 

produit  de  la  demi -distance  des   lames  par  1  — -r,  ?r  étant  Tas 

demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité,, et  si  l'on  multiplias 
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la  somme  par  la  distance    imi,  069  ;  on   aura  par  le  n°  8  de  nia 

Théorie  de  l'action  capillaire  ,  la  valeur  de  -.  On  trouve  ainsi 

I  m  14%  524. 

Ce  résultat  doit  être  un  peu  augmenté ,  pour  le  réduire  à  la  tem- 
pérature de  8°,5;  car  on  a  vu  précédemment  que  l'élévation  croît 
avec  la  densité  du  liquide.  Il  diffère  peu  du  résultat  i5mi,  i3 
que  donne  l'élévation  de  l'eau  dans  un  tube  de  verre-,  ce  qui  fournit 
une  confirmation  nouvelle  de  la  Théorie  suivant  laquelle  l'éléva- 
tion entre  des  plans  parallèles ,  doit  être  environ  la  moitié  de 
l'élévation  dans  les  tubes  capillaires  d'un  diamètre  égal  à  la  dis- 
tance des  plans.  Nous  adopterons  ici,  de  préférence,  la  valeur  de 

-  conclue  des  expériences  sur  le  tube  le  plus  étroit,  et  nous  sup- 
poserons ainsi  à  la  température  de  8%  5 , 

-  =  5o""-mi,  2621. 

Cela  posé.  La  formule  précédente  qui  détermine  le  volume  du 
liquide  élevé  ,  donne  en  ajant  égard  à  ses  deux  termes ,  et  en 
prenant  pour  unité  le  centimètre  cube,  le  volume  du  liquide  élevé 
par  un  disque  de  verre  blanc  circulaire,  et  dont  le  diamètre  est 
de  118"",  566,  égal  à 

60,5527  —  o,  gSyS; 

le  poids  du  centimètre  cube  d'eau  à  son  maximum  de  densité,  est 
le  gramme.  Mais  les  expériences  précédentes  ajrant  été  faites  à  la 
température  d'environ  huit  degrés  et  demi  ,  le  centimètre  cube 
d'eau  pèse  un  peu  moins  que  le  gramme.  En  ajant  égard  à  cette 
correction  ,  on  trouve  le  poids  de  la  colonne  d'eau  soulevée  ,  au 
moment  où  elle  est  prête  à  se  détacher,  égal  à  59f™nm",5873.  M.  Gay- 
Lussac  a  trouvé  par  plusieurs  expériences  qui  diffèrent  très -peu 
entre  elles,  ce  poids  égal  à  5cfTam,  40;  ce  qui  s'accorde  aussi  bien 
qu'on  peut  le  désirer  ,  avec  le  résultat  de  l'analyse. 

De  l'alcohol  dont  la  pesanteur  spécifique  à  huit  degrés  de  tem- 
pérature,  comparée  à  celle  de  l'eau  à  la  même  température,  était 


SUP'PLE  M  E  N  T    A  U    Xe    L  I  V  E  E.  55 

0,81961  .,  s'est  élevé  dans  le  premier  des  deux  tubes  précédens,  à 
la  hauteur  de  9""',  i8235,  la  température  étant  toujours  de  huit 
degrés.  L'alcohol  mouillant  parfaitement  le  verre  ,  il  faut  ajouter 
à  cette  hauteur,  le  sixième  du  diamètre  du  tube;  elle  devient 
alors  égale  à  9""',  59808.  Ce    nombre  multiplié  par  le  diamètre  du 


2 


tube,  donnera  la  valeur  de  -  relative  à  cet  alcohol,  et  l'on  aura 

12'nimi}    l6/,9. 


2 

cl 


Au  moyen,  de  cette  valeur,  on  aura  l'élévation  de  l'alcohol  dans 
le  second  tube  ,  corrigée  par  l'addition  du  sixième  du  diamètre 

du  tube,  en  divisant-  par  le  diamètre  de  ce  tube*,  ce  qui  donne 

6mi,  38976  pour  cette  élévation  que  M.  Gay-Lussac  a  trouvée  par 
l'expérience,  égale  à  6mi,^oi2j.  Le  peu  de  différence  de  ces  deux  va- 
leurs prouve  que-les  élévations  corrigées  de  l'alcohol  dans  divers 
tubes  capillaires  très-étroits ,  sont  réciproques  aux  diamètres  de- 

ces  tubes.  En  employant  la  valeur  précédente  de  -  ,  on  trouve- 
le  volume  d'alcohol  élevé  par  le  disque  de  verre  de  la  première 
expérience ,  égal  à 

38,  3792  ■— o,  0770,. 

le  centimètre  cube  étant  pris  pour  unité.  Cette  valeur  multipliée" 
par  la  pesanteur  spécifique  0,81961,  de  cet  alcohol,  donne  le  poids- 
de  ce  volume  d'alcohol ,  égal  à  celui  de  3i,i46g  centimètres  cubes 
d'eau  à  la  température  de  huit  degrés;  et  ce  dernier  poids  est  égal  à- 
Zi^,am,  i435.  Tel  est  donc  le  poids  nécessaire  pour  détacher  de  l'alco- 
hol, le  disque  de  verre  précédent,  la  température  étant  de  huit  degrés. 
M.  Gay-Lussac  a  trouvé  par  l'expérience,  ce  poids  égal  à  "î>i^""n,o8 
à  la  même  température  ;  ce  qui  diffère  très -peu  du  résultat  de 
l'analyse. 

De  l'alcohol  dont  la  pesanteur  spécifique  à  dix  degrés  de  température, 
et  comparée  à  celle  de  l'eau  à  la  même  température,  était  0,8595, 
s'est  élevé  dans  Je  premier  tube  ,  à  gmi,  3007g  >  ce  9"*  donue 
gmi,  5i64g  pour  son  élévation  corrigée.  D'où  l'on  conclut  la  valeur 

de  -  relative  à  cet  alcohol,  égale  à  iàmi;mi}  3igo5.  Cette  valeur  ies 
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-  donne  le  poids  nécessaire  pour  détacher  le  disque  précédent,  de 

:1a  surface  de  cet  alcohol,  égal  à  32ST,im,86o ,  et  l'expérience  a  donné 
à  M.  Gay-Lussac  5zsr.am,  Sj;  ce  qui  s'accorde  exactement  avec  le 
calcul. 

Enfin,  de  l'alcohol  dont  la  densité  était  o, g4i53  à  huit  degrés 
de  température,  s'est  élevé  dans  le  tube  précédent,  à  9"",99727  ; 

ce  qui  donne  -  =  i3m'-"",  2198  ,  et  par  conséquent  l'adhésion  du 

disque  précédent,  égale  à  Zj1""11,  285.  M.  Gaj-Lussac  a  trouvé  par" 
■l'expérience  ,    k   la  même    température,  cette  adhésion  égale  à 

■5f""",i52, 

XJe  l'huile  de  térébenthine  dont  la  pesanteur  spécifique  à  huit 
degrés  de  température  ,  et  comparée  à  l'eau  à  la  même  tempéra- 
ture, était  o,  86g458,  s'est  élevée  dans  le  premier  tube,  à  Q^gSiSgj 

ce  qui  donne  iomi,  16729  pour  son  élévation  corrigée  ,  et  -  égal 

à  i3mi™,  1606.  De  là  on  conclut  l'adhésion  du  disque  précédent 
à  la  surface  de  ce  liquide ,  égale  à  34sram,  35o.  M.  Gay-Lussac  a 
trouvé  à  la  même  température  de  huit  degrés  ,  cette  adhésion  égale 
à  34/™",  104,  ce  qui  diffère  très-peu  du  résultat  précédent. 

M.  Gay-Lussac  a  fait  plusieurs  expériences  sur  l'adhésion  du 
disque  précédent,  au  mercure.  Mais  pour  les  comparer  à  la  Théorie, 
jl faut  connaître  1°,  l'élévation  du  mercure  dans  un  tube  de  verre, 
d'un  diamètre  donné  ;  2°.  l'angle  que  la  surface  du  mercure  forme 
avec  le  verre,  au  point  de  contact.  L'une  et  l'autre  de  ces  données 
est  très-difficile  à  déterminer  par  l'expérience ,  à  cause  du  frotte- 
ment du  mercure  contre  la  surface  du  verre,  frottement  qui  met 
obstacle  à  l'élévation  ou  à  la  dépression  de  ce  liquide  dans  les 
tubes  capillaires,  et  qui  peut  changer  considérablement  l'angle 
d'inclinaison  de  sa  surface  à  celle  du  verre.  La  comparaison 
de  plusieurs  phénomènes  capillaires  observés,  avec  la  Théorie,  m'a 

donné  par  un  résultat  moyen,  la  valeur  de  -  relative  au  mercure, 

à  la  température  de  dix  degrés,  égale  à  i3mim';  et  l'angle  aigu 
formé  par  les  parois  du  verre  ,  et  par  un  plan  tangent  à  la  surface 
du  mercure,  à  l'extrémité  de  la  sphère  d'activité-  sensible  de  ces 

parois, 
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parois,  égal  à  48°.    Je  ferai  donc  usage  de  ces  données  que  des 
expériences  plu^  nombreuses  peuvent  rectifier  encore.  Elles  donnent 
esr'  ==  i52° ,  et  |<ar'  =  760.  On  trouve  ainsi  par  la  formule  précé- 
dente, que  le  poids  de  la  colonne  de  mercure  soulevée  par  le  disque 
de  verre  précédent,  est  de  zoj1'""1,  o.  M.  Gaj-Lussac  a  trouvé  de 
très-grandes  différences  entre  les  résultats  de  ses  expériences  sur 
cet  objet.  Dans  ses  expériences  sur  l'adhésion  d'un  disque  de  verre 
à  la  surface  des  liquides,  il  suspendait  le  disque,  au  fléau  d'une 
balance  très-exacte    qui   l'enlevait    verticalement   au   mojen  de 
poids  très-petits  ajoutés  successivement  et  avec  lenteur,    dans  le 
plateau  de  l'autre   fléau  de  la  balance.  La  somme  de  ces  petits 
poids,  au  moment  où  le  disque  se  détachait  du  liquide,  indiquait 
le  poids  de  la  colonne  entière   soulevée.  En  opérant  ainsi  sur  le 
mercure  ,  il  a  observé  que  cette  somme  était  plus  ou  moins  grande, 
suivant  la  lenteur  avec  laquelle  il  ajoutait  ces  poids   successifs  ; 
et  en  les  ajoutant  à  de  très-grands  intervalles  ,  il  est  parvenu  à 
élever  leur  somme,  de  1 SS^"""™".  à  2Ç)&ramm".  Elle  dépend,  comme  on 
le  voit  par  la  formule  précédente  ,  de  l'angle  aigu  que  la  surface 
du  mercure  forme  avec  celle  du  verre,  et  elle  est  à  fort  peu-près 
proportionnelle  au  sinus  de  la  moitié  de  cet  angle  ;  or  on  sait  par 
l'expérience  journalière  du  baromètre ,  que  cet  angle  peut  aug- 
menter considérablement,  lorsque  le  mercure  descend  avec  une 
grande    lenteur  ;  le  frottement    du    liquide    contre  les  parois    du 
tube ,  empêchant  la  descente  des  parties  de  ce  liquide  ,  contiguës 
à  ces  parois.  Le  frottement  empêche  également  la  colonne  de  mer- 
cure, de  se   détacher  du  disque.  Lorsqu'elle  s'en  détache,   elle 
commence  à  quitter  le  bord  du  disque ,  ensuite  elle  se  rétrécit  de 
plus  en  plus,  près  du  disque,  jusqu'à  ce  qu'elle  le  quitte.  Le  frot- 
tement du  mercure  contre  la  surface  inférieure  du  disque  doit  donc 
empêcher  cet  effet ,  et  diminuer,  comme  dans  la  descente  du  ba- 
romètre ,    l'angle  aigu  du  contact  de  la  surface  du  disque   avec 
celle  du  mercure;  et  si  toutes  les  molécules  de  la  colonne  liquide, 
ont  le  temps  nécessaire  pour  s'accommoder  au  nouvel  état  d'équi- 
libre qui  en  résulte  *,  on  conçoit  que  l'on  peut  accroître  considé- 
rablement le  poids  entier  nécessaire  pour  détacher  le  disque  ,  de 
la  surface  du  mercure.  Ce  poids  s'élèverait  à  près  de  quatre  cents 
grammes,  si  l'angle  de  contact  était  droit. 

2e  SUPPL.  liv.   x.  H 
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Les  disques  des  diverses  substances  qui  sont  parfaitement  mouil- 
lées par  un  liquide  ,  doivent  opposer  la  même  résistance  à  leur 
séparation  de  ce  liquide,  si  leurs  diamètres  sont  égaux-,  car  alors, 
celle  résistance  est  produite  par  l'adhésion  du  liquide  avec  lui- 
même  ,  c'est-à-dire  avec  la  couche  du  liquide  qui  tapisse  la  sur- 
face inférieure  du  disque.  Pour  vérifier  ce  résultat,  M.  Gay-Lussac 
a  mis  en  contact  avec  l'eau,  un  disque  de  cuivre  dont  le  diamètre 
était  de  116"",  604  •,  et  il  a  trouvé  à  la  température  de  18%  5,  le 
poids  nécessaire  pour  l'en  détacher,  égal  à  5jeram,  g45. 

Si  l'on  suppose  que,  relativement  au  cuivre,  la  valeur  -  est  la 

même  que  relativement  au  verre,  c'est-à-dire  égale  à  3omimi,262i  ; 
on  trouve  par  la  formule  précédente,  le  poids  de  l'eau  soulevée  par 
Je  disque  ,  égal  à  5jgram,  767  ;  ce  qui  diffère  extrêmement  peu  du 
résultat  de  l'expérience. 

Les  expériences  sur  l'adhésion  des  disques  de  diverses  substances 
à  la  surface  d'un  même  liquide,  peuvent  déterminer  les  rapports 
de  leurs  forces  attractives  sur  ce  liquide.  En  effet ,  si  l'on  emploie 
des  disques  circulaires  d'un  diamètre  très-large  •,  cette  adhésion 
sera  à  très-peu-près,  par  ce  qui  précède  ,  égale  à 

vlK  y/â.cos.  1    '.D' 

D'  étant  la  densité  du  liquide  ;  en  nommant  donc  p  le  poids  né- 
cessaire pour  séparer  le  disque,  de  la  surface  du  liquide  ;  la  quan- 
tité précédente  sera  égale  à  p.  Les  quantités  D'  et  a.  étant  unique- 
ment relalives  au  liquide  ,  les  valeurs  de  cos.  ±  v>r'  relatives  aux  dis- 
ques d'un  même  diamètre  et  de  diverses  substances,  sont  proportion- 
nelles au  poids  p;  cos1.  \  tur  est  donc  proportionnel  à  p2  ;  mais  on  a  , 
par  ce  qui  précède,  f=f'. cos2.  \  <&■';  aiusi  p'  étant  relatif  au  liquide, 
les  valeurs  de  p  correspondantes  aux  divers  disques  sont  proportion- 
nelles aux  carrés  des  poids  correspondanSy».  Ces  valeurs  sont,  comme 
on  l'a  vu,  relatives  à  des  volumes  égaux:  il  faut  les  diviser  par 
les  densilés  respectives  des  substances ,  pour  avoir  les  valeurs  rela- 
tives à  des  masses  égales.  Elles  seraient  proportionnelles  aux  forces 
attractives,  si  la  loi  d'attraction  était  la  même  pour  les  diverses 
substances.    Dans    ce    cas ,    les    attractions  respectives   de    ces 


SUPPLÉMENT    AU   Xe    LIVRE.  5$ 

substances  sur  le  liquide,  sont,  à  égalité  de  volume  ,  comme  les 
carrés  des  poids  nécessaires  pour  détacher  les  disques,  de  sa  surface. 

Lorsqu'un  liquide  mouille  parfaitement  les  disques  ;  les  expé- 
riences sur  leur  adhésion  à  sa  surface,  n'indiquent,  comme  on 
vient  de  le  voir  ,  que  l'attraction  du  liquide  sur  lui-même.  Mais 
quand  il  ne  mouille  pas  parfaitement  les  disques  ,  sou  frottement 
contre  leur  surface  inférieure  produit  de  grandes  variétés  dans  les  ré- 
sultats des  expériences  d'adhésion,  ainsi  qu'on  l'a  vu  relativement 
aux  disques  de  verre,  appliqués  à  la  surface  du  mercure.  Il  devient 
alors  difficile  de  distinguer  le  résultat  qui  aurait  lieu  sans  cette 
cause  d'anomalie  ,  et  par  conséquent  d'avoir  l'attraction  du  disqae 
sur  ce  liquide. 

On  a  vu  précédemment  que  l'angle  de  contact  du  mercure  avec 
le  verre  dans  l'eau  était  nul  ,  ensorte  que  la  surface  de  mercure  , 
recouverte  d'eau  dans  un  tube  capillaire  de  verre,  forme  une  demi- 
sphère  convexe.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  applique  un  disque  de 
verre  à  la  surface  du  mercure  ,  et  qu'ensuite  on  recouvre  d'une 
couche  d'eau,  le  disque  et  le  mercure  du  vase,  on  aura  <sr'  =  -7r  ; 
ce  qui  rend  nulle  l'expression  précédente  de  la  colonne  de  mer- 
cure élevée  par  le  disque  qui  ne  doit  par  conséquent,  opposer  au- 
cune résistance  à  sa  séparation  du  mercure.  C'est,  en  effet,  ce 
que  M.  Gaj-Lussac  a  reconnu  par  l'expérience. 

De  la  Jîgure  d'une  large  goutte  de  mercure  ,  et  de  la 
dépression  de  cejluide  dans  un  tube  de  verre  d'un  grand 
diamètre. 

Imaginons  sur  un  plan  de  verre  ,  horizontal  ,  une  goutte  de 
mercure  ,  large  et  circulaire.  La  section  de  sa  surface  ,  par  un 
plan  vertical  mené  par  son  centre  ,  sera  très- peu  courbe  à  son 
sommet.  En  s'éloignant  de  ce  point,  sa  courbure  augmentera  de 
plus  en  plus,  jusqu'à  ce  que  sa  tangente  soit  verticale.  A  ce  point, 
la  courbure  et  la  largeur  de  la  section  seront  à  leur  maximum. 
Au-dessous  de  ce  point,  elle  se  rapprochera  de  son  axe,  et  coïn- 
cidera enfin  avec  le  plan  de  verre ,  en  formant  avec  lui  un  angle 
aigu.  Déterminons  l'équation  de  cette  courbe. 
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Nommons  b  le  rayon  oscillateur  de  la  courbe  au  sommet  ;  z  l'or- 
donnée verticale  d'un  de  ses  points,  l'origine  desz  étant  à  ce  sommet-, 
nommons  encore,  u,  l'ordonnée  horizontale,  ou  la  distance  de  ce 
point  à  l'axe  desz,  passant  par  le  sommet  ;  on  aura  par  le  n°  4  de 
ma  Théorie  sur  l'action  capillaire , 


ddz  1    dz 

"    ~~b' 


du?  u'  du.  2  ,  N 


V+dï)      V+diï) 

Lorsque  la  goutte  est  fort  large  ;  on  peut ,  clans  une  grande  étendue 

dz 

de  sa  surface ,  négliger  les  troisièmes  puissances  de  -r- ,  et  alors 
l'équation  précédente  se  réduit  à 

ddz    ,    dz  au  ,  x 

u  ■  tF  +gs  ~ 2  *  - uz  -  T  =  °-       CO 

Cette  équation  différentielle  ,  quoique  beaucoup  pins  simple  que 
l'équation  (r),  ne  paraît  pas  cependant  intégrable  par  les  méthodes 
connues  j  mais  je  trouve  que  l'on  y  satisfait ,  en  faisant 

l'intégrale  étant  prise  depuis  <p  nul  ,  jusqu'à  <p  égal  à  la  demi- 
circonférence  7T.  En  effet,  on  a  alors 

dz  1  /-  7_       .  / —  „        u  S/in. .  COS.  p 

-r  =  —r-  .  ld<p  .  \/2z  .  cos.  0  .  c  v  i 

du        a. on    J 

ddz  1  -,  uWia.  cos.<? 

-r-r  =  —r—  .  ld<P   .  2  A  .  COS2.  <D  .  C  ', 

du*  a.0  tt    J     T  ' 

le  premier  membre  de  l'équation  (s)  devient  ainsi 

—r—  .fdq  .  {_  2a«  .  cos2.  <p  -f-  V2*  •  cos.  <p  —  2  a«  j  .  c  j 

et  en  intégrant,  il  devient 

— y—  .  V2«  •  sin.tp  .  c  v  v+  constante. 

CLOT         T  T  ' 

L'intégrale  devant  être  prise  depuis  p  s=  o ,  la  constante  est  nulle, 
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De  plus  ,  l'intégrale  devant  s'étendre  depuis  <p  =  o  jusqu'à  ty  —  rt , 
elle  est  encore  nulle  à  cette  seconde  limite  ;  ainsi  l'équation  (s) 
est  satisfaite.  La  valeur  précédente  de  z  n'est  pas  l'intégrale  com- 
plète de  cette  équation  ;  mais  elle  suffit  dans  le  cas  présent  où  z 

et  -j-  sont  nuls  avec  u. 

du 

Cos.  <p  est  égal  à  i  —  2  .  sin\  §  <p  j  ce  qui  change  l'expression 
de  z  en  celle-ci , 

z  =^-r-  •  fa  •  c-3"^-sina •*>      » 

aoT      J  etb 

Lorsque  2  m  \/2*  est    un   nombre    considérable ,    ce  qui  a   lieu 

vers  les  bords  d'une  large  goutte,  la  valeur  de  c~ iUV^a-sm'-if 
devient  très-petite  et  insensible ,  dans  le  cas  où  <p  a  une  valeur 
sensible;  en  mettant  donc  alors  l'intégrale  fdq  .  c~ ^v™  -Sl*'-k9  sous 
cette  forme 

fify.  cos.  i<p  .  {1  4.  |  .  sin\i<p  }.  c-™yfa-à*'-ï* 
+  a/ap  .  sin*4<p  .  {1  +2  .  cos\i  ? }  .  c-™v~*  ■ s[aK^; 

on  pourra  négliger  sans  erreur  sensible ,  ce  dernier  terme.  Ainsi 

en  faisant 

z  u  .  s/za.  .  sina.  |  <p  =  t2  ; 
on  aura 

uyin.  ,  ,, 

z= C—=^.  Udt  .  c-" .  fi  +— E^M  }  — ir: 

L'intégrale  relative  à/,  doit   êfre  prise  depuis  2a  =  o,  jusqu'à 

t-:=:2ii.  \/23t;  mais  c-2"^2*  étant,  par  la  supposition,  une  quan- 
tité insensible,  on  peut  prendre  cette  intégrale,  depuis  2=^0 
jusqu'à  l'infini ,  et  alors  on  a 

2fdt.c-t2  =  \frc  j  ' 
partant 

_         cwV™  f     1.    _J >       _L 

~  «A .  \^i*:B^55  '  *        81*.  v/Sli      *fr* 
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Reprenons  maintenant  l'équation  différentielle  (/•) ,  et  faisons 
z  ==  q  —  z',  q  étant  la  valeur  entière  de  z  ;  l'équation  (r)  de- 
viendra 

ddz,'      .  i  M. 

du*                       u du  ,  ,  2 
H ,-f-2*<7  —  2fiC2  =  —  r. 


^  , dz  y    (  ,dz  y 


Nommons,  comme  précédemment,  os*  l'angle  que  la  tangente  à  la 
courbe ,  forme  avec  le  rajon   u  ;  on   aura 

g^-tang.^; 

l'équation  précédente  devient  ainsi 

-r-.cos. <ar  H--.sin.<7îr  =  2a<7  -f-ï — •  2d,zr; 

en  multipliant  les  termes  de  cette  équation,  par  —  du  fang.  <sr  ou 
par  dz\  on   aura 

—  d<z3-.s'm.<3r-\ .sin. gt  —  2&q. dz'  -\- -r. dz' —  2o.z'dz'; 


u 


et  en  intégrant 

.     fdz'.sm.'zr        /  ,    a\      ,  .      , 

cos.  m -f-  /  =  (  2aq -\-t).z—~clz*-{-  constante. 

Pour  déterminer  la  constante,  nommons  <sr'  ce  que  devient  <sr> 
lorsque  z'  est  nul;  <ar'  sera  l'angle  obtus  formé  par  la  surface 
de  la  goutte  avec  le  plan.  En  faisant  commencer  l'intégrale  de 
l'équation  précédente  avec  z',  on  aura  constante  =  cos. <a/.  Nous 

négligerons  d'abord  cette  intégrale,  et  le  terme  j.z'  ;  nous  au- 
rons ainsi, 

cos.  t&r  —  2ctqz'  —  clz'*  +  cos.  tir'. 

Nous  pouvons,  dans  une  première  approximation,  supposer  z'=q, 
lorsque  la  tangente  est  horizontale,  ou  lorsque  cos,<ar=Jnj  nous 
aurons  ainsi, 

i  —  cos.  <ar  ;==;  ay% 
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ou 

partant 

q  —  z'  =  |/    ^.sin.i<sr=:z', 
ce  qui  donne 

dz'  =  —  \\f    -.d'sr.cos.~<&; 

l'intégrale    f'"  ■Mn-'7T  devient  ainsi 

B   y/a       /r,J'7.sm.i:^-.cosî.-5'3r 

L'intégrale  précédente  est  insensible,  lorsque  l'angle  <sr  est  très- 
petit  ;    car    quoiqu'alors    le     dénominateur    de    la    différentielle 

.""■'•"'  prisse  être  très-petit  et  même  nul,  cependant  la  diffé- 
rentielle elle-même  est  très-petite  et  beaucoup  moindre  que  dans 
le  cas  où  l'angle  ts-  n'est  pas  très-petit,  comme  il  est  facile  de 
s'en  assurer.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  u  est  à  fort  peu  près  égale 
au  demi-diamètre  de  la  section  circulaire  de  contact  du  mercure 
avec  le  plan.  Désignons  par/  ce  demi-diamètre;  on  pourra  donc 
sans  erreur  sensible,  supposer  «=/  dans  l'intégrale  précédente, 
et  alors  en  la  prenant  depuis  <ar  =  <ar',  on  aura 

— —  =32-K     --{cos^^-cos3.!^}. 
Par  conséquent,   on  aura 
cos.^+J.|/   2.{C033.|^_C0S3.i^}_^ 

en  substituant  pour  z'  sa  valeur  q —  z;  on  aura 

C0S- *  +  Wl  \f\'  {cos"-«^  —  cos3.|«'}  =  <  +  |  .  {q  —  z)  —  *b«  +  cos.  «S: 

Maintenant,  z  étant  nul  avec  <zf  ,  on  aura  ts-2  égal  à  une  série 
ascendante  des  puissances  de  z  :  en  la  substituant  dans  l'équation 
précédente ,  et  comparant  entre  eux  les  coefficiens  de  ces  puis- 
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sances;  le  coefficient  indépendant  de  z,  donnera 

i  —  cos.  <ar'  +  J  .  |/  -^  . X  i  —  cos3. 1  <nr'  )  =  a?*  -f  | .  q. 

r  est  une    très-petite   fraction    dont    on  peut  négliger  le  carré  , 

lorsque  la  goutte  a   une  grande  largeur,  et  alors  l'équation  pré- 
cédente donne  à  fort  peu-près 


1  COS1*.  ~  -s' 


Déterminons  présentement  la  constante  r.  Reprenons  pour  cela 
les  équations 

//z'  =  —  cfo  .  tang.  <sr=  —  |  .  IX  -  •  dur.  cos.  |  <w  ; 

on  aura 

</&  =  — t=  .  d<&  .  1  - — : a .  sin.  -  <ar    \  ; 

a  y  2.  a.  (.sin.  ^ot  l  J  ' 

ce  qui  donne  en  intégrant 

z/  .  \/i'x  =  log.  tang.  7  <sr  -f-  2  .  cos.  1  <sr  -f-  constante. 

Pour  déterminer  la   constante,   on    observera  que    iff  étant  <ar', 
«  est  égal   à  /,  ce  qui  donne 

constante  =  Is/za. —  log.  tang.  -nzr  —  2. cos.  {<&■'; 
on  aura   donc 

f.u  —  l).  K21  —  2. cos.  J«r  -f-2.C0S.  \iar 


tang.  y  <m  =  tang.  7. 


<&•  .c 


c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité. 
Cette  équation  donne  à  très-peu-près,  lorsque  l'angle  izr  est  très- 
petit,  —  (   — 

tang.  <*  =4-tang'  ~>      ,c 

Maintenant,  si  l'on  différentie  l'expression  de  z  trouvée  ci-dessus; 

dans 
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dans  le  cas  de  <sr  très-petit  ;  on  a 


d±  -        V^-c"^2*         f  5  3      i  _ 

du~ cLb.s/IT^VT*'*-1  ""-8».  /âï        i6tf.«J» 

on  peut  dans  cette  expression  ,  négliger,  lorsque  /  est  fort  grand, 

3  3 

les  termes ==.  et pr-r— .   vis-à-vis  de  l'unité,  et  sup- 

8u.  y/ a*  iStf-V  r 

poser  dans  le  dénominateur,  u  =  l ,  ce    qui  revient  à  négliger,   - 

comme  on  l'a    fait  dans  l'expression    précédente   de  tang.'sr   ou 

de  ^- ,  les  puissances  de  — ^—  ;  et  alors  on  a 
tang.'ar  — 


tb.  yrr.L  .  \/  va. 

En  comparant  cette  expression  de  tang.t<r,  à  la  précédente}  oa 


aura 


Cette  valeur  de  —  donne,  par  le  n°  4  de  ma  Théorie,  la  dépres- 
sion due  à  la  capillarité ,  dans  un  baromètre  dont  le  tube  est  fort 
large.  En  effet,  il  est  visible  que  la  surface  du  mercure  dans  le 
tube,  est  la  même  que  celle  de  la  goutte  que  nous  venons  de 
considérer  ;  mais  au  point  où  cette  surface  se  termine ,  elle  fait 
avec  les  parois  du  tube ,  un  angle  dont  <sr'  est  le  complément. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  liquide  qui  ,  comme  l'eau  ou  l'alcohol , 
mouille  exactement  les  parois  d'un  tube  de  verre-,  —?  exprime  dans 
un  semblable  tube,  l'élévation  du  point  le  plus  bas  de  la  surface, 
au-dessus  du  niveau ,  et  l'on  a  m'  =  —  ',  ce  qui  donne  pour  cette 
élévation, 

i — ^.l/^ïTV^-  B-'Vs-i+i^ 

2'  SUPPL.    LIV.    X.  I 
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ou 

3,63476    \j/~,    .  / —      —1.1/20. 

y  a. 

Comparons  les  résultats  précédens ,   à  l'expérience. 

M.  Gaj-Lnssac  a  observé  à  la  température  de  12%  8,  l'épaisseur 
d'une  large  goutte  de  mercure  ,  circulaire  et  d'un  décimètre  de 
diamètre  ,  s'appuyant  sur  un  plan  de  verre  blanc ,  parfaitement 
horizontal.  Il  a  trouvé  au  moyen  d'un  micromètre  très- exact, 
cette  épaisseur  égale  à  5"",  578.  Cette  valeur  diffère  très- peu  de 
celle  que  Segner  a  trouvée  par  un  moyen  semblable,  et  qui., 
réduite  en  millimètres  ,  est  égale  à  5mi,4o674>  En  calculant  cette 

épaisseur ,  d'après  l'expression  précédente  de  q  -\ — 7  ,  et  faisant , 
comme  précédemment,  -'===  \^mi.mi-:  en  supposant  de  plus,  l'angle 

aigu  formé  par  la  surface  du  mercure  et  par  celle  du  verre  ,  au 
contact,  égal  à  48°,  ce  qui  donne  dans  l'expression  citée,  Gr'=  ï52°; 

enfin  ,  en  négligeant  le  terme  -j  ,  qui  devient  insensible  relative- 
ment à  une  goutte  d'un  décimètre  de  diamètre;  cette  expression, 
donnera  pour  l'épaisseur  q  de  la  goutte, 

q  =  5*   59664 .  j. 

ce  qui  diffère  peu  de  l'expérience. 

M.  Gay-Lussac  a  observé  encore  dans  un  vase  de  verre ,  tres- 
îarge ,  et  dont  les  parois  étaient  verticales,  la  distance  du  point 
de  contact  de  la  surface  du  mercure  avec  les  parois  ,  an  point  le 
plus  élevé   de  cette  surface  ;   et  il  l'a  trouvée   de   imi,  455.   Cette 

distance  est,   par  ce  qui  précède,  égale  à  \jT    -  .  sin.  \  ter.  Ici,: 

(&■'-  est  égal  à  52° ,  et  alors  on  a  par  le  calcul ,  i"d,  /fii  pour  cette 
distance  ;  ce  qui  s'éloigne  peu  du  résultat  de  l'observation. 

Pour  comparer  l'analyse ,  à  l'expérience  relativement  à  la  dé- 
pression du  mercure  dans  des  tubes  de  verre  fort  larges;  je  choi- 
sirai les  expériences  faites  par  M.  Charles  Cavendisk  ,  et  rappor- 
tées dans  les  Transactions  philosophiques  pour  l'année  1776.   Elles, 
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•donnent  en  pouces  anglais,  cette  dépression  égale  àcinq  millièmes 
■de  pouces ,  dans  un  tube  de  verre  de  six  dixièmes  de  pouce  en 
'diamètre  ;  égale  à  sept  millièmes  de  pouce ,  dans  un  tube  d'un 
■demi-pouce  de  diamètre,  et  égale  à  quinze  millièmes  de  pouce,  dans 
un  tube  de  quatre  dixièmes  de  pouce  de  diamètre.  L'expression  pré- 
cédente de  —r,  donne  en  observant  qu'ici  <2ë/=52°,  et  en  réduisant 

les  résultats  en  pouces  anglais  ,  la  dépression  égale  à  o,oo38  dans  le 
premier  tube-,  égale  ko,oo6g  dans  le  second  tube,  et  égale  à  0,0126 
dans  le  troisième  tube;  ce  qui  s'accorde  avec  l'expérience,  autant 
qu'on  peut  l'attendre  de  ces  observations  dans  lesquelles  on  ap- 
précie d'aussi  petites  quantités. 

M.  Gay-Lussac  a  trouvé  par  un  milieu  entre  cinq  expériences , 
l'élévation  du  point  le  plus  bas  de  la  surface  de  l'alcohol,  dans  uu 
tube  de  verre  dont  le  diamètre  était  de  iomi,  5o8,  égale  à  omi,  5835. 
La  température  était  de  16°  pendant  les  expériences,  et  la  pesan- 
teur spécifique  de  l'alcohol  était  0,81 54&7  ,  à  celte  température. 
Le  point  le  plus  bas  de  la  surface  du  même  liquide,  s'élevait  à 
la  même  température,  de  7"", oy85o  ,  dans  un  tube  de  verre  dont 
le  diamètre  était  de  imi,  2944  j  d'où  l'on  tire 

-==  12  mUmi.  ooo5. 

ce 

La  formule  précédente  donne  ainsi  omi,  3378  pour  l'élévation  de 
l'alcohol  dans  le  large  tube  dans  lequel  l'expérience  a  donné  cette 
élévation  égale  à  omi,  3835.  La  différence  omi,  o45 7  est  dans  les 
limites  des  erreurs,  soit  de  l'expérience,  soit  de  la  formule  elle- 
même  qui  n'est  qu'approchée. 

Considérations  générales. 

On  voit  par  ce  qui  précède ,  l'accord  qui  existe  entre  les  phé- 
nomènes capillaires  ,  et  les  résultats  de  la  loi  d'attraction  des 
molécules  des  corps,  décroissante  avec  une  extrême  rapidité,  de 
manière  à  devenir  insensible  aux  plus  petites  distances  percep- 
tibles à  nos  sens.  Cette  loi  de  la  nature  est  la  source  des  affinités 
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chimiques:  semblable  à  la  pesanteur,  elle  ne  s'arrête  point  à  la 
superficie  des  corps;  mais  elle  les  pénètre  en  agissant  au-delà  du 
contact,  à  des  distances  imperceptibles.  De  là  dépend  l'influence 
des  masses  dans  les  phénomènes  chimiques,  ou  cette  capacité  de 
saturation,  dont  M.  Berthollet  a  si  heureusement  développé  les 
effets.  Ainsi  deux  acides,  en  agissant  sur  une  même  base,  se  la 
partagent  en  raison  de  leurs  affinités  avec  elle  ;  ce  qui  n'aurait  point 
lieu,  si  l'affinité  n'agissait  qu'au  contact;  car  alors  l'acide  le  plus 
puissant  retiendrait  la  base  entière.  La  figure  des  molécules  élé- 
mentaires,  la  chaleur  et  d'autres  causes,  en  se  combinant  avec 
cette  loi  générale  ,  en  modifient  les  effets.  La  discussion  de  ces 
causes  et  des  circonstances  qui  les  développent ,  est  la  partie  la 
plus  délicate  de  la  chimie  ,  et  constitue  la  philosophie  de  cette 
science,  en  nous  faisant  connaître  autant  qu'il  est  possible,  la 
.nature  intime  des  corps,  la  loi  des  attractions  de  leurs  molécules, 
et  celle  des  forces  étrangères  qui  les  animent. 

Les  molécules  d'un  corps  solide ,  ont  la  position  dans  laquelle 
leur  résistance  à  un  changement  d'état,  estla  plus  grande.  Chaque 
molécule,  lorsqu'on  la  dérange  infiniment  peu  de  cette  position, 
tend  à  y  revenir  en  vertu  des  forces  qui  la  sollicitent.  C'est  là  ce  qui 
constitue  l'élasticité  dont  on  peut  supposer  tous  les  corps  doués  , 
lorsqu'on  ne  change  qu'extrêmement  peu  leur  figure.  Mais  quand 
l'état  respectif  des  molécules  éprouve  un  changement  considérable; 
ces  molécules  retrouvent  de  nouveaux  élafs  d'équilibre  stable, 
comme  il  arrive  aux  métaux  écrouis,  et  généralement  aux  corps 
qui  par  leur  mollesse  ,  sont  susceptibles  de  conserver  toutes  les 
formes  qu'on  leur  donne  en  les  pressant.  La  dureté  des  corps  et 
leur  viscosité  ne  me  paraissent  être  que  la  résistance  des  molé- 
cules, à  ces  changemens  d'état  d'équilibre.  La  force  expansive  de 
la  chaleur  étant  opposée  à  la  force  attractive  des  molécules  ,  elle 
diminue  de  plus  en  plus  leur  viscosité  ou  leur  adhérence  mutuelle 
par  ses  accroissemens  successifs;  et  lorsque  les  molécules  d'un 
corps  n'opposent  plus  qu'une  très-légère  résistance  à  leurs  dépla- 
cemens  respectifs  dans  son  intérieur  et  à  sa  surface,  il  devient 
liquide.  Mais  sa  viscosité,  quoique  très-affaiblie ,  subsiste  encore, 
jusqu'à  ce  que ,  par  une  augmentation  de  température  ,  elle  de- 
vienne nulle  ou  insensible.  Alors,  chaque  molécuie  retrouvant  dans 


SUPPLEMENT   AU    X'    LIVRE.  69 

foutes  ses  positions,  les  mêmes  forces  attractives  et  la  même  force 
répulsive  de  la  chaleur:  elle  cède  à  la  pression  la  plus  légère,  et 
le  liquide  jouit  d'une  fluidité  parfaite.  On  peut  conjecturer  avec 
vraisemblance  ,  que  cela  a  lien  pour  les  liquides  qui,  comme  l'al- 
cohol,  ont  une  température  fort  supérieure  à  celle  où  ils  commen- 
cent à  se  congeler.  Celte  influence  de  la  figure  des  molécules  est 
très-sensible  dans  les  phénomènes  de  la  congélation  et  de  la  cristal- 
lisation que  l'on  rend  beaucoup  plus  promptes,  en  plongeant  dans 
le  liquide  un  morceau  de  glace  ,  ou  un  cristal  formé  du  même 
liquide  ;  les  molécules  de  la  surface  de  ce  solide  ,  se  présentant 
aux  molécules  liquides  qui  les  touchent ,  dans  la  situation  la  plus 
favorable  à  leur  union  avec  elles.  On  conçoit  que  l'influence  de 
la  figure,  quand  la  distance  augmente,  doit  décroître  bien  plus 
rapidement  que  l'attraction  elle-même.  C'est  ainsi  que  dans  les 
phénomènes  célestes  qui  dépendent  de  la  figure  des  planètes,  tels 
que  la  précession  des  équinoxes,  cette  influence  décroît  en  raison 
du  cube  de  la  distance  ,  tandis  que  l'attraction  ne  diminue  qu'en 
raison  du  carré  de  la  distance. 

Il  paraît  donc  que  l'état  solide  dépend  de  l'attraction  des'  mo- 
lécules, combinée  avec  leur  figure;  ensorte  qu'un  acide,  quoique 
exerçant  sur  une  base,  une  moindre  attraction  à  distance  ,  que  sur 
une  autre  base,  se  combine  et  cristallise  de  préférence  avec  elle, 
si  par  la  forme  de  ses  molécules,  son  contact  avec  cette  base  est 
plus  intime.  L'influence  de  la  figure  ,  sensible  encore  dans  les 
fluides  visqueux,  est  nulle  dans  ceux  qui  jouissent  d'une  fluidité 
parfaite.  Enfin  ,  tout  porte  à  croire  que  dans  l'état  gazeux,  non- 
seulement  l'influence  de  la  figure  des  molécules  ,  mais  encore  celle 
de  leurs  forces  attractives  est  insensible  par  rapport  à  la  force  ré- 
pulsive de  la  chaleur.  Ces  molécules  ne  paraissent  être  alors  qu'un 
obstacle  à  l'expansion  de  cette  force;  car  on  peut,  sans  changer  la 
tension  d'un  volume  donné  d'un  gaz  quelconque,  subsfifuer  à  plu- 
sieurs de  ses  molécules  disséminées  dans  ce  volume,un  pareil  nombre 
de  molécules  d'un  autre  gaz.  C'est  la  raison  pour  laquelle  divers 
gaz  mis  en  contact,  finissent  à  la  longue,  par  se  mêler  d'une  ma- 
nière uniforme;  car  ce  n'est  qu'alors  qu'ils  sont  dans  un  état  stable 
d'équilibre.  Si  l'un  de  ces  gaz  est  de  la  vapeur  ;  l'équilibre  n'est 
stable  que  dans  le  cas  où  cette  vapeur  disséminée  est  en  quantité 
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égale  ou  moindre  que  celle  de  la  même  vapeur  qui  se  répandrait 
,à  la  même  température,  dans  un  espace  vide  égal  à  celui  qu'oc- 
cupe le  mélange.  Si  la  vapeur  est  en  plus  grande  quantité  -,  l'excé- 
dant doit,  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  „  se  condenser  sous  forme 
liquide. 

La  considération  de  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  système  de 
molécules  réagissant  les  unes  sur  les  autres ,  est  très-utile  pour, 
l'explication  de  beaucoup  de  phénomènes.  De  même  que  dans  un 
sjstème  de  corps  solides  et  fluides  animés  par  la  pesanteur ,  la 
mécanique  nous  montre  plusieurs  états  d'équilibre  stable*,  la  chimie 
nous  offre  dans  la  combinaison  des  mêmes  principes,  divers  états 
permanens.  Quelquefois  ,  deux  principes  s'unissent  ensemble  ,  et 
les  molécules  formées  de  leur  union,  s'unissent  à  celles  d'un  troi- 
sième principe.  Telle  est,  selon  toute  apparence,  la  combinaison 
des  principes  constituans  d'un  acide  avec  une  base.  D'autres  fois, 
Jes  principes  d'une  substance,  sans  être  unis  ensemble,  comme  ils 
le  sont  dans  la  substance  même,  s'unissent  à  d'autres  principes, 
et  forment  avec  eux,  des  combinaisons  triples  ou  quadruples,  en- 
sorte  que  cette  substance  retirée  par  l'analyse  chimique  ,  est  alors 
un  produit  de  cette  opération.  Les  molécules  intégrantes  peuvent 
encore  s'unir  par  diverses  faces ,  et  produire  ainsi  des  cristaux 
différens  par  la  forme,  la  dureté,  la  pesanteur  spécifique  et  leur 
action  sur  la  lumière.  Enfin  ,  la  condition  d'un  équilibre  stable 
me  paraît  être  ce  qui  détermine  les  proportions  fixes  suivant  les- 
quelles divers  principes  se  combinent  dans  un  grand  nombre  de 
circonstances.  Tous  ces  phénomènes  dépendent  de  la  forme  des 
molécules  élémentaires,  des  lois  de  leurs  forces  attractives,  de  la 
force  répulsive  de  la  chaleur,  et  peut-être  ,  d'autres  forces  encore 
inconnues.  L'ignorance  où  nous  sommes  de  ces  données,  et  leur 
complication  extrême  ne  permettent  pas  d'en  soumettre  les  résultats 
à  l'analyse  mathématique.  Mais  on  supplée  à  ce  grand  avantage, 
par  le  rapprochement  des  faits  bien  observés ,  en  tirant  de  leur 
comparaison ,  des  rapports  généraux  qui  liant  ensemble  un  grand 
nombre  de  phénomènes  ,  sont  la  base  des  théories  chimiques  dont 
ils  étendent  et  perfectionnent  les  applications  aux  arts. 

A  la  surface  des  liquides,  l'attraction  moléculaire  modifiée  par 
fa  courbure  des  surfaces  et  des  parois  qui  les  renferment;  produit 


SUPPLÉMENT    AU   Xe   LIVRE:  7t 

les  phénomènes  capillaires.  Ainsi  ces  phénomènes  et  tons  ceux  que 
la  chimie  nous  présente  ,  se  rattachent  à  vine  même  loi  que  l'on 
ne  peut  maintenant  révoquer  en  cloute.  Quelques  Physiciens  ont 
attribué  les  phénomènes  capillaires,  à  l'adhésion  des  molécules  li- 
quides, soit  entre  elles,  soit  aux  parois  qui  les  contiennent;  mais 
cette  cause  est  insuffisante  pour  les  produire.  En  effet ,  si  l'on  sup- 
pose la  surface  de  l'eau  contenue  dans  un  tube  de  verre  ,  hori- 
zontale et  de  niveau  avec  celle  de  l'eau  du  vase  dans  lequel  le 
tube  plonge  par  son  extrémité  inférieure;  la  viscosité  du  liquide, 
et  sou  adhérence  au  tube,  ne  doivent  point  courber  cette  surface, 
et  la  rendre  concave.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  d'admettre  une 
attraction  de  la  partie  supérieure  du  tube ,  qui  n'est  point  immé- 
diatement en  contact  avec  le  liquide.  D'ailleurs,  la  surface  du 
liquide  renfermé  dans  le  tube  ,  serait ,  lorsqu'elle  est  concave  , 
tirée  verticalement  en  bas  ,  par  les  colonnes  verticales  du  liquide' 
qui  lui  sont  adhérentes  -,  et  lorsque  cette  surface  est  convexe  x 
comme  celle  du  mercure  dans  un  tube  de  verre  ,  et  d'une  goutte- 
d'eau  à  l'extrémité  d'un  tube  ;  elle  serait  pressée  perpendiculaire- 
ment,  dans  chacun  de  ses  points,  par  le  poids  des  colonnes  su- 
périeures du  liquide.  Cette  surface  ne  serait  donc  pas  la  même 
dans  ces  deux  cas,  et  les  phénomènes  capillaires  ne  suivraient  Das 
les  mêmes  lois  ;  ce  qui  est  contraire  à  l'expérience.  Il  faut  donc 
reconnaître  que  ces  phénomènes  ne  dépendent  pas  seulement  de 
l'action  au  contact ,  mais  d'une  attraction  qui  s'étend  au-delà  y 
en  décroissant  avec  une  extrême  rapidité. 

La  viscosité  des  liquides,  loin  d'être  là  cause  des  phénomènes 
capillaires  ,  en  est  une  cause  perturbatrice.  Us  ne  sont  rigoureuse- 
ment conformes  à  la  théorie,  que  dans  les  liquides  qui  jouissent 
d'une  fluidité  parfaite;  car  les  forces  dont  ces  phénomènes  dé- 
pendent, sont  si  petites,  que  le  plus  léger  obstacle  peut  en  modifier' 
les  effets  d'une  manière  sensible.  C'est  à  la  viscosité  de  l'eau,  que 
l'on  doit  attribuer  les  différences  considérables  observées  par  les 
Physiciens,  entre  les  élévatious  de  ce  liquide  ,  dans  des  tubes 
capillaires  de  verre  d'un  même  diamètre.  La  seconde  manière  dont 
nous  avons  envisagé  précédemment  l'action  capillaire,  nous  montre 
que  la  surface  intérieure  du  tube  ,  élève  d'abord  une  première- 
lame  d'eau;  celle-ci  en  élève  une  seconde  qui  en  élève  une  troi— 
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sième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  Taxe  du  tube.  L'existence  de  ces 
lames  peut  être  rendue  sensible,  au  moyen  de  quelques  grains  de 
poussière  adhérens  aux  parois  du  verre  :  on  voit  ces  petits  corps 
agités  par  l'impulsion  de  ces  lames,  avant  que  d'être  atteints  par 
la  surface  du  liquide.  L'attraction  mutuelle  des  lames  est  oblique 
à  la  surface  des  parois  ,  et  tend  à  faire  pénétrer  les  molécules  de 
la  seconde  lame  dans  l'intérieur  de  la  première,  ce  qu'elles  ne 
peuvent  faire  .sans  la  soulever  on  la  rompre.  Lorsque  le  tube  est 
fort  peu  humecté  ;  cette  première  lame  alors  très-mince  résiste 
à  ces  efforts,  par  son  adhérence  au  verre  et  par  la  viscosité  de  ses 
parties.  C'est,  si  je  ne  me  trompe  ,  la  raison  pour  laquelle  Newton 
et  M.  Haiiy  n'ont  observé  que  treize  millimètres  environ  ,  d'as- 
cension de  l'eau  dans  un  txibe  de  verre  dont  le  diamètre  est  d'un 
millimètre-,  tandis  que  dans  un  tube  semblable  fort  humecté  ,  l'eau 
s'élève  au-dessus  de  trente  millimètres. 

A  l'extrémité  d'un  tube  de  verre ,  les  premières  lames  d'eau 
ne  peuvent  plus  s'élever,  sans  changer  de  figure  à  leur  surface  su- 
périeure -,  et  du  moment  où  cette  surface  devient  convexe  ,  elle 
tend  à  déprimer  le  liquide  inférieur,  et  oppose  ainsi  un  obstacle 
à  son  ascension.  Celte  cause  ,  jointe  à  la  viscosité  du  liquide  et 
à  son  adhérence  au  verre  ,  explique  la  petite  résistance  que  l'eau 
éprouve  à  s'élever,  lorsqu'elle  parvient  près  de  l'extrémité  d'un  tube, 
résistance  qui  doit  être  nulle  et  qui  l'est  en  effet ,  dans  les  liquides 
qui ,  comme  l'alcohol ,  sont  parfaitement  fluides. 

Le  frottement  du  liquide  contre  la  surface  des  parois,  et  l'adhé- 
sion de  l'air  à  la  surface  des  corps,  sont  encore  des  causes  d'ano- 
malie dans  les  phénomènes  capillaires.  Il  est  nécessaire  d'y  avoir 
égard  dans  la  comparaison  de  l'expérience  avec  la  théorie  qui 
s'accorde  d'autant  mieux  avec  elle  ,  que  ces  diverses  causes  ont 
moins  d'influence. 

Il  est  presque  impossible  de  déterminer  par  l'expérience  ,  l'in- 
tensité de  la  force  attractive  des  molécules  des  corps  :  nous 
«avons  seulement  qu'elle  est  incomparablement  supérieure  à  l'action 
capillaire.  On  a  vu  précédemment,  que  l'eau  se  maintient  élevée 
dans  l'axe  d'un  tube  capillaire  ,  par  la  différence  des  actions  du 
liquide  sur  lui-même  ,  à  la  surface  du  liquide  du  vase  dans  lequel 

le 
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le  tube  est  plongé  ,  et  à  la  surface  du  liquide  intérieur  du  tube. 
Cette  différence  est  l'action  du  ménisque  liquide  que  retranche- 
rait un  plan  horizontal  mené  par  le  point  le  plus  bas  de  cette  der- 
nière surface;  et  cette  action  est  mesurée  par  la  hauteur  de  ia 
colonne  élevée.  Pour  avoir  l'action  de  la  masse  entière  du  liquide, 
imaginons  dans  une  masse  indéfinie  d'eau  stagnante  ,  un  canal 
vertical  infiniment  étroit  aboutissant  à  sa  surface,  et  dont  les  parois 
infiniment  minces  n'empêchent  point  l'action  des  molécules  exté- 
rieures à  ce  canal,  sur  la  colonne  d'eau  qu'il  contient.  Détermi- 
nons la  pression  de  cette  colonne,  sur  une  base  perpendiculaire  aux 
côtés  du  canal,  et  placée  à  une  distance  sensible  au-dessous  de 
la  surface  liquide,  cette  base  étant  prise  pour  unité.  Il  est  facile 
de  s'assurer  que  si  l'on  a  plusieurs  canaux  semblables  de  même 
largeur ,  mais  de  longueurs  différentes,  dans  lesquels  l'eau  soit 
animée  par  des  forces  différentes  pour  chacun  d'eux  ,  et  variables 
suivant  des  lois  quelconques;  les  pressions  de  ce  liquide,  sur  les 
bases  des  canaux ,  sont  entre  elles  ,  comme  les  carrés  des  vitesses 
acquises  par  des  corps  primitivement  en  repos,  et  qui  mus  dans 
toute  la  longueur  de  ces  canaux  supposés  vides ,  seraient  ani- 
més à  chaque  point,  des  mêmes  forces  que  les  molécules  cor- 
respondantes de  l'eau  qui  remplit  les  canaux.  Si  l'action  de  l'eau 
sur  elle-même  était  égale  à  son  action  sur  la  lumière  ;  il  suit  du 
n°  2  du  dixième  livre  de  la  Mécanique  céleste,  que  le  carré  de  la 
vitesse  acquise  dans  le  canal  dont  nous  venons  de  parler  ,  serait  égal 
à  2K ,  la  densité  de  l'eau  étant  prise  pour  unité.  Dans  un  canal 
dout  la  hauteur  est  s ,  et  dans  lequel  la  force  est  constante  et 
égale  à  la  pesanteur  ;  le  carré  de  la  vitesse  acquise  est  igs  ,  g 
étant  la  pesanteur,  ou  le  double  de  l'espace  que  la  pesanteur  fait 
décrire  pendant  la  première  unité  de  temps  que  nous  supposerons 
être  une  seconde  décimale.  Les  pressions  des  colonnes  d'eau  sur 
les  bases  des  deux  canaux  seront  donc  entre  elles  comme  2K  est 
à  2gs,  et  par  conséquent ,  si  elles  sont  égales,  on  aura 
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Ce  sera  dans  cette  hypothèse,  la  hauteur  d'un  canal  dans  lequel 
l'eau  étant  soumise  à  l'action  seule  de  la  pesanteur  supposée  par- 
tout la  même  qu'à  la  surface  de  la  terre,  la  pression  de  la  colonne 
2e  suppl.  liv.  X.  K 
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de  ce  liquide   sur  la  base  de  ce   canal  ,  exprime   l'action  entière 
de  la  masse  indéfinie  d'eau ,  sur  l'eau  du  premier  canal. 
On  a  par  le  n°  cité  du  dixième  livre  , 

&  -  i  =  é?  , 
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il  étant  l'espace  décrit  par  la  lumière  ,  dans  l'unité  de  temps  ou 
dans  une  seconde,  et  K  étant  le  rapport  du  sinus  d'incidence  au 
sinus  de  réfraction,  dans  le  passage  d'un  rayon  lumineux,  du  vide 
dans  l'eau  ;  on  aura  donc 

(R1—  1  )  .  n? 
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En  partant  des  valeurs  les  plus  exactes  de  la  parallaxe  du  soleil 
et  de  la  vitesse  de  la  lumière  ;  on  trouve  que  s  surpasse  dix  mille 
fois  la  distance  du  soleil  à  la  terre.  Une  aussi  prodigieuse  valeur  de 
l'action  de  l'eau  sur  elle-même  ne  peut  pas  être  admise  avec  vraisem- 
blance ;  il  paraît  donc  que  cette  action  est  beaucoup  moindre  que 
l'action  de  l'eau  sur  la  lumière;  mais  elle  est  extrêmement  grande 
relativement  à  l'action  capillaire,  et  il  en  résulte  une  très-forte 
compression  dans  les  couches  des  liquides.  En  effet,  si  dans  une 
masse  indéfinie  d'eau  stagnante,  on  imagine  un  canal  intérieur 
infiniment  étroit  dont  les  parois  soient  infiniment  minces,  et  dont 
les  extrémités  aboutissent  à  la  surface  de  l'eau  -,  les  couches  liquides 
du  canal,  placées  à  une  distance  sensible  au-dessous  de  cette  surface,, 
éprouveront  par  l'action  de  l'eau  vers  l'une  des  extrémités,  une 
pression  K  qui  sera  balancée  par  une  pression  égale  et  contraire, 
produite  par  l'action  de  l'eau  vers  l'autre  extrémité  ;  chaque  couche 
du  liquide  intérieur  est  donc  comprimée  par  ces  deux  forces  oppo- 
sées. A  la  surface  du  liquide,  cette  compression  est  évidemment 
nulle:  elle  croît  avec  une  extrême  rapidité  depuis  cette  surface,  et 
devient  constante  à  la  plus  petite  distance  sensible  au-dessous. 

Ces  grandes  variations  de  compression  peuvent  faire  varier  sen- 
siblement la  densité  des  couches  d'un  liquide,  très-près  de  sa  sur- 
face*, et  dans  les  mélanges  de  deux  liquides,  tels  que  l'alcohol  et 
l'eau,  elles  peuvent  faire  varier  non -seulement  la  densité  des 
couches  liquides  extrêmement  voisines  de  la  surface,  mais  encore 
la  proportion  des  deux  liquides  que  renferment  ces  couches  et  les 
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lames  liquides  adhérentes  aux  parois  des  tubes.  Ces  variations  n'ont 
aucune  influence  sur  la  réfraction  qui  ,  lorsque  le  rayon  lumineux 
est  parvenu  à  une  distance  sensible  au-dessous  de  la  surface  ,  est 
la  même  que  si  la  nature  et  la  densité  du  liquide  n'éprouvaient 
aucun  changement;  mais  elles  peuvent  avoir  sur  les  phénomènes 
capillaires,  une  influence  très-sensible  que  semblent  indiquer  plu- 
sieurs expériences  de  M.  Gay-Lussac  ,  sur  l'élévation  de  divers 
mélanges  d'alcohol  et  d'eau  dans  les  tubes  capillaires. 

Une  lame  d'eau  isolée  et  d'une  épaisseur  plus  petite  que  le  rayon 
de  la  sphère  d'activité  sensible  de  ses  molécules ,  éprouvant  donc 
une  compression  beaucoup  moindre  qu'une  pareille  lame  située  au 
milieu  d'une  masse  considérable  de  ce  liquide;  il  est  naturel  d'en 
-conclure  que  sa  densité  est  très-inférieure  à  la  densité  de  cette  masse. 
Est -il  invraisemblable  de  supposer  que  c'est  le  cas  de  l'enveloppe 
aqueuse  des  vapeurs  vésicuiaires  qui  par  là,'  seraient  plus  légères 
et  dans  un  état  moyen  entre  l'état  liquide  et  celui  de  vapeurs-? 

Je  n'ai  eu  égard  dans  ma  Théorie,  ni  à  la  pression  de  l'atmos- 
phère ,  ni  à  la  force  répulsive  de  la  chaleur.  La  considération  de 
ces  forces  est  inutile-,  parce  qu'étant  les  mêmes  sur  toute  là  surface 
du  liquide,  elles  sont  indépendantes  de  sa  courbure.  La  chaleur. 
n'influe  donc  sur  les  phénomènes  capillaires ,  qu'en  diminuant  la 
densité  des  liquides  ;  et  l'expérience  a  fait  voir  que  dans  les  li- 
quides parfaitement  fluides,  les  variations  de  ces  phénomènes, 
produites  par  l'accroissement  de  la  température ,  sont  exactement 
celles  que  donne  la  théorie. 

Les  effets  de  l'action  capillaire  étant  ramenés  à  une  théorie  ma- 
thématique; il  ne  manquait  plus  à  cette  branche  intéressante  de 
la  physique,  qu'une  suite  d'expériences  très-exactes  au  moyen  des- 
quelles on  pût  comparer  les  résultats  de  cette  théorie  ,  avec  la 
nature.  Le  besoin  de  semblables  expériences  se  fait  sentir  à  mesure 
que  la  physique  en  se  perfectionnant ,  rentre  dans  le  domaine 
de  l'analyse.  On  peut  alors  obtenir  avec  une  grande  précision  , 
les  résultats  des  théories  ;  et  en  les  comparant  à  des  expériences 
très-précises,  on  élève  ces  théories  au  plus  haut  degré  de  certitude 
dont  les  sciences  naturelles  soient  susceptibles.  Heureusement,  les 
expériences  que  MM.  Rumford  et  Gay-Lussac  viennent  de  faire 


?5  MÉCANIQUE    CÉLESTE, 

sur  les  phénomènes  de  la  capillarité,  laissent  peu  de  choses  à  dé- 
sirer sur  cet  objet  ;  et  l'on  a  vu  l'accord  de  ma  Théorie  avec  les 
résultats  de  M.  Gay-Lussac  qui  a  introduit  dans  ce  genre  d'expé- 
riences ,  l'exactitude  des  observations  astronomiques. 

Quand  on  est  parvenu  à  la  véritable  cause  des  phénomènes-,  il 
est  curieux  de  porter  ses  regards  en  arrière ,  et  de  voir  jusqu'à  quel 
point  les  hypothèses  imaginées  pour  les    expliquer,   s'en  rappro- 
chent. L'une  des  opinions  les  plus  anciennes  et  les  plus  accréditées, 
que  l'on  ait  données  des  phénomènes  capillaires,  est  celle  de  Jurin. 
Cet  Auteur  attribue  l'élévation  de  l'eau  dans  un  tube  capillaire 
de  verre,  à  l'attraction  de  la  partie  annullaire  du  tube,  à  laquelle 
la  surface  de  l'eau  est  contiguë  et  adhérente  -,  «  car  ,  dit-il ,   c'est 
î>  seulement  de  cette  partie  du  tube ,  que  l'eau  doit  s'éloigner  eu 
»  s'abaissant,  et  par  conséquent,  elle  est  la  seule  qui  parla  force 
»  de  son  attraction,  s'oppose  à  sa  descente.  Cette  cause  est  pro- 
5>  portionnelle  à  l'effet  ;  puisque  cette  circonférence  et  la  colonne 
j>  d'eau  suspendue  sont  toutes  deux  proportionnelles  au  diamètre 
2>  du  tube:   »  (Transactions  philosophiques,   nc    565).  A  cela, 
Clairaut,  dans  son  Traité  de  la  Figure  de  la  Terre,  objecte  qu'on 
ne  saurait  employer  le  principe  que  les  effets  sont  proportionnels 
aux  causes,   que   lorsqu'on    remonte  à  une    cause    première,    et 
non   quand    on  examine   un    effet    résultant    de    la    combinaison 
de   plusieurs  causes   particulières  que  l'on   n'évalue   pas  chacune 
séparément.  Ainsi,  quand  même  on  admettrait  que  le  seul  anneau 
de  verre,  qui  est  adhérent  à  la  surface  de  l'eau,  serait  la  cause 
de  l'élévation  de   ce  liquide  ,  on  ne  devrait  pas  en  conclure  que 
le  poids  élevé  doit  être  proportionnel  à  son  diamètre  ;  parce  qu'où 
ne  peut  connaître  la  force  de  cet  anneau,  qu'en  sommant  celles 
de  toutes  ses  parties.    Clairaut  substitue  donc   à  l'hypothèse  de 
Jurin,  une  analyse   exacte  de  toutes  les  forces  qui  tiennent  une 
colonne  d'eau,  suspendue  en  équilibre  dans  un  canal  infiniment 
étroit  passant  par  l'axe  du  tube.  Mais  ce  grand  Géomètre  n'a  pas 
expliqué  le  principal  phénomène  capillaire  ,  celui  de  l'ascension 
et  de  la  dépression  des  liquides  dans   des  tubes  très-étroits  ,  en 
raison  inverse  du  diamètre  de  ces  tubes  :  il  se  contente  d'observer, 
sans  en   donner  la   preuve  ,  qu'une  infinité  de  lois  d'attraction 
peuvent  produire   ce  phénomène.  La  supposition  qu'il  fait  ,  de 
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l'action  du  verre,  sensible  jusque  sur  les  molécules  de  l'eau  situées 
dans  l'axe  du  tube ,  devait  l'éloigner  de  la  véritable  explication  du 
phénomène;  mais  il  est  remarquable  que  s'il  fût  parti  de  l'hypo- 
thèse d'une  attraction  insensible  à  des  distances  sensibles,  et  s'il 
eût  appliqué  aux  molécules-  situées  dans  la  sphère  d'activité  des 
parois  du  tube  ,  l'analyse  des  forces  dont  il  a  fait  usage  pour  les 
molécules  de  Taxe;  il  aurait  été  conduit,  non-seulement  au  résultat 
de  Jurin,  mais  encore  à  ceux  que  nous  avons  obtenus  par  la  se- 
conde manière  dont  nous  avons  envisagé  l'action  capillaire.  On 
voit  par  cette  méthode ,  que  si  le  liquide  mouille  parfaitement  le 
tube  ;  on  peut  concevoir  que  la  partie  seule  du  tube,  supérieure  à  îa 
surface  liquide,  d'une  quantité  imperceptible,  le  sollicite  à  s'élever, 
et  le  tient  suspendu  en  équilibre,  lorsque  le  poids  de  la  colonne 
élevée  balance  l'attraction  de  cet  anneau  du  tube;  ce  qui  se  rap- 
proche extrêmement  des  idées  de  Jurin  ,  et  ce  qui  conduit  à  sa 
conclusion  ,  savoir  que  le  poids  de  la  colonne  est  proportionnel 
au  contour  de  la  base  intérieure  du  tube  ,  conclusion  que  l'on  doit 
étendre  généralement  à  un  tube  prismatique,  quels  que  soient  sa 
forme  intérieure  et  le  rapport  de  l'attraction  de  ses  molécules  sur 
le  liquide,  à  l'attraction  des  molécules  liquides1  sur  elles-mêmes. 

La  ressemblance  de  la  surface  des  gouttes  liquides,  et  des  fluides 
contenus  dans  les  espaces  capillaires  ,  avec  les  surfaces  dont  les 
Géomètres  s'occupèrent  à  l'origine  du  calcul  infinitésimal  ,  sous 
les  noms  de  lintéaire ,  d'élastique ,  etc.,  porta  naturellement 
plusieurs  Physiciens  à  considérer  les  liquides  ,  comme  étant  en- 
veloppés de  semblables  surfaces  qui ,  par  leur  tension  et  leur  élas- 
ticité, donnaient  aux  liquides,  les  formes  indiquées  par  l'expérience. 
Segner ,  l'un  des  premiers  qui  aient  eu  cette  idée ,  sentit  bien 
qu'elle  n'était  qu'une  fiction  propre  à  représenter  les  phénomènes, 
mais  que  l'on  ne  devait  admettre  qu'autant  qu'elle  se  rattachait  à 
la  loi  d'une  attraction  insensible  à  des  distances  sensibles  :  (  tom.  1 
des  anciens  Mémoires  de  la  Société  royale  de  Gottingue).  Il  essaya 
donc  d'établir  cette  dépendance  ;  mais  en  suivant  son  raisonne- 
ment, il  est  facile  d'en  reconnaître  l'inexactitude  ;  et  les  résultats 
auxquels  il  parvient,  en  sont  la  preuve.  Il  trouve,  par  exemple, 
qu'il  ne  faut  avoir  égard  qu'à  la  courbure  de  la  section  verticale 
d'une  goutte,  et  nullement  à  la  courbure  de  la  section  horizontale  , 
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ce  qui  n'est  pas  exact.  D'ailleurs,  il  n'a  pas  vu  que  la  tension  de 
la  surface  est  Ja  même,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  la  goutte; 
ce  qu'un  raisonnement  juste  lui  eût  fait  connaître.  Au  reste ,  on 
voit  par  la  note  qui  termine  ses  recherches  ,  qu'il  n'en  a  pas  été 
conteut  lui-même.  Lorsque  je  m'occupais  de  cet  objet,  M.  Thomas 
Young  en  faisait  pareillement  le  sujet  de  recherches  ingénieuses 
qu'il  a  insérées  dans  les  Transactions  philosophiques,  pour  l'an- 
née i8o5.  En  comparant  avec  Segner,  la  force  capillaire,  à  la 
tension  d'une  surface  qui  envelopperait  les  liquides,  et  en  appli- 
quant à  cette  force,  les  résultats  connus  sur  la  tension  des  surfaces-, 
il  a  reconnu,  qu'il  fallait  avoir  égard  à  la  courbure  des  surfaces 
liquides,  dans  deux  directions  perpendiculaires  entre  elles;  il  a 
de  plus ,  supposé  que  ces  surfaces  ,  pour  un  même  liquide,  coupent 
sous  le  même  angle  les  parois  des  tubes  formés  de  la  même  ma- 
tière ,  quelle  que  soit  d'ailleurs  leur  figure  ;  ce  qui ,  comme  on 
l'a  vu  ,  cesse  d'être  exact  aux  extrémités  de  ces  parois.  Mais  il  n'a 
pas  tenté,  comme  Segner,  de  dériver  ces  hypothèses ,  de  la  loi 
de  l'attraction  des  molécules,  décroissante  avec  une  extrême  rapi- 
dité •,  ce  qui  était  indispensable  pour  les  réaliser.  Elles  ne  pouvaient 
l'être  que  par  une  démonstration  rigoureuse,  pareille  â  celles  que 
nous  avons  données  dans  la  première  méthode  à  laquelle  les  expli- 
cations de  Segner  et  de  M.  Thomas  Young  se  rattachent }  comme 
«elle  de  Jurin  se  rattache  à  la  seconde  méthode. 
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MÉCANIQUE  CÉLESTE.  LIVRE  X.  Page  264,  ligne  18;  au  lieu  de 
3og3o3" .  sin.  2  © ,  lisez  Zocfio" ,  3 . sih.  a  0. 

THÉORIE  DE  L'ACTION  CAPILLAIRE.  V âge  44,  ligne  11  ;  au  lieu  de  ces 
mots,  cette  force  croît  en  raison  inverse  de  leur  distance  mutuelle  ,  lisez,  cette 
force  croît  à  très-peu-près  en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance  mutuelle  % 
lorsque  les  plans  sont  très-rapprochés. 


